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1.

a)

b)

Mit dem Satz von Gauf, angewendet auf das Vektorfeld V' = xSB% und die
Untermannigfaltigkeit M = B3 erhalten wir
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Gemeint war natiirlich die Fldche T, r, mit der nachtraglich korrigierten
Definition (die erste Definition beschrieb den Volltorus). Wir betrachten die
Parametrisierung h : [0, 27] x [0,27] - T = T, g,

(R + 17 cosp)cost
h(9,0) = | (R+rcosyp)sind

7 Sin ¢

Mit Hilfe der Formel g = det(Dh* Dh) ergibt sich fiir die zuriickgezogene
Volumenform

h*pur = /g diddp = r(R + 1 cos p) didey,

so dass man die Flache als
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berechnet.

Sei A C P(X) die angegebene Teilmenge der Potenzmenge von X. Wir
priifen fiir A die drei Eigenschaften fiir o-Algebren nach: Offenbar ist wegen
X = f74Y) der Raum X ein Element von A. Ist A € A, so wissen wir
A= f7YFE) fiir ein £ € Y, und somit ist

X\A=X\fH(E)=["(Y\E) (1)
ebenfalls in A, weil Ay nach Voraussetzung auch Y\ E enthélt. Schlieflich
folgt aus der Beziehung

U FHE) =f" (U Ez) : (2)

dass A auch abgeschlossen unter abzdhlbaren Vereinigungen ist. Somit ist
A eine o-Algebra.



b)
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Hier benutzt man praktisch die gleiche Argumentation wie im Teil a). Sei
A" C P(X) die angegebene Teilmenge der Potenzmenge von Y. Wegen
YY) = X wissen wir, dass Y € A’. Die Gleichung (1) zeigt, dass A’
abgeschlossen unter Komplementbildung ist, und die Gleichung (2) zeigt,
dass A" abgeschlossen unter abzéhlbaren Vereinigungen ist.

Sei A die von allen kompakten Mengen erzeugte o-Algebra. Da jede kompak-
te Teilmenge von R™ abgeschlossen und somit eine Borelmenge ist, wissen
wir, dass A in B(R") enthalten ist.

Um die umgekehrte Inklusion zu zeigen, geben wir zwei Moglichkeiten an.
Entweder man iiberlegt sich, dass jede abgeschlossene Teilmenge A C R"
sich als abzdhlbare Vereinigung der kompakten Teilmengen AN B(0,n) mit
n > 1 schreiben lésst, also in A liegt. Da A abgeschlossen unter Komple-
mentbildung ist, folgt daraus auch, dass jede offene Teilmenge des R™ in A
ist. Somit gilt B(R") C A.

Alternativ schreibt man jeden offenen Ball B(p,r) als abzéhlbare Vereini-
gung

B(p,r) = Blp,r —1/n)
n>1

kompakter Mengen. Ist nun U C R" eine beliebige offene Teilmenge, so
wahlt man zu jedem Punkt p € U einen Ball B, = B(q(p),r(p)) mit
p € B, C U, so dass B, einen Mittelpunkt ¢(p) € Q™ und einen rationalen
Radius r(p) € Q hat. Die Menge aller so erhaltenen Bélle { B, },cp ist bijek-
tiv zur Teilmenge {(q(p),r(p)) € Q" x Q | p € U} C Q"' also abzihlbar.
Damit ist also jede offene Teilmenge vom R”™ eine abzdhlbare Vereinigung
von Béllen, und somit nach dem vorangegangenen Schritt eine abzéhlbare
Vereinigung von kompakten Mengen. Dies beweist wieder B(R") C A.

Wir werden zeigen, dass M \ M eine abgeschlossene Teilmenge von R™ ist.
Dann ist M = M \ (M \ M) als Differenz zweier abgeschlossener Mengen
ebenfalls eine Borelmenge. Wir betrachten nur den Fall dass M keinen Rand
hat, denn im allgemeinen ist M = (M \ OM) U OM eine Vereinigung von
zwel Untermannigfaltigkeiten ohne Rand (von verschiedener Dimension).
Ist C = M \ M nicht abgeschlossen, so existiert eine Folge p, € C mit p, —
p ¢ C. Wegen p, € C C M folgt hieraus p € M. Sei U C R" eine offene
Umgebung von p wie in der Bedingung (2) fiir Untermannigfaltigkeiten, d.h.
es existiert eine Abbildung f : U — R"* mit MNU = f~*(0). Insbesondere
ist M N U eine abgeschlossene Teilmenge von U.

Ist n grof genug, so gilt p, € U. Da p, € M, existiert eine Folge Gnik € M
mit ¢, — pp. Da U eine offene Umgebung von p,, ist, liegen die g, fiir
hinreichend grofles k£ in U N M. Da aber U N M abgeschlossen in U ist, folgt
hieraus p, € M, im Widerspruch zur Wahl der p, in C = M \ M. Dieser



b)

Widerspruch zeigt, dass M \ M abgeschlossen ist, und wie eingangs erwihnt
folgt hieraus die Behauptung.

A enthélt die leere Menge und somit auch X. Aufserdem ist es nach Defini-
tion abgeschlossen unter Komplementbildung. Sei schlieflich A; eine abzahl-
bare Folge von Elementen aus A. Sind alle A; abzédhlbare Teilmengen von X,
so ist auch A = U2, A; eine abzéhlbare Teilmenge von X. Ist andererseits
A;, nicht abzdhlbar, so ist X \ A;, abzdhlbar, und es gilt

X\ (U2 A) C X\ A

Also ist auch diese Menge abzdhlbar, und somit A = U°; A; ein Element
von A. Wir haben also alle drei Eigenschaften einer o-Algebra nachgepriift.

Offenbar enthélt A die einelementigen Mengen, also auch die von ihnen
erzeugte o-Algebra A’. Andererseits ist natiirlich auch jede hochstens ab-
zahlbare Menge eine abzidhlbare Vereinigung von einelementigen Mengen,
und somit enthélt A’ auch alle abzidhlbaren Mengen und ihre Komplemente.
Daher gilt die umgekehrte Inklusion A C A’.

Sei f: X — R eine Funktion. Gibt es eine Teilmenge A C X mit abzéhlba-
rem Komplement und ein ¢ € R, so dass f(x) = ¢ fiir alle x € A gilt, so ist
f messbar, denn fiir jede Teilmenge £ C R gilt dann:

f7Y(E) ist hochstens abzihlbar, falls ¢ ¢ £, und
f7Y(E) hat ein hochstens abzihlbares Komplement, falls ¢ € E.

Ist andererseits f messbar, so betrachten wir
o :=inf{a | f~((a,00)) ist abzéhlbar} und
B :=sup{b | f*((—o0,b)) ist abzihlbar}.

Da X iiberabzahlbar ist, gilt § < a. Wiare § < «, so waren die beiden
Teilmengen

(o0, T2 nd (PR o))

iiberabzahlbar, was der Messbarkeit von f widerspricht. Also folgt o = £,
und weiterhin ist nach der Definition von « und

F (=00, 0)) U £ (@,00)) = [ £~ (=00, = ) UF (@ + -, 00))

n>1

abzihlbar, so dass f~!(«) abzihlbares Komplement besitzt. Hieraus folgt
insbesondere, dass @ # +oo, d.h. @ € R (sonst wire X = f~!(R) abzihl-
bar), und die Behauptung ist bewiesen.



