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1 Tensorprodukte und Differentialformen

1.1 Tensorprodukte

Wir wiederholen zunéchst ein Konzept aus der Linearen Algebra.

Definition 1.1.1

Sei K ein Korper und seien V,W und X gegebene K-Vektorrdume. Dann ist eine K-bilineare

Abbildung eine Abbildung
a: VW — X,

die in beiden Argumenten K-linear ist, fiir die also a( v+ Nv',w) = Aa(v, w) + Na(v', w) und
a(v, \w + Nw') = Aa(v,w) + Na(v,w') fiir alle \, ' € K und v,v' € V, w,w' € W gilt.

Damit ist dann fiir jede lineare Abbildung ¢: X — X’ auch die Abbildung ¢oa: VW — X’
bilinear. Wir stellen uns die Frage, ob es fiir je zwei K-Vektorrdume V, W einen universellen
K-Vektorraum V ® W mit einer universellen bilinearen Abbildung V x W — V ® W gibt, so
dass alle anderen bilinearen Abbildungen V' x W — Z durch lineare Abbildungen V@ W — Z
beschrieben werden kénnen.

Definition 1.1.2
Das Tensorprodukt zweier K-Vektorrdume V,W ist ein Paar, bestehend aus einem K-
Vektorraum V @ W und einer bilinearen Abbildung

ki VW —= VoW
(v,w) = VW

mit der folgenden universellen Eigenschaft: Zu jeder bilinearen Abbildung
a:VxW—=X
gibt es genau eine lineare Abbildung ¢,: V @ W — X mit
Q= ¢y O K.

Wir driicken dies durch das folgende Diagramm aus:

VXW—">VeW
|
\ =N
Y
X
Betrachtung 1.1.3.

1. Damit ist die Theorie bilinearer Abbildungen auf die Theorie linearer Abbildungen zuriick-
gefiihrt.

2. Wir zeigen zunéchst, dass das Tensorprodukt, wenn es denn existiert, bis auf eindeutige
Isomorphie eindeutig ist. Angenommen, es giibe zwei Vektorrdume V @ W und V&W und
zwei universelle bilineare Abbildungen

KV XW VoW BV xW = VoW.

Man benutzt die universelle Eigenschaft von x und findet fiir die spezielle bilineare Ab-
bildung % eine eindeutige lineare Abbildung ¢iz: V@ W — VW mit ¢z o k = k.
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Durch Vertauschen der Rollen von k und & erhélt man ebenso eine lineare Abbildung
Gp: VOW — V @ W mit ¢, o & = k. Das Diagramm

VoW
|
/ |95
. Y
VxW--L-VeW
|
\ | dr
" ¥
VoW
kommutiert. Die Abbildungen x = idygw o k und ¢, o ¢z o Kk beschreiben die gleiche

bilineare Abbildung V xW — V@W. Wegen der Eindeutigkeitsaussage in der universellen
Eigenschatft folgt ¢, o¢z = idygw. Durch Vertauschen der Rollen von x und & folgt analog

i © Qr = idv@w-

. Zur Existenz: Wir betrachten V' x W und K als Mengen und wir benutzen die Menge
aller Abbildungen von V' x W nach K, Abb(V x W,K). Wir definieren eine Abbildung

1 p— d p—
5:V x W — Abb(V x W,K),  8(v1,w:)(vs, ws) := { ) VLT 2 uRa T =,
0, sonst.

Es sei
U := Spang{d(v,w),v € v,w € W}.
Der Vektorraum U enthélt also endliche Linearkombinationen von Abbildungen 6 (v, w).

Wir wollen 6 dazu zwingen, bilinear zu werden und bilden den Quotientenvektorraum
T:=U/X,
wobei X der Untervektorraum von U ist, der von allen Elementen in U der Form
d(Avy + pg, w) — Ad(v1, w) — pd(vg, w) und §(v, Awy + pws) — Ao (v, wy) — pd (v, ws) (1)
erzeugt wird, also X = Spang (M), wobei M die Menge
{6(Avy + pvg, w) — Ao (vy, w) — pd(vg, w), §(v, Awy + pws) — Ad(v, wy) — o (v, we)}

mit v, v, v € V, A, € Kund w, wy,we € Wist. Essein: U — U/X = T die kanonische
Projektion. Nach Konstruktion ist 7" ein K-Vektorraum und wod: V. x W — T ist bilinear.

Wir behaupten, dass das Paar (7,7 00) ein Tensorprodukt von V und W ist. Wir zeigen
dies, indem wir nachweisen, dass (7', mo¢) die universelle Eigenschaft des Tensorproduktes
hat.

Sei dazu also a: V x W — Y eine beliebige bilineare Abbildung in einen K-Vektorraum
Y. Jedes Element in 7" 148t sich schreiben als 7 (377 | A\id(v;, w;)). Wir setzen ¢o: T — Y
an als

¢a(m(0(v,w))) = a(v,w)

und allgemein

Ga <7T (Z )\i(s(viawi)>) = Z)\ioz(vi,wi).



Wir miissen zeigen, dass diese Abbildung wohldefiniert ist. Ist x ein Element aus X, so
ist x eine Linearkombination von Elementen wie in . Da aber « bilinear ist, gilt

a(Aug + pug, v) — Aa(ug, v) — pa(ug, v) = 0 und a(u, Avy + pve) — Aa(u, v1) — pa(u, vy) = 0,

so dass alx = 0 gilt.

Damit ist ¢,: W/X — Y wohldefiniert und linear. Es gilt nach Konstruktion
¢aomOd = a,

weil wir ¢, o 7o d(v,w) genau als a(v,w) definiert hatten.

Da die Elemente (v, w) den Vektorraum U erzeugen, erzeugen die Elemente 7(d(v,w))
den Quotientenvektorraum. Da wir verlangen, dass ¢, o m 0§ = « gilt, ist ¢, damit
eindeutig festgelegt.

. Ist K ein Korper und sind V,W zwei K-Vektorraume mit dimg V' = m < oo und

dimg W = n < oo, so ist
dimg VoW =m - n.

Es sei By = (v, . ..,vn) eine Basis von V und By = (wy, . .., w,) eine Basis von W. Dann
ist (v; @w;,i =1,...,m,j =1,...,n) eine Basis von V ® W: Nach Konstruktion von
V ® W sind die (v; ® wj,i =1,...,m,j = 1,...,n) linear unabhéngig und sie erzeugen
VeWw.

. Die Elemente des Vektorraums V @ W heiflen Tensoren, die Elemente der Form v ® w :=

K(v,w) mit v € V und w € W Tensorprodukte oder reine Tensoren. Die Tensorprodukte
erzeugen V@ W aber nicht jedes Element von V ® W ist das Tensorprodukt eines Vektors
veVundweW.

Bemerkung 1.1.4.

1.

2.
3.

Sind V. W reelle oder komplexe Vektorrdume und tragen iiberdies die Struktur eines
Hilbertraums, so ist das Tensorprodukt V' @ W mit dem durch

(v@w,v @uw') = (v, (w,w') firalev,o’ eV undw,w €W

definierten Skalarprodukt ein Skalarproduktraum. Im unendlichdimensionalen Fall ist dies
aber kein Hilbertraum. Man kann aber V' ® W als metrischen Raum vervollstédndigen,
indem man alle Cauchy-Folgen hinzunimmt und Cauchy-Folgen identifiziert, wenn ihre
Differenz eine Nullfolge ist. Man zeigt dann, das dieser Raum V&®W eine natiirliche
Struktur eines Hilbertraum trégt.

Es gilt dann fiir Réume quadratintegrabler Funktionen L?(RP)®L%(R?) = L2(RP x RY).

Wenn die Elemente der Hilbertrdume V' und W Wellenfunktionen quantenmechanischer
System beschreiben, so beschreiben Elemente des Hilbertraums V&W Wellenfunktion des
gekoppelten Systems. Tensorprodukte von Hilbertraumen treten daher natiirlich bei der
Beschreibung von Systemen mehrerer Teilchen auf. (Bei identischen Teilchen muss man
sich auf Unterrdume einschrinken, um die Bose- oder Fermi-Statistik des Teilchens zu
beriicksichtigen.)

Wir definieren nun das Tensorprodukt zweier linearer Abbildungen.



Betrachtung 1.1.5.
Je zwei K-lineare Abbildungen

o: V=V v W — W
induzieren eine K-lineare Abbildung der Tensorprodukte

PRV VW =V W'
Dazu betrachten wir das Diagramm:

VXW—=VaW

[
¢le I ARy
Y

VX W V' @ W

Da die Abbildung ' o (¢ x v) bilinear ist, existiert nach der universellen Eigenschaft des
Tensorprodukts die eindeutig bestimmte lineare Abbildung ¢ ® ¢ mit (¢ @) ok = K o (¢ X ).

Diese erfiillt also

(pRY)(v@w)=0¢(v)@Y(w) firveV undw e W.

Betrachtung 1.1.6.

Wir wollen diese Strukturen nun auch in Koordinaten beziiglich Vektorraumbasen betrachten.

Sei K ein fester Korper.

1. Sei V ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum und B") = (e, ...

schreiben einen Vektor x € V in dieser Basis als

,en) eine Basis. Wir

n
T = E x'e; mit x' € K.
i=1

Man nennt manchmal einen Vektor z € V' einen kontravarianten Vektor in V.

. Sei V* = Hom(V,K) der Dualraum von V, also der Vektorraum der Linearformen auf
V. Die zur Basis BYY) = (ey,...,e,) duale Basis B"") = (e!,... e") besteht aus den
Linearformen e’ mit e’(e;) = &;;. Wir schreiben Linearformen, also Vektoren 8 € V* im
Dualraum, als Linearkombination

B=> pe  mit B €K
=1

Man nennt manchmal dann auch g8 € V* einen kovarianten Vektor zu V.

. Seien V, W endlich-dimensionale Vektorrdume mit Basen BY) = (ey,...,e,) und BMW) =
(e},...,e,). Eine lineare Abbildung A: V' — W beschreiben wir durch die Bilder der
Basisvektoren

(a;'») ist die darstellende Matrix von A. Oft vereinbart man, dass iiber gleiche oben und
unten stehende Indizes summiert werden muss, und lasst das Summenzeichen weg: Ae; =
a;e; Dies ist die Einsteinsche Summationskonvention, die in Differentialgeometrie und

allgemeiner Relativitdtstheorie haufig verwendet wird.
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4. Seien V, V' und W, W' endlich-dimensionale K-Vektorraume und ¢: V- — V' und ¢: W —
W’ lineare Abbildungen. Seien BY) = (e1,...,e,), BV) = (€f,...¢.) sowie BW) =

m

(fi, -, fo), B = (f1,. .. f;) Basen. Sind dann die darstellenden Matrizen gegeben
durch

$le;) = afer, und  P(fi) = b fy,
so folgt aus dem kommutierenden Diagramm in Betrachtung [1.1.5
(0@ ¥)(e: ® f;) = aibe;, ® J
und folglich fiir einen allgemeinen Tensor z7¢; ® f; € V@ V'
(0@ v)( e ® f;) = 27alle, @ f.
Die Beschreibung von ¢ ® 1 in Koordinaten ist also

PRY: (29) (afbﬁxij).

Bemerkungen 1.1.7.

1. Aus der Bilinearitdt von k folgt, dass sich auch das Tensorprodukt von Abbildungen
bilinear verhélt:

(AMP1 + X202) @Y = M1 @Y + Aagha @ 1),
¢ @ (M1 + Athe) = @ @MYL+ ¢ @ Aatha.

2. Ebenso folgt fiir Vektorrdume die Vertriglichkeit mit direkten Summen:
VieV)eWwW=WeW)o (Voo W),
und analog im anderen Argument.

3. Man hat kanonische Isomorphismen

avvw: U@ (Ve W)
u® (v w)

UeV)eWw
(u®v)®w

%

H
mit deren Hilfe man die K-Vektorrdume U @ (V ® W) und (U ® V) @ W identifizieren
kann. Das Tensorprodukt ist dann assoziativ.

4. Die Skalarmultiplikation in V' liefert kanonische Isomorphismen

KoV 5 V VeK — V
AQU = v VRN — A0

mit Umkehrabbildung v — 1 ® v bzw. v — v ® 1, mit deren Hilfe man den Grundkorper
K als Eins unter dem Tensorprodukt auffassen kann.

5. Man hat kanonische Isomorphismen

cov: U@V — VU
UKV — vRu,

mit deren Hilfe man die Faktoren vertauschen kann. Es gilt cyy o cpy = idygy.



6. Benutzen wir das assoziative Tensorprodukt, so konnen wir zu jedem K-Vektorraum V'
die Tensoralgebra
TV)=vVO vl gv®ag. |

mit V© := Kund VU :=V ® ... ® V mit j Faktoren, bilden. Durch das Produkt
—_———

J

VO x @O 5 yut+o
(M®...0V,nQ..0w) — M..AVQW ®...Quw

wird T(V') zu einer K-Algebra, d.h. dass der gegebene K-Vektorraum mit einem Pro-
dukt versehen ist, das beziiglich der Vektoraddition distributiv ist. Genauer ist T'(V)
eine Z-graduierte assoziative K-Algebra. Sie ist unendlich-dimensional, falls V' nicht der
Nullvektorraum ist. Die Tensoralgebra von Hilbertrdumen (und Unterrdume davon) tritt
in natiirlicher Weise bei der Beschreibung von Systemen der Quantenstatistik auf, bei
denen die Teilchenzahl nicht fest ist.

Bemerkungen 1.1.8.
1. Fiir endlich-dimensionale Vektorrdume ist die kanonische Abbildung

Ve Wwr - (Ve W)
a®@f = (Vew=al)-fw)

ein Isomorphismus.

2. Insbesondere konnen wir Bilinearformen auf V' x W mit Linearformen auf V ® W, also
Elementen in (V ® W)* identifizieren und somit durch Tensoren in V* ® W* beschreiben.
In der Beschreibung durch Komponenten treten zwei untere kovariante Indizes auf.

3. Wir hatten den Mafitensor einer k-dimensionalen Untermannigfaltigkeit M C R™ ken-
nengelernt. Sei U C R* und ¢: U — R" eine lokale Parametrisierung. Sei fiir u € U
das Bild p := p(u) € M und (019, ...,0kp) eine Basis des Tangentialraums 7,//. Dann
liefert die Restriktion des euklidischen Skalarprodukts des umgebenden Raums R™ auf
T,M eine (positiv definite) Bilinearform 7,M x T,M — R und somit einen Tensor in
(T,M)* @ (T,M)*.

4. Fiir endlich-dimensionale Vektorrdume ist die kanonische Abbildung

VEeW — Homg(V,W)
a®@w = (v alv)w)

ein Isomorphismus. Insgesamt ermoglicht dies einen Kalkiil fiir endlich-dimensionale Vek-

torrdume, bei dem alle Homomorphismen — insbesondere multilineare Abbildungen und
Multilinearformen — durch geeignete Tensoren beschrieben werden.

Bemerkungen 1.1.9.
1. Hat man in allen Vektorrdumen eine Basis gewé&hlt, so kann man Tensoren durch ihre
Koordinaten beschreiben:
(" ir..;,) beschreibt einen Tensor in Vi ®@ ... @ V, @ Wy @ ... @ Wy.
Eine Basiswechselabbildung im v-ten Faktor V,,

Y
e, = tlie;

fithrt dann fiir den Tensor zu neuen Koordinaten (tj-m:::j"'). Fiir kovariante Indizes ist
entsprechend die zu T' = (¢]) transponierte Matrix zu nehmen.
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2. Auf dem Raum der Endomorphismen eines endlich-dimensionalen Vektorraums ist die
Spur eine wichtige Linearform:

tr: Endg(V) 2 V'@V — K
zhel @e; = ahel(e) =), a4t =}

Im Tensorkalkiil setzt man also einen oberen und einen unteren Index gleich und summiert
dariiber. Diese Operation nennt man auch das Verjingen eines Tensors. Auch ein Tensor
mit mehr als einem oberen und unterem Index zum gleichen Vektorraum kann verjiingt
werden; dies entspricht einer partiellen Spur.

Definition 1.1.10
1. Eine alternierende k-Form auf einem K-Vektorraum V' ist eine Abbildung

w: VF 5 K,

die in jedem Argument linear ist, also eine multilineare Abbildung ist, und die verschwin-
det, sobald wenigstens zwei Argumente gleich sind:

w(vy,...,v) =0,
sobald es i,j mit i # j gibt, so dass v; = v;.

2. Fiir k € N bezeichnet man mit A*V* den Vektorraum aller alternierenden k-Formen
VF — K. Speziell setzt man A°V* := K. Es ist A'V* = V*,

Bemerkungen 1.1.11.

1. Eine alternierende Linearform kann durch eine lineare Abbildung V*) — K beschrieben
werden.

2. Ist die Charakteristik von K ungleich 2 (wie fiir K = R oder C), so ist allgemeiner eine
alternierende k-lineare Abbildung eine Abbildung

a:VxVx..xV-=sW

mit der Eigenschaft, dass fiir jede Permutation o € ¥, gilt:
a(vy, ..., v) = sign(o)a(veay, - - -5 Vo(r))-

Wir nehmen im Folgenden an, dass die Charakteristik von K immer ungleich 2 ist.
Definition 1.1.12 Das k-fache &ulere Produkt eines K-Vektorraums V' ist ein Vektorraum
Ak (V), zusammen mit einer k-multilinearen alternierenden Abbildung A: V x ... xV — A*V,
so dass es fiir jede k-lineare alternierende Abbildung a: V¥ — W genau eine lineare Abbildung
bo: A¥V — W gibt, so dass das Diagramm



kommutiert.

Durch diese universelle Eigenschaft ist A*¥V bis auf eindeutige Isomorphie charakterisiert.
Die Existenz des #ufieren Produkts zeigt man, indem man den Vektorraum AV = V®* /L mit
L := span (vl ® ... Qv —sign(o)ve() @ ... @ Vory | 0 € L, v5 € V)

betrachtet.

1. Wir schreiben
A1, v8) = 01 At A ... A € APV
Wir werden gleich diesen Ausdruck noch einmal anders fiir den Fall von Linearformen
einfithren, also fiir A¥V*.

Da die Abbildung A: V¥ — A*V alternierend ist, gilt

vy AV AL A = SIgN(0) Vo) AL A Vo)

2. Eine alternierende k-Form auf einem endlich-dimensionalen Vektorraum V' kann als ein
Element (eines Unterraums) des K-Vektorraums (V®*)* angesehen werden. Diese kann
man natiirlich als Elemente in der Komponente (V ® ... @ V)* Z V*® ... ® V* der
Tensoralgebra T'V* des Dualraums auffassen.

Allerdings ist das Produkt zweier alternierender k-Formen in der Tensoralgebra nicht mehr
alternierend. Wir miissen daher fiir alternierende Formen ein anderes Produkt einfiithren.

Definition 1.1.13
Seien @1, ..., € V* Linearformen. Wir definieren das duflere Produkt oder Dachprodukt
©1 A ... Npp € A*V* durch

(1 Ao A i) (v, - ox) = det ((9e(v))1<0j<k)

Bemerkung 1.1.14.
Man zeigt leicht: Ist o1, ..., ¢, eine Basis von V*, so bilden die Elemente ¢;, A ... A pj, mit
1 <j; <...<jr <n eine Basis von AFV*.

Dazu betrachte eine zu (p;) duale Basis (e;); von V. Man zeigt dann, dass eine beliebige
alternierende Form w € A¥V* sich eindeutig schreiben lisst als

w= Z W(€iys Cigy v vy € )Pix N e N Qi

11 <i9<...<ip

Es folgt dimg AFV* = (Z) fiir 0 < k < n und dimg A*V* = 0 fiir k > n.

Satz 1.1.15.
Es gibt genau eine bilineare Abbildung (genannt dufleres Produkt oder Dachprodukt)

A AFVE ATV AR
(w,0) = wAo,

mit der Eigenschaft, dass

(QOl/\.../\QOk)/\(Qﬁl/\.../\@Z)g):(ng/\.../\gOk/\@Z)l/\.../\¢E)
fiir alle 1-Formen ¢;,v¢; € V*.



Definition 1.1.16

1. Wir definieren das duflere Produkt oder Dachprodukt alternierender Formen durch die
Abbildung aus Satz|1.1.15, Speziell setzt man fiira € K=AV*: a A\w=wAa=a-w.

2. Fiir einen endlich-dimensionalen Vektorraum V nennt man die direkte Summe
AV = @V ARy

die &uere Algebra von V.

Bemerkungen 1.1.17.
1. Die Dimension der duleren Algebra eines Vektorraums V' der Dimension dimg V' = n ist

. ~ (n n
dimg AV = Z (k’) = 2",
k=0
Insbesondere ist die duflere Algebra eines endlich-dimensionalen Vektorraums endlich-
dimensional.
2. Unmittelbar aus der Definition folgt, dass das Dachprodukt assoziativ ist,
(wl A (.Ug) /\UJ3 = W1 VAN (OJQ A (.Ug)

fiir alle w; € A¥ und alle Werte von ki, ko, k3 € N. Ferner ist das Dachprodukt alternie-
rend: Fiir w € A*V und o € AV gilt

who= (Do Aw. (3)

3. Die duflere Algebra von Hilbertrdumen tritt in natiirlicher Weise bei der Beschreibung
von fermionischen Vielteilchensystemen auf.

1.2 Differentialformen und der Stokessche Integralsatz
Wir folgen [E'3] §19-§21].

Betrachtung 1.2.1.
e Sei U C R” offen, f: U — R stetig differenzierbar. Bei der Einfithrung des Differentials
hatten wir df als Abbildung

U— (R")", pwdf(p) = df,

aufgefasst. Fiir jedes p € U ist R" der Tangentialraum 7,U der n-dimensionalen Unter-
mannigfaltigkeit U.

e Wir wollen im Folgenden die Tangentialrdume 7, U fiir verschiedene p auseinanderhalten.
Wenn wir die Vereinigung U,cpT,U bilden, so sei diese stets disjunkt:

| | U = U{p} x T,U.

pelU pelU

Man nennt den Dualraum 77U := (T,U)* auch den Kotangentialraum von U in p. Ebenso
betrachtet man wieder die disjunkte Vereinigung Upey7,;U.
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e Wir fassen jetzt das Differential df auf als Abbildung
U — UperT,U mit p — df (p) € T, U,

wobei die Linearform df (p) € T;U auf einem Tangentialvektor v € T,U den Wert

N

B Ox;
j=1 "

df (p)(v) - () - v;

hat.

e Speziell betrachten wir fiir die Koordinatenfunktionen x; jetzt die Differentiale dx;: U —
Upev T, U. Sei ey, ..., e, die kanonische Basis von R" = T,,U; es gilt

Also ist fiir jedes p die Menge dz;(p), . .., dx,(p) die zur kanonischen Basis e, ..., e, von
R" = T,U duale Basis von T;U = R", und es gilt

Im Sinne der folgenden Definition ist das totale Differential df von f eine Differentialform
erster Ordnung.

Definition 1.2.2
Sei U C R"™ offen. Unter einer Differentialform der Ordnung k oder kurz einer k-Form auf U
versteht man eine Abbildung

w: U — |_| AU mit w(p) € A*TU.

peU

Bemerkung 1.2.3.

Nach Bemerkung ist fiir jedes p € U durch dzj, (p) A ... Adzj (p), 1< <...<jr<n
eine Basis von A"‘T; U gegeben, und jede k-Form w auf einer offenen Menge U C R"™ lésst sich
also darstellen als

w(p) = Z f]'1~-~jk> (p)dle ARERA dxjk

1<ii<...<jg<n

mit eindeutig bestimmten Koeffizientenfunktionen f;, ;, : U — R.

Definition 1.2.4
Sei U C R" offen und

1<j1<...<jp<n

eine k-Form auf U.
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1. Die Differentialform w heift stetig differenzierbar (bzw. stetig, bzw. r-mal stetig differen-
zierbar), wenn alle (Z) Koeffizientenfunktionen fj, ; diese Eigenschaft haben.

2. Fiir eine stetig differenzierbare Differentialform w der Ordnung k definieren wir nun eine
(k + 1)-Form dw, die &uBere Ableitung der Differentialform w, durch

do= Y dfy. Ny, A Nda,

1<j1<...<jg<n

Natiirlich ldsst sich dw dann als Linearkombination der Basiselemente dx;, A ... A dz;,
ausdriicken: Man schreibt

n Ofi
dw ::Z Z #j]kdxj/\dle A...Ndxj,

J=11<1<..<Jk<n
und ordnet die Indizes so um, dass sie strikt monoton wachsend angeordnet sind.

Satz 1.2.5.
Sei U C R"™ eine offene Menge.

1. (Linearitat) Seien wy,ws stetig differenzierbare k-Formen auf U und A, p € R. Dann gilt

d(Awy + pws) = Adwy + pdws.

2. (Leibnizregel) Sei w eine stetig differenzierbare k-Form und 7 eine stetig differenzierbare
(-Form. Dann gilt
d(w An) = (dw) A+ (1) w A dn.

3. Fiir jede zweimal stetig differenzierbare k-Form w auf U gilt d(dw) = 0.

Dass d?> = 0 gilt, besagt, dass d ein Randoperator ist, mit dessen Hilfe man Kohomolo-
giegruppen definieren kann — in unserem Fall deRham Kohomologie. Wer mehr dazu erfahren
mochte, ist auf [MT] verwiesen.

Beweis.
1. Die erste Behauptung ist eine Folge der Differentiationsregeln.

2. Die zweite Behauptung folgt aus der Produktregel fiir die Koeffizientenfunktionen und
der graduierten Symmetrie aus Bemerkung |1.1.171: Fiir

W= Z frdry  und 9= Zgjde
[1|=k |J|=¢
gilt
dwAn) = > ,(gsdfr + frdgs) Adzp A dzy

= (Crdfi Adrr) ANy gaday) + (=D, fr Adar) A (32, dgs A day)
= dwAn+ (—1)*w Adn.

3. Die dritte Behauptung folgt aus der Symmetrie der Hesseschen Matrix:

d*w = Z ax-afmdxi Ndx; Ndxj N... Ndxj, = 0.
hy=1"""""
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Wir fithren weitere Notation ein:

Definition 1.2.6
Sei U C R" eine offene Teilmenge, wobei R™ mit der Standard-Orientierung versehen ist.

1. Das vektorielle Linienelement ist das n-Tupel von 1-Formen ds8 := (dxy, . ..,dx,)T aufU.

2. Das vektorielle (Hyper-)Flichenelement ist das n-Tupel von (n — 1)-Formen, dS :=
(dSy,...,dS,)T auf U mit

auslassen

ie1 ~ =~
dS; = (=1)"dxy AN dx; AL ANdxg,.

Beispiel 1.2.7.
Wir betrachten Differentialformen auf dem R™ mit der Standard-Orientierung. Sei U C R"
offen. Wir betrachten Differentialformen verschiedener Ordnung und ihre d&ufleren Ableitungen.

1. Eine stetig differenzierbare 0-Form auf U ist eine stetig differenzierbare Funktion f: U —
R. Thr Differential df = 0, fdxz' + ...0, fdx™ = (grad f,d5) ist eine 1-Form.

2. Betrachte das Volumenelement dV := dxy Adxs A ... ANdx,. Jede stetig differenzierbare n-
Form auf U ist von der Form ¢ dV' mit einer stetig differenzierbaren Koeffizientenfunktion
c¢: U — R, und hat &uflere Ableitung 0.

3. Sei ¢ eine stetig differenzierbare (n — 1)-Form. Schreiben wir mit einem Vektorfeld b und
dem vektoriellen Hyperflachenelement d.S,

7@ == <b, d§> = bldl'g N... /\dCL’n —bgdl’l /\dCL’g AN /\dlL’n—f— .t (—1)n_1bnd$1 N.. ./\dl‘n_l,
so ist die duflere Ableitung die n-Form

Konkret fiir n = 3 sieht dies so aus: Die 2-Form
W = (b,dS) = bydxy A dg + bydas A dy + byday A day
hat die duflere Ableitung

dw = (8161 + 82[?2 + 83b3)dx1 VAN deQ A\ dl'g = (le b) -dV.

4. Sei ¢ eine stetig differenzierbare 1-Form auf dem R3. Wir schreiben dann die 1-Form mit
einem Vektorfeld a in der Form ¢ = (a,ds), und rechnen nach, dass gilt:

d(p = (81a2 — 82a1)dx1 A dxg -+ (81&3 — 83a1)d:c1 N d.133 + (82@3 — 83@2)d372 A dl‘g

-

(rota,dsS)

mit dem vektoriellen Flichenelement dS = (dwy A dxs, —dxy A dzs,dxy A dxs)?.

12



Wir haben so die Differentialoperatoren Rotation, Divergenz und Gradient durch Differen-
tialformen verstanden.

Definition 1.2.8
Sei U C R"” offen.

1. Eine stetig differenzierbare k-Form w auf U heifit geschlossen, falls dw = 0 gilt.

2. Fiir k > 1 heifit eine stetige k-Form w auf U exakt, falls es eine stetig differenzierbare
(k — 1)-Form n auf U gibt, so dass w = dn gilt.

Lemma 1.2.9.
Sei U C R" offen. Jede auf U stetig differenzierbare exakte k-Form ist geschlossen.

Beweis.
Zu einer exakten k-Form w finden wir nach Definition eine (k — 1)-Form 7 mit w = dn.
Dann gilt wegen Satz [1.2.53

dw = d*n = 0.

O

Eine Teilmenge U C R™ heiflt sternformig, wenn es einen Punkt xq € U gibt, so dass fiir
jeden Punkt x € U die Verbindungsstrecke Tox ganz in U liegt.

Theorem 1.2.10. [Lemma von Poincaré.|
Ist eine offene Teilmenge U C R" sternformig, so ist jede geschlossene k-Form auf U mit k > 1
auch exakt.

Beweis.
Ohne Beschriankung der Allgemeinheit sei zg = 0. Es reicht aus, k-Formen der Form

w= f(z) dz;, N... Ndx;,

auf U zu betrachten. Hierzu definieren wir die (k — 1)-Form

k 1
I(w) = Z:(—l)o‘_1 {/0 tk_lf(tx)dt] i dry, Ao o Ndx, AN dx,,

a=1

wobei die 1-Form dz;, ausgelassen wird. Das Integral ist definiert, weil tx € U liegt, da U
sternformig ist. Dann gilt
(%) w= dlw+ ldw.

Fiir eine geschlossen Form w folgt hieraus sofort w = dlw, so dass w exakt ist.
Die Gleichung (x) folgt durch direkte Rechnung: Es gilt

Al = b (1) Vi d [ fy 5 f)dt] oy A A drg AN da,

a=1
+3F (=1)e! [f(f tk_lf(tx)dt} da;, Adrg, A Adzg, A ... A d,
= (=)o d | [ f(m)dt} Ndzi A ..dzy. A... Adzg,

+k [fol L f () dt | dag, A A day,

13



Wir schreiben das Integral im zweiten Summanden um:
k[t f(to)dt =t f(ta)|y — [y 5 h, Opf(ta)asdt
= flz) — [y "S5, Osf (tw)zpdt

und rechnen die Ableitung des Integrals im ersten Summanden aus:

n

d {/Oltk_lf(ta:)dt} => [/Oltkaﬁf(m)dt} dzg.

B=1

Damit finden wir insgesamt fiir den ersten Summanden in (*):

dlw = SF_ S0 (—1)e [ ko, f(tx)dt} zi des Adzg, A ... Adzi, A .. d,
+f(x)dzy N .. Ndxy, — [fol "y 85f(t23)$5dt] dziy A ... Ndx,.

Wir berechnen auch explizit den zweiten Summanden in (x): wir finden

dw = Z@Bf(x)dxf; ANdzi, N. .. N\dzg,
B=1

und somit
ldw = 375, [fol dt - tk(?ﬁf(tx)} zg Ndxy, N ... Ad;,
+ 2 b ZZZI(—l)O‘ [fol dt - tkﬁﬁf(tx)} xi, daeg Ndx;, Ao A da:/z\a Ao ANdxg,

Der Vergleich liefert nun (). O

Bemerkung 1.2.11.
Aus dem Poincaréschen Lemma, zusammen mit den Beispielen [1.2.7], folgt fiir jede sternformige
offene Menge U C R3:

1. Ist a: U — R? ein stetig differenzierbares Vektorfeld mit rota = 0, so existiert eine stetig
differenzierbare Funktion f: U — R mit a = grad f.

Denn fiihrt man wie in Beispiel [[.2.7}4 eine 1-Form ¢ := (a, ds) ein; dann ist
dp L2103 (rota, d§> = 0.

Nach dem Poincaréschen Lemma gibt es eine Funktion f: U — R mit
o = df " (grad f,d3)

also a = grad f.
In der Elektrostatik gilt fiir das elektrische Feld rotE' = 0. Daher gibt es eine skalare
Funktion V| das elektrische Potential, mit —grad V = F.

2. Ist b: U — R3 ein stetig differenzierbares Vektorfeld mit divb = 0, so existiert ein stetig
differenzierbares Vektorfeld a: U — R? mit b = rota.

Zum Beweis fiithren wir wie in Beispiel [1.2.7.3 eine 2-Form 1 := (b, ds ) ein; dann ist nach
1.2.7/.3 die duflere Ableitung diyp = divbdV = 0. Nach dem Poincaréschen Lemma [1.2.10

14



gibt es eine 1-Form ¢ mit 1) = dp. Schreiben wir ¢ = (a,ds) mit einem Vektorfeld a, so
folgt
(rota, dS) T2 dyp = v = (b, dS)

und somit b = rota.

Fiir das magnetische Feld gilt div B = 0; also existiert ein Vektorfeld A, das Vektorpo-
tential, so dass B = rotA.

Definition 1.2.12
Seien U C R™ und V' C R™ offen, sei

1<ii<...<jk<n

eine k-Form auf U und p: V — U eine stetig differenzierbare Abbildung. Dann ist

1<1<...<jk<n
eine k-Form auf V| der Riicktransport oder Pullback p*w.

Wir halten ohne Beweis die wichtigsten Eigenschaften des Riicktransports fest:

Satz 1.2.13.
1. Der Riicktransport * ist linear: fiir A;, Ao € R und wy, ws k-Formen gilt

@ (Mwr + Aowa) = A" (wr) + Aa™(w2).
2. Der Riicktransport ist vertriaglich mit dem Dachprodukt,
@' (wAn) =" (w) Ap*(n).

3. Der Riicktransport ist vertriaglich mit der &uleren Ableitung: Ist ¢ zweimal stetig diffe-
renzierbar und w eine stetig differenzierbare k-Form, so gilt

d(p*w) = " (dw).
4. Ist weiterhin W C RP offen, v»: W — V stetig differenzierbar, so ist
(o) w="(pw).
Wir brauchen explizitere Formeln fiir den Riicktransport.

Beispiel 1.2.14.
Seien V' C R™und U C R" offene Teilmengen, ¢: V' — U eine stetig differenzierbare Abbildung.
Die Differentiale der Koeffizientenfunktionen ¢;: V' — R liefern 1-Formen

do; =S 22t
2 atj J

j=1
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1. Fiir den Riicktransport einer 1-Form w = )" | fidz; auf U finden wir deshalb

oSt (S

=1 _]:1 =1

2. Sei k = m, so dass die zuriickgezogene Form hochstmoglichen Grad hat. Da Differential-
formen alternierend sind, folgt

a(%l . S%)
O(tr, - tx)

Es folgt fiir den Riicktransport einer m-Form auf R™ zu einer m-Form auf R™:

w= Z firigdry Ao N dxg,

11<t2...<ij

Y w= ( Z (fu...zk O(P) det 3(t1,...,tk) dtl /\.../\dtk.

i1 <ig...<ig

3. Insbesondere gilt im Fall m = k = n fiir w = fdxy A ... Adz,
©'w = fop(detdp)dt; A...Adt,. (4)

Formen hochstmoglichen Grades transformieren sich also mit der Determinante.

Definition 1.2.15
Sei U C R" offen. Eine n-Form
w= fdx; N... Ndx,

auf U heifit iiber A C U integrierbar, wenn die Koeffizientenfunktion f iiber A im iiblichen
Lebesgueschen Sinne integrierbar ist. Dann setzt man

/Aw::/Af(x)da:

Insbesondere existiert fiir jede stetige n-Form das Integral iiber jedes Kompaktum A C R™.

Definition 1.2.16

Seien U,V C R" offen und ¢: U — V ein Diffeomorphismus. Gilt fiir alle x € U, dass
det((dy)z) > 0, bzw. dass det((dy),) < 0, so heiBit der Diffeomorphismus ¢ orientierungs-
erhaltend, bzw. orientierungsumkehrend.

Satz 1.2.17.
Seien U,V C R" offen und ¢: U — V ein Diffeomorphismus. Sei U zusammenhingend; dann
ist ( entweder orientierungserhaltend oder orientierungsumkehrend. Sei

w= fdxy N... Ndx,

eine stetige n-Form auf V. Ist ¢ orientierungserhaltend, so gilt

/ w = /(p*w;
©(A) A

ist  orientierungsumkehrend, so gilt

/ w = —/gp*w.
©(A) A
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Beweis.
Das folgt sofort aus dem Transformationsverhalten (4] von Differentialformen in Beispiel [1.2.14
und dem Transformationssatz fiir Integrale. O

Definition 1.2.18
Sei M eine k-dimensionale Untermannigtfaltigkeit des R".

1. Unter einem Atlas 2 fiir M versteht man eine Menge {¢;: T; — V; : j € J} von Karten
von M, deren Bilder M iiberdecken, also Uj V; =M.

2. Lasst sich fiir M ein Atlas 2 finden, so dass fiir je zwei sich schneidende Karten aus 2l der
zugehorige Kartenwechsel-Diffeomorphismus 7 orientierungserhaltend ist, so nennt man
die Untermannigfaltigkeit M orientierbar. (Orientierbarkeit ist eine Eigenschalft.)

3. Ist M versehen mit einem solchen Atlas, so nennen wir (M,2l) eine durch den Atlas
orientierte k-dimensionale Untermannigfaltigkeit. (Die Wahl einer Orientierung ist eine
Struktur.)

4. Alle weiteren Karten von M, die wir einem Atlas 2, der eine Orientierung definiert,
hinzufiigen kénnen, so dass der Atlas immer noch eine Orientierung definiert, nennen wir
positiv orientiert; alle anderen Karten negativ orientiert.

Man kann eine Orientierung einer Untermannigfaltigkeit M als Aquivalenzklasse von At-
lanten verstehen. Wenn M zusammenhingend ist, so gilt: Entweder ist M nicht orientierbar,
oder es existieren genau zwei Orientierungen: Zu jeder Orientierung 2 gibt es auch noch die
entgegengesetzte Orientierung —%2A.

Definition 1.2.19
Sei U C R™ offen, w eine stetige k-Form auf U. Sei (M, 2l) eine orientierte k-dimensionale Unter-
mannigfaltigkeit des R™ mit M C U. Sei A eine kompakte Teilmenge der Untermannigfaltigkeit
M.

Es soll das Integral von der k-Form w iiber (M,2l) erklirt werden. Man beachte, dass der
Grad der Form gleich der Dimension der Untermannigfaltigkeit ist.

e In dem Fall, in dem es eine einzige Karte p: T —V C M gibt mit A C V, setzt man

/ W= / Y w.
(A2) e 1(A)

Aus Satz folgt, dass dies unabhéngig von der gewéhlten Karte ¢ ist.
e FEs gebe nun endlich viele beziiglich 2 positiv orientierte Karten

o Ty ——=V,CM,{=1,...,m, mit
AclJve
¢

mit einer der Uberdeckung (V)¢ untergeordneten lokal-integrierbaren stetigen Teilung der
FEins
a;: UVg—HRfiirj:l,...,m.
¢

17



Wir setzen
A; == AN supp(ay) C Vj.

und nennen die k-Form w integrierbar iiber A, falls w iiber alle A; im Sinne der vorge-
henden Betrachtung integrierbar ist. Dann setzen wir

e / (a5 00;) - (¢5w).
/mt) Z 7(4y) ’

J=1

Man zeigt (wie bei der Definition des Integrals iiber Untermannigfaltigkeiten), dass diese
Definition der Integrierbarkeit und des Integrals unabhéingig von der Wahl der Karten
und der Teilung der Eins ist.

Definition 1.2.20
1. Sei (M,d) eine durch den Atlas 2 orientierte k-dimensionale Untermannigfaltigkeit des
R™ und ¢ eine beziiglich 2 positiv orientierte Karte. Man nennt fiir einen Punkt p € M
die Basis ((O1¢)(p), ..., (Orp)(p)) des Tangentialraums T,M und alle gleich-orientierten
Basen des Vektorraums T,M (beziiglich 2() positiv orientiert.

2. Ist n > 2 und M spezieller eine Hyperfliche im R™ mit der Standard-Orientierung, so ist
ein beziiglich 2 positiv orientiertes Einheits-Normalenfeld auf M ein stetiges Vektorfeld
v auf M, so dass fiir jedes p € M der Vektor v(p) ein Einheits-Normalenvektor auf M ist,
und so dass gilt: Ist (v, ...,v,—1) eine beziiglich 2 positiv orientierte Basis von T, M, so
ist (v(p),v1,...,v,_1) eine beziiglich der Standardorientierung des R™ positiv orientierte
Basis von R™.

Fiir den Beweis der folgenden Aussagen verweisen wir auf [F3] §20].

Bemerkungen 1.2.21.
1. Wenn eine Hyperfliche M C R" eine Orientierung 20 besitzt, so existiert ein positiv
orientiertes Einheits-Normalenfeld.

2. Eine Orientierung einer Hyperfliche lasst sich umgekehrt durch ein Einheits-Normalenfeld
v charakterisieren.

3. Fiir ein Kompaktum A C R"™ mit glattem Rand 0A sprechen wir von der kanoni-
schen Orientierung des Randes A, wenn die Orientierung durch das dufere Normalen-
Einheitsvektorfeld gegeben ist.

Wir erinnern an das vektorielle (Hyper-)Flichenelement aus Definition (1.2.6f Dies ist ein
n-Tupel von (n — 1)-Formen, dS := (dS),...,dS,)’. Somit ist fiir ein stetiges Vektorfeld f =

=

(fi,.-.y fu): U — R™ der Ausdruck (f,dS) eine stetige (n — 1)-Form auf U.

Wir wollen die Integration von Differentialformen und von Funktionen in Beziehung setzen.

Satz 1.2.22.

Sei U offen im R™ und M C U eine Hyperfliche im R", die durch ein Einheits-Normalenfeld
v: M — R™ orientiert sei. Sei f = (f1,..., fn): U — R" ein stetiges Vektorfeld auf U. Dann
gilt fiir jede kompakte Teilmenge K C M

[ (8.5 = [ (@) v@)asta)
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Symbolisch wird die Aussage auch in der Form dS = vdS geschrieben. Man beachte, dass
auf der linken Seite eine (n — 1)-Form und auf der rechten Seite eine reellwertige Funktion
integriert werden.

Beweis.
Wir betrachten nur den Spezialfall einer parametrisierten Fliche im R3: Es sei U offen im R?
und M C U eine Fliche im R3, die mit nur einer Karte p: T' = M beschrieben wird, wobei T

offen im R? ist.
Es sei f = (fi1, fo, f3): U — R3 ein stetiges Vektorfeld und K C M kompakt. Wir wollen
zeigen:

[ 1.8 = [ () v@)asta).
K K
Fiir t € T ist der Einheitsnormalenvektor im Punkt ¢(¢) € M gegeben durch das Vektorprodukt
dp X Do
v(p(t) = L2
)= oo x dag]

Wir rechnen dann
fK<f’ d§> = / fldxg N dil?g — / deSEl VAN d.Tg + / f3d.’131 AN d.CEQ
K K K

= / (p" fidpa A dps — @* fadpr A des + ¢* fsdpr A dps)
p1(K)

_ / o Opy Ops  Ops Ops
P R N T T T

Lot f 6903_3%01_3903_3901
Y2\ 5e ot,  ot, ot

.. (Op1 Ops  Op1 Ops
+ ¢ f3<at1 2, o oL dty A diy

B ., Op 0
= [pl(K) <gp f, atl X 0t2> dtl A dtz.

Wir haben dabei erst die Definition des vektoriellen Flichenelements d.S eingesetzt, dann die
Definition des Integrals und die Definition des Riicktransports und dann die Ket-
tenregel, gefolgt von der Definition des Kreuzprodukts.

Unser Zwischenergebnis ist das in Definition definierte Integral einer 2-Form iiber
die Teilmenge ¢~ '(K) C R% Dieses Integral ist:

/ (f,dS) = / (p* F (1), 010 x Dop)dtydty
K e~ H(K)

= /1(;ﬂwwxw¢@»uawx@wmmwz
o 45(x)

=lLU@xw@mam.

Definition 1.2.23
1. Sei H;, C R¥ der Halbraum

{(21,...,2) € R* | 2, < 0}.
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Wir versehen den Rand OH;, mit der durch das duflere Normalen-Einheitsvektorfeld v mit
v(z) = ey fiir v € OHy gegebenen Orientierung.

. Sei M eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit des R™ und A C M. Ein Punkt p € M
heifit Randpunkt der Teilmenge A relativ zur Untermannigfaltigkeit M, falls in jeder
Umgebung von p sowohl Elemente von A als auch von M\ A liegen. Die Menge aller dieser
Randpunkte bezeichnen wir mit Oy A. Dies ist eine Teilmenge der Untermannigfaltigkeit
M.

. Wir sagen, ein Kompaktum A C M habe glatten Rand 0y, A, wenn gilt: Es existiert fiir
jedes p € Oy A eine Karte p: T =V von M mit p € V, so dass o(H,NT) = ANV und
e(0H, NT) = 0y ANV gilt. Eine solche Karte von M nennen wir randadaptiert.

Man zeigt:

Betrachtung 1.2.24.
1. Ist M eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit des R™ und A C M kompakt mit glattem

Rand, so ist 0y A eine kompakte (k — 1)-dimensionale Untermannigfaltigkeit des R™.

. Ist die Untermannigfaltigkeit M zusétzlich orientiert, so erhélt man eine induzierte Orien-
tierung auf dem Rand 0y;A: Man wéhle nur randadaptierte Karten, die positiv orientiert
sind, und schrianke diese auf den Rand 0y, A ein.

. Im Fall £k = n, M C R" offen, A wie in 2, ist die auf dyyA durch die kanonische
Orientierung von M induzierte Orientierung diejenige, die durch das &uflere Normalen-
Einheitsvektorfeld gegeben ist.

Der folgende Satz ist schon ein Spezialfall des Satzes von Stokes:

Lemma 1.2.25.
Sei w eine stetig differenzierbare (k — 1)-Form im R* mit &£ > 2, mit kompaktem Triger. Dann

Jute= L
Hy, O0Hy,

Beweis.

e Wir schreiben die (k — 1)-Form w als

VW fday A ANdxj A A day

J=1

mit C'-Funktionen fi,..., fi. In der von der randadaptierten Karte induzierten Karte
B: R¥1 — 0H, des Randes mit (t1,...,tx_1) > (0,t1,...,tx_1) gilt

B*W = f1(0,t1, e ,tk_l)dtl FANRAY dtk_l;

also folgt fiir das Randintegral

/ W = fl(o, ti1,... ,tkfl)dkflt.
OH,, Rk—1
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e Wir berechnen das Integral der k-Form
dw = %dxlA...Adxk

iiber den Halbraum Hj; = R_ x R*"!. Fiir jedes feste (zs,...,2) € R¥! folgt, da die
Komponentenfunktion f; kompakten Trager hat

0
0
/—oo 3_2(37171‘27 QR 7xk)dx1 = f1(07$27 e ’xk)'

Es folgt durch weitere Integration:

0
a—fl(xl,xg, cooyxp)dey .o dag = f1(0, 29, ..., xp)dxs . . . day.
H, 971 Rk-1

Fir 2 <j <k gilt

o [ ([500n) 5
— (1, 2o, ...,xp)dx ... dop = £ —dx; |dz;...dz; ... dzg.
/H;c 31‘;‘( b dm ’ R_xpr-2 \Jr 0; 1 ! '

Fiir festes (z1,...,%j-1,%+1,...,2;) hat die Funktion z; — f;(z1,...,z;) kompakten
Tréger. Also verschwindet das Integral in der Klammer. Insgesamt ergibt sich

/ dw = fl(O,xg,...,xk)d@...dmk:/ w.
Hk Rk—1 aHk

Wir kénnen nun den Stokesschen Integralsatz in seiner vollstdndigen Form formulieren:

Theorem 1.2.26 (Stokesscher Integralsatz im R™).

Sei U offen im R™. Sei M C U eine orientierte k-dimensionale Untermannigfaltigkeit (mit
k > 2) und w eine stetig differenzierbare (k — 1)-Form in U. Dann gilt fiir jedes Kompaktum
A C M mit glattem Rand 0y;A, wobei wir dy;A mit der von M induzierten Orientierung

versehen:
/ dw = / w.
A oA

Der Stokessche Integralsatz gilt auch fiir abstrakte Mannigfaltigkeiten.

Beweis.
e Wie im Beweis des Gauflschen Integralsatzes fithren wir zu einem randadaptierten Atlas
ein feine beliebig oft differenzierbare Teilung der Eins «, . ein und zerlegen die (k—1)-Form

w:
w = E QW
P

Es geniigt wieder, den Stokesschen Integralsatz fiir die einzelnen Summanden zu beweisen.

e Wir nehmen daher an, dass M Nsupp(w) kompakt und ganz in einer Karte p: Q@ -V C M
aus dem randadaptierten Atlas enthalten ist. Die Differentialform ¢*w auf Q C R* kann
daher durch Null zu einer auf ganz R” stetig differenzierbaren Differentialform @ mit
kompaktem Tréger fortgesetzt werden. Es gilt

(%) /dw d:ef/ 0" (dw) I:|:Z|::313/ d(p*w:/ do.
A HpNQ H;NQ Hy,
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e Betrachte die Einbettung

B: RFT — RF
(ug,...,up—1) +— (0 ug,...,up_1)
und
Qo := BHOH,NQ) C RFL,
Dann ist

Vi=pof:Qy— Vy:=0ANV

eine Karte des Randes 0,7 A. Dann ist

() / o Vr'w = Brptw = g*o = / w.
61\/[.4 Qo Q() Rk—1 8Hk
Die Gleichheit von () und (**) und somit die Behauptung folgt nun aus Lemma [1.2.25]

O

Korollar 1.2.27.
Sei U C R" offen und w eine stetig differenzierbare (k — 1)-Form auf U. Dann gilt fiir jede
orientierte, kompakte k-dimensionale Untermannigfaltigkeit M C U

/ dw = 0.
M
Bewelis.

Da M kompakt ist, wiahle im Stokesschen Satz [1.2.26| A = M. Da die Mannigfaltigkeit M
keinen Rand hat, ist OM = (). O

Wir leiten aus dem Stokesschen Satz [1.2.26] zwei klassische Integralsétze ab.

Bemerkungen 1.2.28.
1. Sei U C R? offen. Betrachte eine parametrisierte Fliche M C U im R®. Ferner sei ein

differenzierbares Vektorfeld F': U — R?® gegeben, das mit dem vektoriellen Linienelement
ds aus Definition eine 1-Form w := (F, ds) liefert.

Sei A C M ein Kompaktum in der Fliache M mit glattem Randweg ¢: [a,b] — M, der
positiv umlaufend sein soll. Dann erhalten wir mit dw = (rotF, dS) aus Beispiel .4

Ja(rotF(z), v(z))dS(z) /A<rotF,d§> :/dw

A

/ w= / (F,d3)
oA oM A

_ /[ (P, )

Dies ist der klassische Satz von Stokes.

2. Der klassische Satz von GauB ist der Spezialfall k = n des Satzes von Stokes [I.2.26] Mit
der (n —1)-Form w = (F,dS) ist hierbei wie in Beispiel |1 3

dw = (dlvF)-dxl/\...Adxn.

[, divFd"e = / / / (F,dS)
8MA oM A

e / (F,v)dS(z
0A

Wir finden
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