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Diese Notizen orientieren sich an dem Skript, das Sven-Ake Wegner im Wintersemester 2021/22 ange-
fertigt hat; andere Teile stammen aus BRs Skript zur Linearen Algebra.






KAPITEL 1

Determinanten

I.1. Wiederholung zur Linearen Algebra

Wiederholung I.1.1. Diese Kurzzusammenstellung umfasst natiirlich nicht alle Details, die in der Mathe-
matik 2 behandelt wurden. Die Wiederholungsteile werden in der Vorlesung nicht besprochen.

Vektorraume.

e Ein Vektorraum iiber einem Korper K (z.B. R,C,Fy,...) ist nach Definition eine Menge V mit
Operationen +: V xV =V, -: K x V — V die gewisse Spielregeln erfiillen. Beispiele: K™, K[X],
Abb([a,b], K) usw.

e Ein Untervektorraum U C V ist nach Definition eine Teilmenge, die mit induzierten Operationen
selbst wieder ein Vektorraum ist. Dies ist genau dann der Fall, wenn der Nullvektor von V in U
liegt und U unter Vektoraddition und Skalarmultiplikation abgeschlossen ist. Beispiel: Es sei X C V
eine beliebige Teilmenge, dann ist

SpanKX:{Z)\ixiP\ie.K mieX,neN}
i=1

ein Untervektorraum von V.
e Ein K-Vektorraum V wird erzeugt von vy,...,v, € V, falls V.= Spany{v1,...,v,} gilt.

e Die Vektoren v1,...,v, € V sind linear unabhdngig, wenn fiir \; € K aus \jv1 + -+ Ayv, =0
folgt, dass \; = --- = A, = 0 gilt.

e B=(b1,...,b,) ist eine Basis von V, wenn V von den by, ..., b, erzeugt wird und die by,...,b,
linear unabhéingig sind. Aquivalent dazu ist, dass die by, ...,b, maximal linear unabhingig bzw.

minimal erzeugend sind.

e Ist B eine Basis, so hat jedes x € V eine eindeutige Darstellung = = Z Bib;.
i=1
e Ist B=(by,...,by) eine Basis, so ist n = dim V' unabhéngig von der gewiihlten Basis. Beachten Sie
aber, dass es unendlich-dimensionale Vektorrdume gibt, z.B. K[X].

Matrizen.

ari ai,n
o A= ( > mit a;; € K ist eine m x n-Matrix.
Am1 * Gmn

e Wir bezeichnen die Menge aller m x n-Matrizen mit M (m X n, K). Diese bildet unter der ein-
tragsweisen definierten Addition und Streckung mit Skalaren aus K wieder einen Vektorraum.
Auferdem kénnen wir Matrizen bei geeignetem Format auch multiplizieren. Die Multiplikation ist
nicht kommutativ und Inversen existieren nicht fiir alle Matrizen A. Andere Operationen, die wir
schon kennen, sind das Transponieren A und wir kénnen eintragsweise komplex konjugieren und
A bilden, falls K = C ist.

Lineare Abbildungen.

e Eine Abbildung ¢: V — W ist K-linear, wenn o(u+ v) = ¢(u) + ¢(v) und p(Au) = Ap(u) gilt fir
alle u,v € V und A € K. Beispiele hierzu sind:
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(1) Eine Matrix A € M(m x n, K) induziert eine lineare Abbildung K™ — K™ durch Matrix-
Vektor-Multiplikation, d.h.

T a1l -t QAln T
()=o) ()
Tn Am1l *** Amn Tn
(2) Eine Basis B = (vy,...,v,) von V induziert eine lineare Bijektion
n 51
V= K Zﬁivi:xH%:: :
= B
d.h. jeder endlich-dimensionale K-Vektorraum ‘sieht aus wie K™’ mit n € N, und in der
Tat sieht auch jede lineare Abbildung aus wie Matrix-Vektor-Multiplikation, wie der folgende
Hauptsatz besagt.
e Hauptsatz: Es sei ¢: V. — W K-linear, B = (v1,...,v,) eine Basis von V, C = (wy,...,w,,) eine
Basis von W. Dann haben wir

wobei M¢g(p) = [90(111)6 @(Un)c]~
Determinanten.

e Die kleinsten nicht-trivialen Beispiele sind Determinanten von 2 x 2- bzw. 3 x 3-Matrizen.

det (‘; 3) =ad — bc und det (gi }l% ;:“) = aei + dhc+ gbf — ceg — fha — ibd,
wobei die zweite Regel unter dem Namen Sarrus-Regel bekannt ist. Eine wichtige Anwendung ist
der Satz, dass eine Matrix A genau dann invertierbar ist, wenn det A # 0 gilt. Wenn letzteres gilt,
kann die inverse Matrix A~! mithilfe der Adjunkten berechnet werden. In dieser kommen auch
wieder Determinanten vor.
e In der Mathematik 2 haben Sie die sogenannte Leibniz-Formel kennengelernt, mit der Determinan-
ten fiir beliebige quadratische Marizen berechnet werden kénnen, namlich

ail - Aln n
det [ : : = E signm H @i n(s)
Am1 *** Amn TED, =1

wobei X, die Menge aller Bijektionen von {1,...,n} in sich ist, und signm das Vorzeichnen der
Permutation 7 bezeichnet. In der Mathematik 2 war dies eine Definition und es wurden dann
Eigenschaften der Determinante aus dieser Formel abgeleitet.

Im Folgenden diskutieren wir eine geometrische Anwendung von Determinanten und erkléren, warum
man die Determinante zwangslédufig so definieren muss, wir wir das getan haben.

1.2. Das Vektorprodukt des R?
Definition I.2.1. Die Abbildung

R3 xR3 - R3
T1 1 T2Y3 — T3Y2
T2 |, | Y2 = (z,y) »xxy=|z3y1 — T1Y3
T3 Y3 T1Y2 — T2Y1

heift das Vektorprodukt oder das Kreuzprodukt auf dem R3.
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Beispiele 1.2.2. Die Vektorprodukte der Standardbasisvektoren sind einfach zu berechnen:

1 0 0
e1Xxeas=|0] x|1] =10
0 0 1

und
ey X e3 =e€1, €3 Xe =eq.

Aber Sie erhalten auch:
ey X €1 = —e3, €3 X ey = —eq, 61X€3:—€2und€1X€1:€2X€2:63X€3:O.

Zusammen mit dem Skalarprodukt im R3, welches gegeben ist durch

Z1 Y1
(=) R*xR® 5 R, < zo |, [ v2 >=x1y1+mzy2+m3y3
T3 Y3

erhalten wir folgende Rechenregeln:

Lemma 1.2.3. Fiir alle u,z,y, 2",y € R® und \,u € R gilt:
(1) Das Vektorprodukt ist bilinear:

Az + pa’) x y = Mz x y) + p(@’ x y),
X Ay +py') = Ma x y) + p(@ x y').
(2) Das Vektorprodukt ist antisymmetrisch:
TXY=—y Xz
(3) Es gilt die Graffmann-Identitit:
ux (zxy)={uy) x— (ux)-y.
(4) Es gilt die Jacobi-Identitdt:
ux (xxy)+ax(yxu) +yx(uxz)=0.
(5) (uxz,y) = (u,x X y).
BewEIs. (1), (2) und (5) beweisen wir hier nicht, (3) ist eine Ubungsaufgabe. Wir leiten (4) aus (3) her:
ux(@xy)+ax(yxu) +yx(uxz)
=(uy) - w = (u,z) -y + (T,u) -y = (T,9) v+ (y,2) - u— (y,u) - @

=((u,y) — (y,w)) -z + ((z,u) = (w,2)) -y + ({y, ) — (z,9)) " u
=0.

|
Bemerkung 1.2.4. Die Grafsmann-Identitdt ist in der Physik auch als bac-cab-Regel bekannt, weil die

rechte Seite sich so liest, wenn man die Vektoren @, 5,5 nennt und die Skalare von rechts an die Vektoren
heranmultipliziert:

@x (bx @) =blad —ala,b).
Wir setzen im Folgenden ||z||? = (z, z).
Satz 1.2.5. Fiir alle x,y € R? gilt:
[l - [yl = 1]z > ylI* + (z,)*.
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BEWEIS. Nach Definition ist ||z xy||? = (2 xy, 2 xy) und mit Lemma (5) kénnen wir dies umformen:

(x xy,zxy) = (2,y x (. Xy)).
Mit der Gralmann-Identitat erhalten wir daraus
(z,y x (x xy) = (z,(y,y) -z — (y,2) - y)
= (y,y){z,z) — (y,z)(z,y)

= [lyll*[l[|* = (y, z)*.

Aus obigem Satz erhalten wir als wichtige Folgerung;:
Korollar 1.2.6. Fiir alle z,y € R? gilt insbesondere die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung:
[z, p)| < ] - [lyl]-
Bemerkung 1.2.7. Die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung stellt sicher, dass fiir z,y € R3\ {0} gilt

@y | @l
IR

Wir wissen also, dass % Werte im Intervall [-1,1] := {t € R,—1 < t < 1} annimmt. Die Kosinusabbil-
dung
cos: [0,7] = [-1,1]
ist bijektiv und arccos bezeichne die Umkehrabbildung
arccos: [—1,1] — [0, ],

die also einem t € [—1, 1] einen Winkel in [0, 7] zuordnet.

Definition 1.2.8. Fiir z,y € R3\ {0} heifit
AL(x,y) := arccos <<x7y>>

1EHEETT

der Innenwinkel von x und y.

Beispiele 1.2.9.

e Ist y = —x, so erhalten wir
(z,y) = —(z, )
und
<l‘, y> — <.’L‘, Z‘>
£(x,y) = arccos ( = = arccos(—1) = .
[[Il]yll ||| If]]]

e Ist z =y, so gilt
L(x,y) = L(z,z) = arccos(1) = 0.
o Ist (z,y) = 0 fiir x # 0 # y, so ist arccos(0) = & entsprechend 90 Grad. Also stehen x und y
senkrecht aufeinander. Wir sagen auch, dass x und y orthogonal zueinander sind. Zum Beispiel ist

I —x2
x = | x2 | immer orthogonal zu y = |
0 0
Yy
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Bemerkung 1.2.10. Wegen der Antisymmetrie gilt fiir alle € R?, dass
TXT=—-IXzT
und damit muss  x x = 0 sein. Damit gilt aber ebenfalls
(r,xxy) =(xrxz,y)=0.

Dies bedeutet, dass  x y immer senkrecht auf « steht. Genauso zeigen Sie, dass = X y senkrecht auf y steht.
Wir benutzen die Notation z | y wenn z senkrecht auf y steht:

zl(zxy)Lly.
Welche Linge hat z x y? Wir erhalten mit Satz[[.2.5] dass
[z x yl* = [lz|Pllyl]* - (z,)?
ist. Wir formen dies weiter um zu
llz < yl* = [l|Pllyl]* — (z,9)?
= |l *[[yl]* (1 = cos*(£ (@, 9)))
= |lz[*|lyl|*(sin® (£ (2, 9)))-

Damit ist ||z X y|| der Flacheninhalt des von x und y aufgespannten Parallelograms.

[lyl| sin(< (2, y))

T

Man kann sich merken, in welche Richtung = X y zeigt, indem man die rechte-Hand-Regel benutzt:
Entspricht £ dem Daumen und y dem Zeigefinger der rechten Hand, dann entspricht x x y dem Mittelfinger.
Wem das zu kompliziert ist, der kann sich auch lediglich den Fall e; x e = e3 merken:

€3

€1 €2

Definition 1.2.11. Es sei (z,y, z) eine geordnete Basis des R®. Fiir ein p € R? heifit
P:={p+ix+puy+rvz,0< \puv<l1}
das von (x,vy,2) aufgespannte Parallelotop (oder Spat) an p.
Satz 1.2.12. Das Volumen des von (x,y, z) aufgespannten Parallelotops ist
Vol(P) = |{z x y, 2)|.
Das Vektorprodukt wird deshalb auch manchmal Spatprodukt genannt.
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BEWEIS. Das Volumen von P ist natiirlich unabhéngig von p. Wir kénnen also ohne Einschrankung
annehmen, dass p = 0 ist. Ebenso kénnen wir das Parallelotop im Raum drehen, damit es so liegt, wie in der
Skizze unten. Das Volumen errechnet sich aus dem Produkt aus Grundfliche und Hohe. Die Grundflache ist
genau das Parallelogram, welches von = und y aufgespannt wird. Fiir die Flache kennen wir den Flacheninhalt
und der ist ||z x y||.

Wir betrachten n := % Dieser Vektor hat Lénge 1 und steht senkrecht auf = und y.

xyl[*
Z/
n h
Y %
T
Damit ist die Hohe des Parallelotops h = |(n, z)| und wir erhalten insgesamt fiir das Volumen von P:
[{z <y, 2)|
Vol(P) = [lx x yl| - h = [[x x yl| - |(n, 2)| = [|z x y]| Texull [(z %y, 2)|.

O

Bemerkung 1.2.13. Eine direkte Rechnung zeigt, dass das Volumen mit der Determinante wie folgt in
Beziehung steht:

1 Y1 2
Vol(P) = |det | z2 y2 29
r3 Y3 =3

1.3. Axiomatische Beschreibung der Determinante

Wir hatten in der Mathematik 2 die Determinante einer quadratischen Matrix ad hoc iiber die Leibniz-
formel eingefiihrt. Wir sehen jetzt, dass dies nicht beliebig war.

Definition I.3.1. Es sei K ein beliebiger Kérper und n € N. Eine Abbildung
det: M(nxn,K) — K, A~ det(4),
heiftt eine Determinantenabbildung, falls gilt:
(D1) Die Abbildung det ist linear in jeder Zeile, das heifst

ail ... Gin ail ... Gin
det AQi1 ... AQin = A det a;‘,l a;n
a’l.Ll a’!’L’!L a;Ll a7’1n
und
ail ... Qip ail ... Ain ail ... ain
det | ai+aly ... aintal, | =det | air - ain | +det | aly .. al,
a,;l a,.m "w.u aw.bn a,'ll a,'m
(D2) Die Abbildung det ist alternierend, das heifst, dass det(A) = 0, falls zwei Zeilen von A iibereinstim-
men.

(D3) Die Abbildung det ist normiert durch det(E, ) = 1. Hierbei ist E,, die n x n-Einheitsmatrix:
L, i=j,

(Bn)ij = 6ij = {O it

Satz 1.3.2. Ist n € N, K ein Korper und ist det: M(n x n, K) — K eine Determinantenabbildung, so gilt
fir alle A,B € M(n xn,K) und alle A € K:
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(1) det(AA) = A" det(A).

(2) Ist eine Zeile von A gleich 0, so ist det(A) = 0.

(3) Entsteht B aus A durch das Vertauschen zweier Zeilen, so ist det(B) = —det(A).

(4) Entsteht B aus A durch die Addition eines Vielfachen einer Zeile von A, so ist det(B) = det(A).
(5) Ist A eine obere Dreiecksmatriz, also ist A = (a;;) und a;; = 0 fir alle i > j, so ist det(4) =

[Tiy aai:

a1 ai2 ... Gin
0 a2z ... a2, i

det | . . . . = I | Qij-
0 .. 0 a,,.m i=1

BEWEIS. Zu (1): Jede der n Zeilen von A ist mit A multipliziert und daher erhalten wir mit (D1), dass
det(AA) = A" det(A) ist.

Zu (2): Ist die i-te Zeile von A null, so wéhlen Sie a;; = ... = a;, = 1. Dann ist
a1l ... Qin a1l ... Qin
ai*‘l,l aif.l,'n ai*‘l,l aif.l,'n
det 0 .. 0 =det | 0Oai ... 0-ain | =0-det(A) =0.
Ai41,1 -+ Gitl,m Qi41,1 -+ Gitl,n
a;zl ar‘zn a;zl ar‘zn
Zu (3): Es sei a; = (a;1, ..., ;) die i-te Zeile von A. Dann kénnen wir A schreiben als
aq
(29

Es sei B die Matrix, die aus A entsteht, indem man Zeile ¢ und Zeile j vertauscht fiir ¢ < j. Nach (D2) gilt

ai
ai.—l
a;ta;
Aai41
0 = det
aj_l
a;ta;
ajy1
an
und nach (D1) und (D2) kénnen wir dies umformen zu
al ay
(17‘,._1 (7/7‘,.—1
aj Qs
ait1 ait1
det : + det : ,
aj—1 aj—1
a; a;
aj+1 ajt1
an an
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weil

al ay
a;—1 Cbi.—l
a; a;j
@it a;t1
det : =0 =det :
a];l aj—1
Qa; a;j
aj+1 aj41
an ll’n
und wir erhalten det(B) + det(A) = 0.
ay
ai;l
Zu (4): Wir schreiben die Matrix B als | ai+Xae; | und erhalten wegen (D1):
Ai41
an
al ay ay ay
ai.—l aq;',l ai.—l (li.—l
det B=det | aitra; | =det | ai | +det| Xa; | =det(A)+ Adet | a;
Q41 @it1 Qit1 Ai41
a.,n a.n a.n a;L

aber im letzten Term kommt die Zeile a; doppelt vor und daher bleibt nur det(A) iibrig.

a1l ai2 ... QAin
0 az2 ... asp

Zu(5): st A=| . . . . und sind alle a;; # 0, so kann man A durch wiederholte Addition von
0 0' a;m

Vielfachen von Zeilen in die Matrix transformieren, die als nicht-triviale Eintrédge nur die Diagonaleintrége
11, ..., Gny hat:

ai;r 0 ... O
.
oo o0
0 ... 0 ann
Aber det dieser Matrix ist nach (D1)
aix 0 ... O
det| O - 7 - =aq1 ... Gppdet(E,)
o0
0 ... 0 ann

und wegen der Normierung in (D3) ist dies gleich [}, a;.

Sind nicht alle a;; # 0, so gibt es ein groftes 4o, sodass a;,;, = 0. Durch wiederholte Addition von
Vielfachen der Zeilen ig + 1,...,n kann man A transformieren zu einer Matrix, deren ig-te Zeile nur aus
Nullen besteht. Damit ist aber det(A) wegen (1) trivial. O

Lemma 1.3.3. Ist A € M(n x n,K) und ist det: M(n x n,K) — K eine Determinantenabbildung. Dann
ist det(A) = 0 genau dann trivial, wenn rg(A) < n gilt.

BEWEIS. Durch allgemeine Zeilenumformungen konnen wir A zu A’ transformieren, wobei A’ eine obere
Dreiecksmatrix ist:

)\1 *
A =

14



Hierbei steht * fiir einen beliebigen Teil der Matrix A’, der uns nicht weiter interessiert und 0 steht fiir ein
unteres Dreieck voller Nullen. Damit ist

n
det(A) = £det(A") =+ [\
i=1
und die det(A) verschwindet genau dann, wenn es ein i € {1,...,n} gibt, sodass A; = 0. Dies ist genau dann
der Fall, wenn A nicht invertierbar ist, und dies wiederum ist dquivalent dazu, dass A nicht vollen Rang
hat. ([l

Korollar 1.3.4 (Eindeutigkeit der Determinantenabbildung). Fir jeden Korper K und fir alle n > 1 gibt
es hichstens eine Determinantenabbildung

det: M(n xn,K) = K.
BEWEIS. Jedes A € M(n x n, K) kann durch elementare Zeilenumformungen auf obere Dreiecksgestalt

)\1 *
Al = :
0 An
gebracht werden und es gilt det(A) = 4 det(A’), wobei das Vorzeichen bestimmt ist durch die Anzahl der
Zeilenvertauschungen. Damit ist

eindeutig bestimmt. O

Satz 1.3.5. Fiir jeden Kérper K und fir alle n > 1 gibt es eine Determinantenabbildung
det = det,,: M(n xn,K) — K.

BEwWEIS. Wir beweisen die Behauptung mit vollstdndiger Induktion iiber n. Fiir n = 1 miissen wir
det1(a) = a setzen und diese Abbildung erfiillt die Axiome (D1), (D2) und (D3).

Fiir den Induktionsschritt definieren wir Agj als die Matrix, die aus A entsteht, wenn wir die i-te Zeile
und die j-te Spalte streichen.

air ... @1,5—1 Q141 ... Qlin

Al = Qi—1,1 o Qj—1,j—1 Ai—1,541 - Qi—1,n
i Qig1,1 oor Qid1,5—1 Qit1,5+41 - Qitl,n
Apl . Anj—1  Gngj41 ... Gpn

Damit ist A}; € M((n —1) x (n — 1), K) und det,,_ Aj; existiert.
Wir wéhlen ein beliebiges aber festes j € {1,...,n} und definieren

det, (A) =30 (—1)"a - det,,—1(Aj;).

Wir miissen (D1), (D2) und (D3) fiir dieses det,, nachrechnen.

- Aagj, fur k=1,
a;; =
“ Qg fir k 75 7.
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Damit ist Ay ; = Al ; und fiir i # k entsteht [1;] durch Multiplikation einer Zeile von A}, mit A € K. Damit
ist detn_l(flgj) = /\detn_l(Agj) und fiir det,, erhalten wir

detnfl = Z(*l)ijﬁdij detn_l(zi;j) + (71)k+jakj detn—l(;l;cj)
ik
= Z(_l)i+j&ij)\detn—1(f4;j) + (1) hag; dety 1 (A};)
i
= Adet, (A).

Die Additivitat von det,, zeigen Sie analog.

Zu (D2): In A sei die k-te Zeile gleich der ¢-ten fiir k # £.

Fiir 7 ## k oder ¢ # { hat A'Z-j auch zwei libereinstimmende Zeilen und somit ist nach Induktionsannahme
det,,—1(Aj;) = 0 fiir alle i # k und alle i # £. Damit bleiben nur zwei Terme fiir det,,(A):

det,, (A) = (=1) T ay, det,,—1(A};) + (=) ay, det,,—1(Ap;).

Es gilt ar; = agj. Ohne Beschréinkung der Allgemeinheit ist k£ < ¢. Die Matrix Aéj geht aus A;j durch
{ — k — 1 Zeilenvertauschungen hervor. Damit ist

detn_l(Azj) = (—1)2_’“_1 detn_l(Aﬁcj)
und wir erhalten
det,,(A) = (—1)k+jakj detn_1(A§€j) + (71)”7'(71)2*’“*1 detn_l(A;Cj) =0,

weil
(_1>Z—k—1+é—j _ (_1)2é—k—j—1 _ (_1)k+j+1.

Zu (D3): Wir rechnen einfach nach:
det,,(E,) = Z?:l (_I)H_j (Ey)ij detp—1 ((En);j)
bleibt nur der Term fiir ¢ = j iibrig und die obige Summe ist

(—1)2j detn_l(En_l) =1.

Da (En)” = (5

R

]

Wir schreiben ab jetzt wieder det statt det,,. Die Determinantenformel im Beweis von Satz sollte
Thnen aus der Mathematik 2 bekannt vorkommen. Wir erhalten sofort die Folgerung:

Korollar 1.3.6 (Spaltenentwicklungssatz von Laplace). Fir A € M(n xn, K) ist
n
(1.3.1) det(A) =) (=1)"a,; det(A};)
i=1
fiir jedes beliebige aber fest gewdhlte j € {1,...,n}.
Da wir wissen, dass diese Formel fiir die Determinante die gleichen Werte hat wie die, die Sie mit der
Leibnizformel erhalten, mussten wir also die Determinante so definieren, wie wir das in der Mathematik 2
getan haben.
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KAPITEL II

Diagonalisierbare Abbildungen

Bemerkung I1.0.1. Die Frage nach der Diagonalisierbarkeit ist die folgende: Gegeben sei eine lineare
Abbildung T': V' — V auf einem endlichdimensionalen K—Vektorraum V. Gibt es eine Basis B = (v1,...,v,)
von V', sodass Mpg(T') moglichst einfache Gestalt hat?

Der Idealfall wére:
A1
msry = (7 )

d.h., Mp(T) ist eine Diagonalmatrix. Ware dies der Fall, so hitten wir

0

A1 :
(Toe = Ma() - = (Y[ 1] = vl
0

also Tv, = A\pvy flir jedes k.

I1.1. Eigenwerte und Eigenvektoren

Wiederholung II.1.1. Es sei V ein endlichdimensionaler Vektorraum iiber K und 7: V' — V sei linear.

(i) Ein A € K ist Figenwert (EW) von T genau dann, wenn 0 # v € V existiert mit Tv = Av.
(ii) Ein v wie in (i) heift Eigenvektor (EV); Ex(T) := {v € V | v ist EV zum EW A} U {0} = {v €
V| Tv = Av} = ker(T — \) heifst Eigenraum von T zum EW .

Definition II.1.2. Wir nennen o(T) = {\ € K | A ist EW von T'} das Spektrum von T.

Bemerkungen I1.1.3. Eigenvektoren zu verschiedenen Eigenwerten sind stets linear unabhéngig; wir zeigen
dies in einer Prasenzaufgabe.

Die Berechnung von Eigenwerten und Eigenvektoren einer linearen Abbildung K™ — K", x — A -z mit
A € M(n x n, K) funktioniert nach folgendem Schema:

(1) Zuerst bestimmen wir das charakteristisches Polynom P4(\) = det(A — AE,,). Beachten Sie, dass
im letzten Semester P4 (\) = det(AE,, — A) definiert wurde, dass dies aber keinen Einfluss auf die
Nullstellen hat.

(2) Wir bestimmen dann die Nullstellen von Py4. Dies liefert die EWe und deren algebraische Vielfach-
heiten.

(3) Fiir jeden EW X\ lésen wir das LGS (A — AE,,)v = 0. Dies liefert den Eigenraum (in Form einer
Basis des Losungsraums des LGS) und die geometrische Vielfachheit(= dimE(T)) von .

-5 0 7
Beispiel I1.1.4. Es sei A = ( 6 g_g)

—5-A 7 ,
(1) Dann ist P4(A\) = det ( %20 T ) = =M 4302 -4,

(b) Wir raten die Nullstelle A = —1 und fiihren dann die Polynomdivision durch.
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(=A% +3)2 —4):(A+1)= =N 4+4r -4

A3 4+ )2
4\
—4\% — 4\
— 4N —14
AN +4
0

und sehen, dass A = 2 zweifache Nullstelle ist. Also ist o(A) = {—1,2}, wobei A = —1 algebraische
Vielfachheit 1 hat und A = 2 algebraische Vielfachheit 2 hat.

(3) Wir 16sen das LGS (A — (—1))x = 0 fiir z = (x1, x2, 23)*. Mit dem Gaufverfahren erhiilt man

-4 0 T\ |-3
6 —6 |~23+

3
—4 0 7
—4 0 ™ |-(-1)
0 6 9
—4 0 7 +
—4 0 7
0 6 9
0 0 0
also z1 = %CI)‘;),, To = g!Ijg und x3 ist beliebig. Es folgt

Bty = { () [rer) = {o-(-1) [cem} = span{ (1) }

Fiir das LGS (A — 2)x = 0 erhélt man analog
K

—4

0 17
0
0
-1 0
0
0

7
—6 1/6
4 1/4
1
1 -1 J+
-1 1 +

d.h. 1 = 3 und z5 und x3 sind beliebig. Also

et ={ (1) 1.0 <) = (1) (1)}

Wir sehen also, dass A = —1 die geometrische Vielfachheit 1 und A = 2 die geometrische Vielfachheit 2 hat.

In der Tat hatten wir in der Mathematik 2 gesehen, dass die geometrische Vielfachheit immer kleiner
gleich der algebraischen Vielfachheit. Es kann passieren, dass die echte Ungleichung vorliegt (z.B. A (1),
dann ist det(A—X) = (1—\)?, die algebraische Vielfachheit von A = 1 ist also 2, aber E1(4) = {(§) |t € R}
und damit hat A = 1 geometrische Vielfacheit 1).

Sollen EWe und EVen fiir eine lineare Abbildung 7': V' — V auf einem beliebigen endlichdimensionalen
Vektorraum V' bestimmt werden, so kann obiges Verfahren auf die Matrix A = Mg(T') angewandt werden,
wobei B eine Basis von V ist. Das charakteristische Polynom, und damit die Eigenwerte und ihre algebraischen
Vielfachheiten, sind dann unabhéngig von der Wahl von B und es macht Sinn Py zu schreiben. Das Verfahren
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oben liefert die Eigenrdume in den Koordinaten der Basis B, insbesondere &ndern sich also die Eigenrdume
wenn man die Basis dndert. Thre Dimensionen, und damit die geometrischen Vielfachheiten der EWen, sind
aber unabhéngig von der Wahl der Basis. Das zeigen Sie in einer Ubungsaufgabe.

I1.2. Diagonalisierbarkeit

Definition II.2.1.

(1) Eine lineare Abbildung T': V' — V auf einem n—dimensionalen Vektorraum V" heift diagonalisierbar,
falls es eine Basis B = (by,...,b,) aus Eigenvektoren gibt, also genau dann, wenn Mp(T) eine
Diagonalmatrix ist.

(2) Eine Matrix A € M (n x n, K) heifst diagonalisierbar, wenn die induzierte lineare Abbildung K™ —
K", z+— A -z diagonalisierbar ist.

Bemerkungen 11.2.2.
e Ein A € M(n x n,K) ist genau dann diagonalisierbar, wenn es eine invertierbare Matrix S €

M(n x n, K) gibt mit
A1
SAS_1=< ),
An

wobei Ay, ..., A, die EWe von A sind. Hierbei ist S = Mpgg(FE) die darstellende Matrix des Basis-
wechsels von der Standardbasis € = (eq, ..., e,) zur Basis B.

o Explizit: SAS™le, = Aey impliziert AS~'e, = N\;S™ler, d.h. S~ ey, die k-te Spalte von S™!, ist
ein Eigenvektor von A zum Eigenwert .

Satz I1.2.3. (Kriterium fir Diagonalisierbarkeit) Es sei V' ein n—dimensionaler Vektorraum tiber K. Eine
lineare Abbildung T:V — V ist genau dann diagonalisierbar, wenn die zwei folgenden Bedingungmﬂ beide
erfillt sind:

(i) Das charakteristisches Polynom zerfdllt iber K in Linearfaktoren.

(ii) Fir jeden Figenwert X ist die algebraische Vielfachheit gleich der geometrischen Vielfachheit.

BEWEIS. ‘=’ Es sei T diagonalisierbar, d.h. es existiert eine Basis B = (v1,...,v,) von V und Skalare
AL,y Ap € K mit Tog, = Ay, flir K = 1,...,n. Insbesondere ist

D:—MB(T>—<M-..A7L)

und Pr(A) = Pp(A) =det(D — A\) = J] (A — A) zerféllt in Linearfaktoren, womit (i) gezeigt ist.
i=1

Es seien jetzt pq,..., u, die paarweise verschiedenen Nullstellen von Pr und k, ..., k, die zugehorigen
Vielfachheiten. Durch eventuelles Umnummerieren der Basis erreichen wir

A ==Xy = W

Akl =0 = Ny = M2

Akrthotl = 0 = Moythoths = M3
Mertodhr 141 =00 = Moy ook, = for

IBeachten Sie, dass nach [[I.1.1[vii) beide Bedingungen unabhéngig von der Basiswahl sind, wenn 7' durch die Matrix
A = Mg(T) dargestellt wird, um das charakteristische Polynom und die Eigenrdume zu bestimmen.
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und miissen dimE,,, (T') =k, fiir ¢ = 1, ..., r zeigen. Allerdings geniigt es natiirlich, dies fiir £ = 1 zu zeigen,
weil wir ansonsten einfach nochmal umnummerieren kénnen. Durch die oben vorgenommene Umnummerie-
rung und Umbenennung haben wir B jetzt so gewahlt, dass

M1

gilt, wobei u; genau kj—mal vorkommt, po genau ko—mal usw. Damit gelten fiir v € V mit Koordinaten
T1,...,T, beziiglich der Basis B die Aquivalenzen

Tv=pupv <<= (Tv)p= (V)5
<— Duvp = pivB

©1 1 1
" w;cl fr;cl
H2 ) Thky+1 = Thy+1
He mk1.+k“2 Ikl"*'k2
H1T1 = M1
Gilt fiir beliebige =1, ..., zk,.
— 1Tk = H1Tk,
H2Zk +1 = H1Tky+1 . .
' ! Da p1 # po, p1 # pa, -, gilt dies
genau dann, wenn x; = 0 fiir ¢ > ky.
1
< wp=| "% | mitxy,..., 2 € K beliebig.
0

Daraus folgt, dass E,,, (T') = {v € V| Tv = pyv} Dimension k; haben muss, womit (ii) gezeigt ist.

‘=" Es seien pi,...,u, € K die paarweise verschiedenen Eigenwerte von T und es seien ki,...,k,
Thre algebraischen/geometrischen Vielfachheiten, die nach (ii) gleich sind. Da nach (i) das charakteristische
Polynom zerfallt, gilt k1 + - - - + k. = n. Um eine Basis B aus EVen zu finden, wihlen wir zunéchst in jedem
E,, eine Basis B; aus, die dann nach Definition aus Eigenvektoren besteht und nach obigem k;-viele Elemente
hat. Dann setzen wir

B:=B,U---UB,
und behaupten, dass diese Menge linear unabhéngig ist: Angenommen, sie ist es nicht, dann gibt es eine
Linearkombination der Elemente von B

0=aivr+ -+ g Uy + Oy 41V 41+ F Qg ko Vky by + 0 = (*)7

=x1€E,, =x2€E,,

in der mindestens ein Koeffizient nicht Null ist. Wir nehmen ohne Einschrankung an, dass dieser Koeffizient
vor einem Vektor aus B; auftritt (sonst nummerieren wir die Eigenwerte und Eigenrdume geeignet um). Ist
aber nun unter den «g,...,ak, ein Koeffizient ungleich Null, dann muss 1 = ajv1 + - - - + ag, vk, 7 0 sein,
weil die vy, ..., vk, als Basis von E,, linear unabhéngig sind. Jetzt lassen wir diejenigen z; weg, die gleich
Null sind und erhalten

n
A
i=1
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eine nichttriviale Linearkombination der Null aus Eigenvektoren zu paarweise verschiedenen Eigenwerten im
Widerspruch dazu, dass EVen zu paarweise verschiedenen EWen linear unabhéngig sind, vgl. [[L.1.1iv). O

Beispiel I1.2.4. (Fortsetzung des Beispiels in [II.1.1(v)) Wir betrachten die Matrix
-5 0 7
A= ( 6 2 76) )
-4 0 6

fiir die wir bereits gezeigt haben, dass o(A) = {—1,2} gilt, wobei A = —1 algebraische Vielfachheit 1 und
A = 2 algebraische Vielfachheit 2 hat, sowie dass

et =sonf ()} ot ) =son{ (1) (1))

gelten. Insbesondere erfiillt die lineare Abbildung K™ — K", x — Az, die Eigenschaften (i) und (ii) des
Diagonalisierbarkeitskriteriums in [[1.2:3] und wir konnen direkt ablesen, dass die Basis

a={(D)- () (1)

zur Darstellungsmatrix

fiihrt. Weiter sehen wir, dass

1 7 1 0
STt=(-6 0 1
4 1 0

gewihlt werden kann und dass jetzt nur noch S = (S71)~! bestimmt werden muss. Dies kann mit dem
Gaufsverfahren gemacht werden oder via der Adjunkten. Wir machen hier Letzteres und bestimmen zunéchst
mit der Sarrus-Regel

detS'=0404+4—-0-7—-0=-3

und nun

Dies liefert in der Tat die gewiinsche Zerlegung:

-1 0 1\ /-5 0 7 7 1 0 -1
SAS_lz—%<4 0—7)(6 2—6)(—6 0 1):---:( 2 )
—-6-3 6/ \-4 0 6 4 1 0 2
Bemerkungen I1.2.5.

(1) Zerfallt das charateristische Polynom einer linearen Abbildung und haben alle EWe algebraische
Vielfachheit 1, so ist die Abbildung automatisch diagonalisierbar, weil die geometrische Vielfachheit
eines jeden Eigenwertes mindestens 1 ist, also hier gleich 1.

(2) Nach ist nicht jede lineare Abbildung 7' diagonalisierbar; es bleibt also die Frage, wie eine
moglichst einfach Darstellungsmatrix Mp(T') fiir solche T aussieht. Dies beantwortet der Satz von
der Jordan—Normalform, den wir ohne Beweis notieren: Es sei K ein Korper, V ein Vektorraum
iber K und T: V — V sei linear. Falls Pr iiber K in Linearfaktoren zerfillt, so existiert eine Basis
B von V, sodass
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Blockdiagonalform hat und die Blocke sogenannte Jordanblocke sind (d.h. in der Hauptdiagonalen
des Blocks steht jeweils der gleiche Eintrag, in der ersten Nebendiagonalen stehen Einsen und alle
restlichen Eintrége sind Null). Die A; sind hierbei die EWe von T. Zu jedem A € o(T) gibt es
seiner geometrischen Vielfachheit entsprechend viele Jordanblécke und die Gesamtdimension der
Blocke zum EW X ist gleich der algebraischen Vielfachheit von A. Im Bild oben ist also A; = A;
fiir ¢ # j durchaus méglich. Ist T" durch Multiplikation mit der Matrix A gegeben, so gibt es eine
invertierbare Matrix S mit Mg (T) = SAS~L.
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KAPITEL III

Stetige Funktionen

II1.1. Wiederholung

Es seien D und W Mengen. Eine Funktion, oder Abbildung, von D nach W ordnet jedem x € D genau
ein y € W zu. Wir schreiben
fiD—=>W, z— f(x)

und nennen D den Definitionsbereich und W den Wertebereich der Funktion f. Im Folgenden sind stets D
und W Teilmengen von R oder C, und wir nehmen immer D # @) und W # () an, ohne dies explizit zu
notieren. Definiert man Funktionen mithilfe von Relationen, so wie wir das in Mathematik 1 gemacht haben,
dann sieht man, dass es genau eine Abbildung () — W gibt bei beliebigem W, und keine Abbildung D —
fiir D # 0.

Schliefklich kiirzen wir ,Es sei D C R und f: D — R* ab durch ,Essei f: R D> D — R oder f: D — R.

Beispiele III.1.1.
(1) f:R=R, f(z)=1:

(2) g: [0,1] = R, g(z) = 2%
1
1
(3) h: R\{0} = R, h(z) =1/x:
0 1
(4) i:[0,00) = R, i(z) =max{n € Z | n < z}:
2 &—o
1 ——o0
- 1 2 3



(5) j: N>R, j(z) =

3 °
2 °
1 °

1 2 3

1, ze€Q,
0, sonst.

(6) k:[0,1] = R, k(z) = {
Die Funktion k heifft Dirichletfunktion und wird oft als ‘unendlich feiner Kamm’ beschrieben.
- k
(7) t:{zeC||z- 2] <3} =C, E(z):ZSk(z’—g) .
k=0
(8) exp: C — C.

II1.2. Stetigkeit
Definition IT1.2.1. Essei f: RD> D — R.
(i) f ist stetig an der Stelle xo € D (oder im Punkt xo € D), falls gilt
Ve>03d>0VzeD:|z—x| <d = |f(x)— flro)| <e.
(ii) f ist stetig (auf D), falls f stetig an jeder Stelle zg € D ist, d.h., falls gilt
Vg €D, e>038>0VzeD: |z—xo| <d = |f(z) — f(zo)| <e.

Bemerkungen I11.2.2.

(i) In[IIL.2.1| bezeichnet |- | den Betrag in R.
(ii) Ersetzen wir in [I[T1.2.1| den Wertebereich R durch W mit Bild(f) = {f(z) |z € D} C W C R, so ist
die Definition unabhéngig von W.
(iii) Ist eine komplexe Funktion f: C D D — C gegeben, dann kénnen wir | - | als Betrag von C lesen
und genau wie in definieren, was Stetigkeit in z9 € D bzw. auf ganz D bedeutet.

Beispiele I11.2.3. Fiir die Beispiele von oben ergibt sich:

(1) f: R—=R, f(z) =1, ist stetig auf R, denn |f(z) — f(zo)| = 0 fiir alle 2,z € R.
(2) g: [0,1] = R, g(z) = 22, ist stetig auf [0,1]: Es seien zg € [0,1] und & > 0 gegeben. Wir wihlen
0= 5. Essei z €[0,1] mit |z — 20| < J gegeben. Dann gilt

l9(2) — g(@o)| = |2? — a| = & — wol|z + zo| < 8(|z] + |zo|) < 26 =,

wobei wir im letzten Schritt benutzt haben, dass z, z¢ € [0, 1] gilt.

1 £+
g(zo) +¢ ‘
glxo) f=-m /
o -
o — 5 3}0 JL‘O +6 1
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(3) h: R\{0} = R, h(z) = 1, ist stetig auf R\{0}: Es seien 2y € R\{0} und & > 0 gegeben. Wir wiihlen

5= min{‘é—"‘7 #} Dann gilt

1 1 To—T |z — ] ) 26
[hz) = hlwo)l = |- = =] =| |= — = —— <z,
T @ xxg |zllzol  LZol . |zg 2ol
wobei wir fiir die erste Abschitzung |z| = |xo+x—x0| = |2o|— |2 — 20| > |T0|—0 = |ﬂUO|_|ITOI = erM

und fiir die zweite § < £|zo|? benutzt haben.
In diesem Beispiel héngt § nicht nur von € sondern auch von xy ab. Im Bild unten heifst ein

zweites Vorkommen von zg hier zj;, um beide Werte zu unterscheiden:

(4) i: [0,00) = R, i(z) = max{n € Z | n < z}, ist genau dann stetig an der Stelle z¢ € [0, 00), wenn
zo € N gilt: Wir zeigen zuerst, dass ¢ in ¢ € N nicht stetig ist. Dafiir behaupten wir:

Je>0Vo>03x€[0,00): |z —mg| <0 A |i(x) —i(zo)] = e

.—
i(xg) — e
i(e:) (R 0
i(z0) + ¢ ——
o i
1(x) —o — :
1170—5 o $0+5

Wir wiihlen € = 3. Es sei § > 0 beliebig. Wiihle = € (zo —min{4, 1}, o). Dann gilt |z — zo| < &
und i(z) = i(wo)| = |(zo — 1) —wo| =| -1 =1> 5 =¢.

Als néchstes zeigen wir, dass 7 in xg € [0,00)\N stetig ist. Es seien € > 0 und zy € [0,00)\N
dafiir beliebig gegeben.

Fall 1: Wenn xg = 0 ist, dann wihlen wir § = . Es sei z € [0, 00) mit [z — 20| = |2z| < § = 3.
Dann gilt |i(z) — i(zo)| = |i(z) —i(0)] =10 — 0] < €.

Fall 2: Wenn x( # 0 ist, dann existiert genau ein n € Ny mit n < zg <n + 1.
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[1—z|=1—24+20—20| 2|1 —20| —|20—2|>|1—2]|—0 > |1— 2| —

i(wo) — ¢
i(zo) o o
i(z0) +¢

Wir setzen § = min{lm";nl, ‘I(’*(Qnﬂ)'} > 0. Es sei z € [0,00) mit |z — 9| < §. Dann ist
i(z) = i(zo), also |i(z) —i(zo)| =0 < e.

j: N =R, j(z) =z, ist stetig. Es seien 29 € N und € > 0 gegeben. Wiihle § = . Es sei # € N mit
| — xg| < 0 gegeben. Das geht aber nur wenn x = xg ist. Also folgt |j(z) — j(zo)| =0 < e.

1, z€Q

ko 0.1] = R, k(x) = {0 z €R\Q

} ist nirgends stetig: Es sei z¢ € [0, 1].
Fall 1: Tst ¢ € Q, so betrachten wir ¢ = % Es sei § > 0 beliebig. Aus der Mathematik 1/2 wissen
wir, dass es ein € R\Q gibt mit |z — x| < 6. Dann gilt aber |k(z) — k(zo)| =[1-0/=1> § =e.

Fall 2: Tst 29 € R\Q, so geht man analog vor.

Wir konnen die Funktion ¢ als £: D := {z € C | |z — 2| < £} — C, {(2) = 375 schreiben (s.
Mathematik 2). Damit sehen wir, dass £ sehr dhnlich zu der Funktion A in (iii) ist. In der Tat ist

¢ auf dem gesamten Definitionsbereich stetig: Es seien zg € D und € > 0 beliebig gegeben. Wir
P 2
setzen § := min{w, M} Es sei z € D mit |z — 29| < §. Dann gilt

1 1 111—20—(1—2) 1 |z— 2
[0(2) = £(z0)] 3—3z 3-3% 31 (1—2)(1 - 20) 311 = 2|1 = 2|
<1 J —2 <e
3 |1;ZO| |1720| 3‘1—20‘2 )

wobei wir fiir die erste Abschitzung

|1—Zo| _ |1—Zo|
2 2

2
und fiir die zweite § < M benutzt haben.

Im
{z€C||z - 2| < 21}

1/3 2/3 1
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(8) exp: C — C ist stetig auf ganz C. Es seien € > 0 und zy € C gegeben. Wir wihlen § = |e20\+e'

Dann gilt fiir |z — 29| < §

|ez —€ZO| — |eZ—Zo+Zo _ 620‘ — |ez—z0 _ 1||620| —

0
1
eFTF0 — Z E(z ) ’|ez"|

|2 — 20[0+!
(0+1)!
wobei wir erst die Fehlerabschéatzung der Exponentialfunktion benutzt haben, dann, dass exp: R —

R strikt wéichst, und schlieklich die fundamentale Abschéitzung Letzteres ist moglich, weil § < 1
gilt. Die Glelchung am Ende folgt durch Auflésen von § = TeolTe nach €.

e‘Z*ZO‘|eZ°| < 5€6|6z0| <90

X

20\+5

Bemerkungen I11.2.4.
e In der Definition der Stetigkeit kommt es auf kleine ¢ > 0 an; genauer: Gilt die Bedingung
Ve € (0,g0) ... mit einem festen g9 > 0, dann gilt auch fiir alle Ve > 0.... Beim Nachweis
der Stetigkeit kann man also ohne Einschrinkung € < 1 oder etwas Ahnliches annehmen, wenn dies
beim Abschétzen hilft.

e In der am Ende zu zeigenden Abschiitzung geniigt es auch |f(z) — f(z0)| < € oder < 2¢ oder < &2
zu zeigen (statt < g).

e Stetigkeit (in einem Punkt) ist eine lokale Eigenschaft: Es seien f,g: D C R — R und z¢ € D.
Wenn es ein € > 0 gibt mit f(z) = g(x) fiir alle x € D mit |z — 29| < &, dann ist g genau dann
stetig in ¢, wenn f stetig in x ist.
Definition IT1.2.5. Es seien D, W Mengen und f: D — W eine Abbildung.
(i) Fiir D’ C D bezeichnen wir mit f|p: D' = W, f|p/(z) = f(x) die Einschrinkung von f auf D’.
(ii) Fiir W > W’ D Bild(f) bezeichnen wir mit f|"V': D — W', f|V'(z) = f(x), die Ko-Einschrinkung
von f nach W'.

(iii) Beides kann kombiniert werden, z.B. kann f: R — R, f(z) = 22, (ko-)eingeschriinkt werden zu
f “ZZ — [0,5]. Wenn keine Verwechselungsgefahr besteht, schreiben wir allerdings einfach f
fiir die (Ko—)EinSChrénkung.
Proposition IT1.2.6. Es sei f: R D D — R stetig. Dann gilt:
(i) Jede Einschriankung von f ist stetig.

(ii) Jede wohldefinierte Ko-Einschrinkung von f ist stetig.
BEWEIS. Da f stetig ist, gilt nach Definition
VageD,e>036>0VxeD: |z —x9| <d = |f(x) — f(zo)] <e.

Fiir (i) sieht man nun, dass die Bedingung auch gilt, wenn man D durch eine kleinere Menge D’ C D ersetzt.
Fiir (ii) sieht man, dass es sich um exakt die gleiche Bedingung handelt, weil der Wertebereich gar nicht
vorkommt. ]

Satz II1.2.7. Es seien D, F,G,H C R und es seien f: D — F, g: H — G Abbildungen mit f(D) C H
(d.h. go f: D — G, z — g(f(x)) ist wohldefiniert). Falls f in xo € D stetig ist und g € f(xo) € H stetig
ist, dann ist g o f stetig in xg.

BEWEIS. Es sei e > 0 beliebig. Wir withlen 6 > 0, sodass fiir y € H mit |y — f(xo)| < 6 die Abschétzung
l9(y) — g(f(z0))| < € gilt. Nun wihlen wir § > 0, sodass fiir z € D mit [z — 29| < ¢ die Abschéitzung
|f(z) — f(zo)] < 0 gilt. Setzen wir nun y = f(z), dann gilt fiir x € D mit |z — zo| < § stets |g(f(x)) —

9(f(z0))| <e. O
Korollar I11.2.8. Es seien D, F,G,H C R. Sind f: D — F und g: G — H komponierbar und stetig, so ist
ihre Komposition go f: D — H ebenfalls stetig. |

27



IT1.3. Folgenkriterium

Definition IT1.3.1. Es sei D C R und f: D — R eine Abbildung.

(i)
(i)

(iii)

(iv)

Wir nennen a € R einen Berihrpunkt von D, falls eine Folge (z,)nen in D existiert, sodass
lim, o , = a gilt.

Es sei a € R ein Berithrpunkt von D und ¢ € R. Wir definieren

¢ = lim f(z) <= Fiir jede Folge (z)nen in D mit
r—a
lim z, =agilt lim f(z,) =c
n—oo n— oo

Es sei a € R ein Beriihrpunkt von D N (a,00) und ¢ € R. Wir definieren
c= li{‘n f(z) <= Fiir jede Folge (2 )nen in D N (a,c0) mit

lim z, =agilt lim f(z,)=-c.
n— oo n— oo

Es sei D nicht von oben beschrankt und ¢ € R. Wir definieren

c¢= lim f(z) :<= Fiir jede Folge (r,,)nen in D mit
T—r 00
lim z, = oo gilt lim f(z,)=c.
n—00 n— oo

Wir definieren

lim f(z) = c. lim_f(@) = e, lim () = %00, lim_f(@) = +00, ete.

analog und sprechen in allen Fillen vom Grenzwert der Funktion f im Punkt a oder in +oo,
bzw. vom linksseitigen oder rechtsseitigen Grenzwert, vgl. [[I1.3.3{iv).

Bemerkungen II11.3.2.

(a)

(b)

(d)

Ist @ € R kein Beriihrpunkt, so ist die rechte Seite in ii) wahr fiir jedes ¢ € R. In einem
solchen Fall kénnen wir ‘lim,_,, f(z)’ nicht in sinnvoller Weise erkliren. Ist a Beriihrpunkt, aber
die rechte Seite in ii) gilt nicht, dann sagen wir der Grenzwert von f in a existiert nicht.
Analoges gilt fiir Grenzwerte in +oo.

Endliche Grenzwerte von Funktionen in Punkten kénnen genauso fir f: D C C — C definiert
werden. Bei rechts- oder linksseitigen Grenzwerten, bei +o0o als Grenzwert und bei Grenzwerten
im Unendlichen geht das im Allgemeinen nicht, aber in Spezialfillen, z.B. kann lim,\ o f(z) fur
f: D CR C C — C definiert werden, wenn a ein Bertihrpunkt von D N (a, 0o0) ist. Bei komplexen
Funktionen f: C — C betrachtet man oft auch lim;|_,., f(2).

Ist @ € D, so ist a automatisch Berlihrpunkt: Die konstante Folge x, = a konvergiert gegen
a und gehort zu D. In diesen Fall muss lim, ,, f(z) = f(a) sein, falls nur der Grenzwert von
f im Punkt a existiert. Es konnen auch Punkte a ¢ D Berithrpunkte sein (zB. a = 1, D =
(0,1), 2z, = 1 — 1), Wenn in diesem Fall fiir jede Folge (2 )nen in D mit z, — a die Folge
(f(2n))nen konvergiert, dann ist deren Grenzwert unabhéngig von (z,),en: Angenommen, es gibt
(Tn)neny und (Yn)nen mit Zp, ¥ — a aber f(x,) — ¢ # b+ f(yn). Definiere die ‘Zick-Zack-Folge’
(zn)nen == (T1,Y1, %2, Y2,...). Dann ist (f(zn))nen divergent, weil es zwei konvergente Teilfolgen

mit verschiedenen Grenzwerten gibt.

Fiir den einseitigen Grenzwert betrachten wir mit Absicht nur Folgen, die den Wert a nicht anneh-
men.

Beispiele II1.3.3.

(1)
(2)
(3)

f:00,1) - R, f(z) = 22. Dann gilt lim, 1 f(x) = 1: Gilt [0,1) > z,, — 1, so folgt f(z,) =22 — 1.
1

g: (0,1] = R, f(z) = . Dann gilt lim, ¢ g(z) = oo: Gilt (0,1] > 2, — 0, so folgt g(z,,) = i — 0.
h: R\{0} — R, h(z) = 1. Dann existiert lim, o h(z) nicht, denn z.B. gilt lim, o h(1/n) =
lim,, — o0 1/% = 00, aber lim, ;o A(—1/n) = —oc0.
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0, <0,
4) i: [-1,1] = R, i(z) =<
(@) i [FL1 > R, i(2) {1’ Y
ﬁ—.
O e :
-1 1

Dann gilt lim, »4(x) = 0, denn fiir (z,,)nen in [—1,0) mit z, — 0 folgt 0 = i(x,) — 0. Analog
gilt lim,~ o i(x) = 1. Beachten Sie hier, dass wir bei einseitigen Limiten nur Folgen betrachten, die
den Punkt a nicht annehmen. Der Grenzwert lim,_,o4(x) existiert nicht: Hier kann man entweder
wie in (3) argumentieren und Folgen (1/n),en sowie (—1/n)nen einsetzen, sodass die Bildfolgen
gegen verschieden Werte konvergieren. Da i(0) = 0 ist, kdnnte man hier auch die Folge konstant Null
statt (—1/n)pen verwenden. Schliefflich kénnte man auch z.B. (zp)nen = (1,-1/2,1/3,-1/4,...)
betrachten und argumentieren, dass dies auf die divergente Bildfolge (1,0, 1,0,...) fihrt.

(5) Es gilt

lim 22 +x—2 — lim (z—=1D(z+2)

=1 x—1 z—1 xz—1
Beachten Sie, dass hier keine Definitionsbereiche angegeben sind, aber dass es natiirlich ist, zunéchst
fR\{1} = R, f(z) = % zu betrachten, sodass 1 Beriihrpunkt des Definitionsbereichs ist.
Auf dem Definitionsbereich gilt dann aber f(z) = z — 2 wie man durch Faktorisieren und Kiirzen
sieht. Schlieflich sieht man die letzte Gleichung sofort; formal muss man aber hier auch wieder
(n)neny mit x, — 1 und x,, # 1 einsetzen und dann sehen, dass x,, + 2 — 3 fiir jede solche Folge
gilt.

= lim(z +2) = 3.
z—1

(6) Ist j: [0,1] — R eine beliebige Funktion, so ist lim,_,5 j(x) nicht definiert, da 2 kein Berithrpunkt
von [0, 1] ist.

Satz II1.3.4. (Folgenkriterium fir Stetigkeit) Die Funktion f: D C R — R ist genau dann stetig in xo € D,
wenn fir jede Folge (xn)nen in D mit x, — o gilt f(x,) — f(x0), also limg_,., f(x) = f(xo) gilt.

BEWEIS. ‘=" Es sei (Ty)nen in D mit x,, — xo gegeben. Es sei ¢ > 0. Wéhle § > 0, sodass |f(z) —
f(zo)| < e gilt fiir |z — z9| < &. Das ist moglich, weil f in zq stetig ist. Wir wéihlen nun ng € N derart,
dass |z, — xg| < § gilt fiir n > ng. Das ist mdglich, weil z,, — x¢ gilt. Dann folgt, dass die Abschéitzung
|f(xn) — f(xo)| < € fur jedes n > ng gilt. Damit haben wir aber gerade f(z,) — f(xo) gezeigt.

‘=" Angenommen, f ist nicht stetig in z¢. Dann gilt
Fe>0Vo>03z€[0,00): |z —xmo| < A |f(x) = flxo)] = &.
Wir wihlen ¢ wie in der Bedingung. Fiir n € N setzen wir § := % in die Bedingung ein und erhalten z,, € D
mit |z, — xo| < + und |f(x,) — f(z0)| > €. Letatere Abschitzungen fiir jedes n € N implizieren, dass die

Folge (zn)nen gegen xo konvergiert und dass die Folge (f(x,))nen nicht gegen f(xo) konvergieren kann.
Widerspruch. O

Bemerkung II1.3.5. Ist D C R, a ein Beriihrpunkt von D und f: D — R, dann zeigt man wie in [[I[.3.4]
dass gilt

lim f(z) =c == Ve>03§>0VzeD:|z—a|<d=|f(zx)—c| <e.

r—a
Analog kénnen lim, », f(z) = ¢, lim,_,, f(z) = £o00, lim,_, 4+ f(x) = c usw. charakterisiert werden (Schrei-

ben Sie’s aufl!).

Proposition II1.3.6. Es seien f,g: D C R — R stetigin 9 € D und es sei A € R. Dann sind f+g: D — R,
Af: D= Rund f-g: D — R stetig in xo. Wenn g(x¢) # 0 ist, dann ist auch g: {reD|glx)#0} = R
stetig in xq.

BEWEIS. Mit [[TI.3:4] geniigt es zu zeigen, dass
Jim (f 4 g)(@n) = (f + 9)(n), lim (f-g)(zn) = (f - g)(w0), usw.
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gelten fiir (2, )nen in D mit a,, — x¢. Da nach Annahme fiir eine solche Folge f(z,) — f(xo) und g(z,) —
g(xo) gelten, folgt obiges aus den Rechenregeln fiir Grenzwerte konvergenter Folgen aus der Mathematik
2. ([l

Korollar IT1.3.7. Polynomfunktionen sind auf jedem Definitionsbereich stetig, rationale Funktion (% mit

Polynomen p und q) sind stetig auf jedem Definitionsbereich, auf dem sie wohldefiniert sind.

Bemerkung II1.3.8. [[T1.2.4] [[T1.2.6] [[TT.2.7] [[T1.2.8] [[T1.3.4] [[T1.3.5] [[TL.3.6] [[TI.3.7] gelten auch fiir komplexe

Funktionen f: C D D — C mit der Einschrinkung, dass man bei mit einseitigen Grenzwerten und
mit +oo vorsichtig sein muss. Im néchsten Satz brauchen wir schon in der Formulierung Abschétzungen ‘<’
bzw. ‘>’ d.h. hier kénnen wir nicht ohne weiteres R durch C ersetzen.

II1.4. Zwischenwertsatz

Satz II1.4.1. (Zwischenwertsatz) Es sei —co < a < b < 400, f: [a,b] — R stetig mit f(a) < f(b)
[bzw. f(a) > f(b)]. Es sei f(a) <d < f(b) [bzw. f(a) > d > f(b)]. Dann existiert ein ¢ € [a,b] mit f(c) = d.

BEWEIS.
e Wir betrachten zunichst den Spezialfall f(a) < 0 = d < f(b) und benutzen ein sogenanntes
Intervallhalbierungsverfahren: Wir definieren induktiv eine Folge von Intervallen [a,, b,] C [a, D] fur
n € Ng mit

(1) [an+1abn+1] - [a’nabn}v
(2) flan) <O und f(by) >0,

3) by —an, =2""(b—a),

fiir jedes n € Ny. Wir starten mit [ag, bo] := [a, b]. Ist [ay, by,] bereits definiert, so setzen wir zunéchst
m:= % und unterscheiden dann zwei Falle:

Fall 1: Wenn f(m) > 0 ist, dann definieren wir [ay41,bn41] := [an, m].

Fall 2: Wenn f(m) < 0 ist, dann definieren wir [ay11,bn41] := [m, by

Dann gelten (1) und (2) nach Konstruktion und (3) gilt, da wir b,41 — a1 = m — a, =

%}’" —a, = %(bn — ap) im Fall 1 haben und etwas Analoges im Fall 2 herauskommt.
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7T ;

f(m) <0 E : —3
o L by

f(m) <0 3
aq : bl

f(m) =0 F——
a9 b2

—

as b3

Nach Konstruktion ist (a,)nen wachsend und beschrénkt und (b, )nen ist fallend und beschréinkt.
Damit konvergieren beide Folgen und wegen (3) sind ihre Grenzwerte gleich. Wir definieren

lim a, = lim b, =:c€ [a,b].
n—oo n—oo

Da f stetig ist, gilt f(an) — f(c) < 0 aber auch f(b,) — f(c) = 0. Also muss f(c) = 0 gelten, was
ZU zeigen war.
e Es sei jetzt f(a) < d < f(b). Wir definieren g: [a,b] — R, g(x) := f(x) — d. Dann ist g stetig und
g(a) < 0 < g(b). Nach dem ersten Teil existiert also ¢ € [a, b] mit g(c¢) = 0, d.h. f(¢) = g(c)+d =d.
e Es sei schlieflich f(a) > d > f(b). Dann setzen wir g: [a,b] — R, g(z) := —f(z). Es gilt dann
g(a) < —d < g(b) und es existiert ¢ € [a, b] mit g(c) = —d, also f(c) =d.
(|

Korollar I11.4.2. Es sei I C R ein beliebiges Intervala und f: I — R sei stetig. Dann ist f(I) wieder ein
Intervall.

BEWEIS. Setze A := inf f(I) € RU{—o0} und B := sup f(I) € RU {oo}. Es geniigt zu zeigen, dass
(A,B) C f(I) gilt denn dann folgt f(I) € {(A,B),[A,B],(4, B],[A,B)}. Es sei also y € (4, B). Dann
existieren a,b € I mit f(a) < y < f(b). Nach dem Zwischenwertsatz existiert also ein = € [a,b] C I mit
f(z) =y, alsoy € f(I). O

IT1.5. Umkehrsatz

Satz I11.5.1. (Umkehrsatz) Es sei f: I C R — R stetig auf einem beliebigen Intervall und strikt wachsend
(d.h. fir x < o’ in I gilt f(x) < f(z')). Dann ist I' :== f(I) C R nach |III.4.9 ein Intervall. Ferner ist
f:I—= T bijektiv und f~1: I' — I ist strikt wachsend und stetig.

BEWEIS. Wir zeigen, in dieser Reihenfolge, dass f bijektiv ist, dass f~! strikt wachsend, und dass f~!
stetig ist.
e Da wir I’ = Bild(f) definiert haben, ist klar, dass f: I — I’ surjektiv ist. Ferner ist f nach
Voraussetzung strikt wachsend und damit insbesondere injektiv. Folglich ist f bijektiv.

IDas Intervall I kann offen, abgeschlossen, halboffen, beschrankt, oder unbeschrankt sein. Wir kénnen hier sogar I =
la,a] = {a} oder I = (a,a) = 0 erlauben, da in diesen pathologischen Fillen die Aussage der Folgerung offenbar richtig bleibt.
Wir setzen aber dennoch im Folgenden stets voraus, dass Intervalle ‘mindestens zwei Punkte enthalten’ (und damit dann
natiirlich unendlich viele).
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e Angenommen, f~! ist nicht strikt wachsend. Dann gibt es v,y € I’ mit y < 3’ aber f~1(y) >
f~1(y') wobei aber ‘=" nicht gelten kann, weil f~! bijektiv ist. Mit = := f~1(y), 2’ := f~1(v/)
erhalten wir zwei Punkte z, 2’ € I mit © > 2’ und f(z) =y < ¢y’ = f(2’). Dann wire f aber nicht
strikt wachsend im Widerspruch zur Voraussetzung.

e Wir fixieren 3 € I’ und setzen x := f~1(y), d.h. f(z) = .

Fall 1: Wir nehmen zunéichst an, dass y kein Randpunkt von I’ ist, d.h. wenn I’ = [a, b] mit
—00 < a < b < oo ist, dann ist y € (a,b) und entsprechend bei Intervallen der Form (a,b] mit
—00 < a<b< oo bzw. [a,b) mit —oo < a < b < 0.

Wenn aber y € I’ kein Randpunkt ist, dann kann z € I auch kein Randpunkt sein, weil
wir bereits wissen, dass f streng wachsend ist. Wir finden also g9 > 0, sodass [x —e,x +¢] C I
fiir beliebiges 0 < € < ¢¢ gilt und konnen definieren y; := f(z — €), y2 := f(x + €). Dann ist
filx—e,x+¢e] = [y1,ye2] bijektiv. Es sei ¢ := min(y — y1,y2 — y), d.h. der Abstand von y zu dem
Randpunkt von [y1, 2] der ndher an y liegt:

6 0

f e VN
L | B L . |
r+e T x+e¢ Ef—1 vy Y2

Dann gilt f~1((y — 6,y +0)) C (x — &,z + €) oder, anders aufgeschrieben,
Vgel: |g—y|<d = |f 17 —z|<e.
Da = = f(y) nach Definition gilt, haben wir gerade gezeigt, dass f~! in y stetig ist.
Fall 2: Wenn y ein Randpunkt ist, dann ersetzen wir in obigem Beweis das Intervall [z —¢, 2 +¢]
durch [z, z + ¢] im Fall, dass x gleich dem linken Randpunkt ist bzw. durch [x — ¢, z] im Fall, dass

x gleich dem rechten Randpunkt ist. Da f streng wachsend ist, gilt dann das Entsprechende auch
fiir y.

f

—_

Ll
Ll

T Y

ffl

(Das Bild zeigt nur den Fall, dass z gleich dem linken Randpunkt ist.)

Bemerkung IT1.5.2. Ein analoger Satz gilt fiir ‘strikt fallend’.

Beispiele II1.5.3.
(1) exp: R — (0,00) ist stetig als Einschrinkung der komplexen Exponentialfunktion exp: C — C,
bijektiv und strikt wachsend. Letzteres wissen wir aus der Mathematik 2. Nach [[IT.4.2] ist daher
log: (0,00) — R stetig und strikt wachsend.

(2) f:[0,00) = R, &+ z® fiir a > 0 ist stetig. Hierfiir sei zunsichst z > 0. Dann gilt x® = €!°8?" =
e®l°8 Nach (1) ist # — logxz stetig. Dann ist aber nach auch z — alogz stetig und
schlieklich = +— e*1°8% = z® nach Fiir z = 0 klappt die obige Argumentation nicht, hier
wenden wir daher das Folgenkriterium an und sehen f(0) = 0% = 0 = lim, 0 e“'°8® (denn nach
der fundamentalen Abschitzung gilt fiir y < 1 stets 0 < e¥ < ﬁ — 0 fiir y - —oo und fir z > 0
gilt logx < — 1 — —oo fiir x \0).

(3) Mit (1) folgt auch, dass f: R — (0,00), « — exp(zloga) = a® stetig ist fiir a > 0 und ebenso die
Umkehrfunktion log, : (0,00) — R.

(4) Aus Blatt 3, Aufgabe 1 wissen wir, dass sin,cos: R — R beide stetig sind. Wir zeigen jetzt, dass
sin: [-%, 5] — [~1, 1] bijektiv ist und strikt wéchst. Daraus folgt, dass cos: [0, 7] — [—1, 1] bijektiv
ist und strikt fillt, da fiir jedes € R die Beziehung cos(z) = sin (g — x) gilt.
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(a) Zunéchst halten wir fest, dass aus sin(—%) = —1, sin(5) = 1 und dem Zwischenwertsatz folgt,
dass sin: [-5, 5] — [~1, 1] surjektiv ist.

(b) Da ferner aus der Mathematik 2 bekannt ist, dass sin|_z =)(z) = 0 genau dann gilt, wenn
x = 0 ist, folgt durch nochmalige Anwendung des Zwischenwertsatzes, dass

sin|(0’%] >0 und Sin|[_%70) <0
gelten. Analog wissen wir, dass cos 5 = 0 ist und sehen, dass
cos|p,z) >0

gilt. Es folgt, dass fiir x # y und —§ <2 < 0 <y < 5 stets sinz < siny gilt. In der Tat ist
fiir =0 < y dann sinz = 0 < siny, fir t < 0=y ist sinx < 0 =siny und flr z < 0 < y
haben wir sinz < 0 < siny.
(c) Es sefen nun 0 < = < y < Z. Wir setzen u := % € (0,2), v := ¥ € (—%,0), d.h. es gilt
z =u+ v und y = u — v und nach obigem cosu > 0 und sinv < 0. Es folgt
siny — sinx = sin(u — v) — sin(u + v)
= sinwucosv — cosusinv — (sinw cosv + cosu sinv)

= —2cosusinv > 0

und damit siny > sin x.

(d) Mit der aus der Mathematik 2 bekannten Symmetrieeigenschaft sin(—z) = —sin(x) folgt fiir
-5 <z <y<0 als0 0 <~y < —z < —7, dann mit (c)

siny = —sin(—y) > —sin(—z) = sinx
und wir erhalten, dass der Sinus auch auf (-7, 0] strikt wéchst.
Wir bezeichnen mit

—g, g] und arccos := cos™': [~1,1] — [0, g]
die nach obigem wohldefinierten und nach [[IL5.1] stetigen Umkehrfunktionen Arkussinus bzw. Ar-
kuskosinus. Die arccos-Funktion hatten wir schon friither kennengelernt.

arcsin :=sin"': [—1,1] — [

I
2 e
(s
L7
Vv I
| I
s _1 | |
- | I
I | s
| | 1 2
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I 1/
] T
a0 —1
-
7/
AR B s
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Wir beachten, dass wir den Definitionsbereich von Sinus und Kosinus auch anders hétten wahlen

kénnen, z.B. ist sin: [Z, 271] — [—1,1] ebenfalls bijektiv.

(5) Nach[[IL5.3|(4) und [[IL3.6|ist der Tangens tan: R\{Z + k7 | k € Z} — R, tanz = SBZ stetig.

cos T
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Wir zeigen jetzt, dass tan: (—Z,Z) — R bijektiv und strikt wachsend ist.

(a)

T 202
Es seien zunichst 0 < z <y < 7. Dann gilt

sinx sin sin
< y < v _

tanx = = tany,

COS ™ COS ™ COos Yy

wobei wir fiir die erste Ungleichung benutzt haben, dass sin wéchst, und fiir die zweite, dass
cos fallt, siehe (3).

Als néichstes seien —F <z <y < 0. Dann gilt

sinz  —sin(—x)
tanx = = = —tan(—x) < —tan(—y) = tany,
CoS T cos(—x)

wobei wir fiir die Abschitzung den vorherigen Teil benutzt haben und davor und danach
Symmetrieeigenschaften von Sinus und Kosinus, die wir in der Mathematik 2 gezeigt haben.

Ist -5 <2 <0<y<7,sofolgt tanz < 0 < tany durch Betrachtung der Vorzeichen von sin
und cos die wir oben notiert haben.

Als letztes miissen wir noch zeigen, dass tan: (=3, ) — R surjektiv ist. Dazu berechnen wir
zuerst

. . sinx . . sinx
lim tanz = lim =400 und lim tanz = lim
z N5 x5 COST N —F TN—7% COST

= —0Q,

weil sinz — £1, cosz — 0 fiir + — £% und cosx > 0 fiir € (=7, §) gelten. Da der Tangens

stetig ist, folgt aus [[I1.4.2] dass Bild(tan |(_%7%)) C R ein Intervall sein muss, was nach dem
Vorherigen aber nur geht, wenn das Intervall (—oo,+00) = R ist.

Die nach [[IL.5.1] stetige Inverse von tan: (=%, 5) — R bezeichen wir mit

arctan :=tan ': R — (

)

[

™
27

und sprechen vom Arkustangens.
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Wir beachten wieder, dass man auch hier einen anderen Zweig des Tangens hétte betrachten
konnen.

I11.6. Extremalsatz und gleichmifsige Stetigkeit

Definition II1.6.1. Es sei D C R beliebig. Eine Funktion f: D — R heifst beschrankt, falls f(D) C R eine
beschrankte Menge ist. Explizit heifit dies

Idm, M eRVzeD:m< f(z) < M.

Entsprechend mit nur einer Abschétzung definiert man, was es heifst, dass f wvon oben bzw. von unten
beschrinkt ist.

Satz III.6.2. (Extremalsatz) Es sei —0o < a < b < 0. Jede stetige Funktion f: [a,b] — R ist beschrinkt
und nimmt Minimum und Mazimum an, d.h. es gibt p,q € [a,b] mit

f(p) = sup{f(z) | x € [a,b]} und f(q) = inf{f(z) |z € [a,b]}.
Insbesondere ist das obige Supremum also ein Mazimum und das Infimum ein Minimum.

BEWEIS. Wir setzen A := sup{f(x)|z € [a,b]} € RU{co} und wihlen (z,)nen C [a, b] mit lim,,_,o f(z,) =
A. Da (z,,)nen beschriankt ist, besagt der Satz von Bolzano-Weierstraf, dass es eine konvergente Teilfolge
(Zn, )ken gibt und wir kénnen p := limg_,o0 Tpn, € [a,b] definieren. Da f stetig ist, gilt nach dem Folgen-
kriterium A = limg_,o0 f(2n,) = f(p). D.h. aber A € R, also ist f von oben beschrénkt und nimmt sein
Supremum an, welches daher ein Maximum ist. Der andere Teil geht genauso. (|

Bemerkung II1.6.3. Intervalle der Form [a,b] mit —0co < a < b < co heiflen kompakte Intervalle. [[11.6.2
wird falsch wenn der Definitionsbereich nicht kompakt ist oder wenn f nicht stetig ist.

Definition I11.6.4. Wir nennen D C C beschrinkt, wenn gilt
IM>0VzeD:|z| <M.

(@™ .
N
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Eine Funktion f: D — C mit D C C beliebig (also vielleicht auch unbeschrénkt) heift beschrinkt, wenn
f(D) C C beschréankt ist. Explizit heift dies

IM>0VzeD:|f(zx) <M.

Fiir Funktionen f: D C R — R ist obiges dquivalent zur Beschrinktheit, wie wir sie in definiert
haben.

Bemerkung II1.6.5. [[I1.6.2| gilt komplex zumindest in folgendem Sinne: Ist M > 0 und f: {z € C ’ |z] <
M} — R stetig, so ist f beschriankt und nimmt Minimum und Maximum an. Hat man eine stetige Funktion
f:{z €C||z] < M} — C, so zeigt die Betrachtung von |f|: {z € C | |2] < M} — R, dass f beschréinkt ist.

Definition IT1.6.6. Eine Funktion f: D C R — R ist gleichmdfig stetig, falls gilt
Ve>03>0Va,yeD:jz—y|<d = |f(z)— fly)] <e.

Bemerkungen I11.6.7.
(i) Jede gleichmiRig stetige Funktion ist stetig, denn die Implikation

Ve>03d6>0Va,y: ... = VaVe>0d>0Vy:

gilt unabhéngig von der Aussage, die nach den Quantoren folgt.

(ii) Die Umkehrung von (i) ist falsch: Betrachten Sie dazu f: (0,1) — R, f(z) = 1. Nach|I1I.2.3(iii) und
I11.2.6| ist f stetig. Wir hatten aber bereits in [III.2.3(iii) beobachtet, dass wir bei einem fixierten
€ > 0 den Wert von § > 0 immer weiter verkleinern miissen, wenn wir g ndher an Null wéihlen.

f(xo){===-= \
e
0—9 xo xo+0 »”Uo‘—(S fo 966+5

Fiir einen formalen Beweis nehmen wir an, dass f gleichméfig stetig ist. Dann existiert fiir
e=1ein 6 > 0 mit

Va,ye (0,1): [z —y| <8 = |f(x) - fly)| < 1.

2—-1) _ 1 1

Wir setzen nun z = 1 und y = 5. Dann gilt |z — y| = |3 —%—>Ound|;—i|=|n—2n|=

n > 1. D.h. wir finden n € N mit |z —y| < § aber |f(z) — f(y)| > 1 im Widerspruch zur Annahme.
(iii) Auf kompakten Intervallen sind die zwei Begriffe dquivalent wie der néichste Satz zeigt.
Satz IT1.6.8. Fs sei —0o < a < b < oo und f: [a,b] = R sei stetig. Dann ist f gleichmdfig stetig.
BEWEIS. Angenommen, f ist nicht gleichméfig stetig. D.h. es gilt
Je>0Vo>03z,yeD:jz—y|<d A l|f(z)— fly)] >e.

Wir wahlen ein € > 0 wie oben. Fir n € N setzen wir § = % und finden dazu x,,, ¥, € D mit |z, — y,| < %
und |f(zn) — f(yn)| = €. Nach dem Satz von Bolzano-Weierstraf§ existiert dann eine konvergente Teilfolge
(Zny ) ken von (X, )nen. Wir definieren ¢ := limg o0 Tp, . Da |[Xn, — Yn, | < % — 0 fiir £ — oo gilt, folgt mit
der Dreiecksungleichung

‘ynk - C| = |ynk — Zpy, + Tny, — C‘ < |ynk - xnk| + ‘-rnk - C| -0

und daher limy_, o Yn, = c. Da f stetig ist, folgt weiter
Jimn (£ (ne) = flgn)] = () = F(e) =0
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im Widerspruch zu | f(xn, ) — f(yn,)| = € > 0 fiir alle k € N. O

Bemerkung III1.6.9. [II1.6.8| gilt auch im Komplexen, z.B. fir f: {z € C||z — 20| < R} = C mit z5 € C
und R > 0 beliebig.
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KAPITEL IV

Der Fundamentalsatz der Algebra

In diesem Kapitel behandeln wir einen Beweis des Fundamentalsatzes der Algebra, den wir schon in der
Mathematik 2 benutzt haben. Dieser besagt, dass jedes nichtkonstante Polynom mit komplexen Koeffizienten
mindestens eine komplexe Nullstelle besitzt.

IV.1. Beweis

Lemma IV.1.1. Es seip: C — C, p(z) = Zk 0 cx2* eine komplexe Polynomfunktion vom Grad n > 1 und
es sei a € C mit p(a) # 0. Es sei weiter R > 0 und D := {z € C| |a — z| < R}. Dann existiert b € D mit

Ip(b)| < |p(a)|.

BeEwEIs. Wir bemerken zunéchst, dass die Punkte in D von der Form a + w mit |w| < R sind. Nun
behaupten wir, dass

() pla+w)=pla) +cw™ (1 +r(w))
gilt mit ¢ € C\{0}, 1 < m < n und einer Polynomfunktion r: C — C vom Grad n — m, die r(0) = 0 erfiillt.
In der Tat gilt nach dem binomischen Lehrsatz

k)= 3ot = Yoo (Y (et = 3 (3 (et ot

=0 i=0 \k=1
wobei wir (1) = 0 fiir ¢ > k benutzt haben. Also ist w — p(a + w) eine komplexe Polynomfunktion vom
Grad n, und damit ist auch
p:C—=C, pw):=pla+w)—pla)

eine Polynomfunktion vom Grad n, die wegen n > 1 nicht konstant ist, und an der Stelle wg = 0 eine
Nullstelle besitzt.

Ist m € Ny die Ordnung der Nullstelle wg = 0, so gilt 1 < m < n und wir kénnen nach dem Satz iiber
Polynomdivision aus der Mathematik 1 fiir jedes w € C

p(w) = w™q(w)

schreiben, mit einer Polynomfunktion ¢: C — C vom Grad n — m, sodass ¢(0) # 0. Wir betrachten nun die

Polynomfunktion r: C — C gegeben durch r(w) := %. Dann hat r Grad n und es gilt 7(0) = 0, sowie

g(w) = q(0)(1 + r(w)). Damit haben wir (x) fiir ¢ := ¢(0) gezeigt.

Als néichstes schitzen wir |cw™| und |r(w)| nach oben ab fiir Werte w, die nahe bei Null liegen:

(1) Fiir |w] < p1 := ¥/|p(a)/c| (wohldefiniert und strikt positiv!) gilt:
|cw™| = [ef[w]™ < c[lp(a)/c| = |p(a)]-
(2) Da r: D — C stetig ist und (0) = 0 gilt, folgt fiir e = 1, dass ein py > 0 existiert, sodass fiir alle
w € C gilt
lw| < p2 = |r(w)| < 1.
Kombinieren wir (1) und (2), so erhalten wir
(o) Vw € C mit |w| < p:=min(py, p2): |cw™| < |p(a)| und |r(w)| < 1.
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Es sei nun ¢ eine m-te Wurzel von — ;EZ%Z‘, d.h. es gilt

~ pla)/c

Ip(a)/c|
Es sei weiter 0 < ¢ < min(p, R). Wir setzen wy := ¢ und behaupten, dass b := a + wy die im Lemma
gewiinschten Eigenschaften hat. In der Tat gilt zunéchst |wg| = ¢ < R und daher ist b € D:

(eC [¢l=1 und ("=

Jetzt muss noch |p(b)| < |p(a)| gezeigt werden. Mit (%) folgt

Ip(b)| = [p(a + wo)| = [p(a) + cwg' (1 4 7(wo))|

und weiter mit § := [p(a)/c]|

gm

p
p(a)/c|
wobei wir erst die Definition von wyp, dann die Definition von ¢ und schlieflich die Definition von ¢ benutzt
haben. Da e > 0 ist, sehen wir, dass 6 > 0 gilt. Wegen ¢ < p folgt mit (o), dass 6 < 1 gilt. Damit schétzen
wir nun |p(b)| weiter ab. Mit (4) erhalten wir

lp(b)| = p(a) — dp(a)(1 + r(wo))|
= (1 = d)p(a) — dp(a)r(wo)|
|
|

(+) cwy' =™ =~

(a) = —dp(a),

< (1—=90)|p(a)| + dlp(a)||r(wo)]  (Dreiecksungleichung)
< (1 =9)|p(a)| + d|p(a) (weil |r(wp)| < 1 nach (o))
= lp(a)|. O

Satz IV.1.2. (Fundamentalsatz der Algebra) Jedes nichtkonstante Polynom mit komplexen Koeffizienten
besitzt mindestens eine komplexe Nullstelle.

BEWEIS. Essei p: C— C, p(2) = Y. r_, ckz" eine Polynomfunktion vom Grad n > 1. Wir betrachten

. p(Z) . Cn—1 Cn—2 €o
lim = lim |c e —| =c
|z| =00 2™ \z|—>oo[ nt 4 + 22 + + Zn] "
woraus folgt
lim [|p(z)] = lim |p7(z)‘ 2" = +oo,
|z|—00 |z] =0’ 2™

weil ¢, # 0 nach Voraussetzung gilt. D.h. es existiert ein Ry > 0, sodass |p(z)| > |p(0)| fiir alle z auf dem
Kreis {z € C | |z| = Ry} gilt. Nun ist

|p|2§1 :{Z€C||Z|<R1}4)R

stetig und nimmt gemé&s [I11.6.5|sein Minimum in einem Punkt a € D; an. Wegen obigem kann a aber nicht
auf dem Rand liegen, also a € Dy = {z € C|[z| < Ri}. Jetzt nehmen wir R > 0, sodass D = {z €
C| |z —al < R} C Dy gilt:
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D
0 Ry

Dy

Angenommen, p(a) # 0, dann géibe es nach [[V.1.1|ein b € D C Dy mit |p(b)| < |p(a)| und a wire keine
Minimalstelle von [p| auf D;. Widerspruch. (]

Korollar IV.1.3. Uber C zerfillt jedes Polynom p vom Grad n > 1 in Linearfaktoren. Genauer: Es gibt
21y ..y2n € C und c € C mit

n

p(z) = cH(z —z;).

i=1
BeEwEIS. Wir wenden und den Satz iiber Polynomdivision aus der Mathematik 2 n Mal an. [
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KAPITEL V

Differenzierbarkeit

V.1. Definition

Definition V.1.1. Essei f: R D D — R eine Funktion und es sei a € D ein Beriihrpunkt von D\{a}. Dann
ist f differenzierbar in a, falls der Grenzwert

f/(a) — xhl}}z f(x; : ({(a)
z€D\{a}

existiert. Der Wert f’(a) heifst die Ableitung von f an der Stelle a. Falls jeder Punkt a € D Berithrpunkt
von D\{a} ist und f differenzierbar in jedem a € D ist, dann sagen wir, dass f (uberall) differenzierbar ist.
Wir bekommen in diesem Fall eine Abbildung

i D—=R, a— f'(a),
die wir als Ableitung von f bezeichnen.

Bemerkungen V.1.2.

(i) Dass a € D ein Berithrpunkt von D\{a} ist, ist notig damit der Grenzwert in wohldefiniert
ist: Da wir z = a nicht einsetzen konnen, brauchen wir Punkte in D, die nah bei a liegen, aber
nicht gleich a sind. Oft lasst man ‘z € D\{a}  unter dem Limes weg, weil man am nachfolgenden
Bruch sieht, dass x = a nicht eingesetzt werden darf.

(i) In bedeutet ‘der Grenzwert existiert’, dass dieser in R existiert; oo sind nicht erlaubt.
(iii) Substituiert man h := x — a, so sieht man, dass
. +h) — f(a)
(.
fi(a) = lim Y

gilt, falls f differenzierbar ist. Man kann auch die Definition mit obigem Ausdruck formulieren.

Wenn man ganz genau sein will, muss man noch a + h € D\{a} oder h # 0 unter den Limes

schreiben, aber auch hier lassen wir dies meistens weg.
(iv) Andere Notationen fiir die Ableitung sind

f/a) = (o) = 10 _ U

Tr=a

oder f'(z) = %(x) = %(;) bzw. kurz [/ = %. Hierbei ist zu beachten, dass % lediglich eine
Abkiirzung ist und kein Bruch reeller Zahlen. Wir werden allerdings spdter an manchen Stellen so
tun, als wére dies doch ein Bruch mit dem wir ganz normal rechnen kénnten! Solche ‘Rechnungen’
sind dann aber nur als Heuristiken zu werten und haben keinen Beweiswert. Wir werden sehen, dass
dies einerseits in der Praxis durchaus hilfreich sein kann und manchmal nur eine etwas unsaubere
Schreibweise eines fundierten mathematischen Satzes ist. Andererseits werden wir auch sehen, dass
es zu schweren Fehlern fithren kann, wenn man allzu sorglos damit umgeht.
Es gilt z.B.
) df
F(0) = dx( ) dx dz lz=o0

aber nicht f/(0) = 4£(0).

Beispiele V.1.3.
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(i) Essei f: R = R, f(z) = c fiir ein ¢ € R. Dann gilt
@) - f@) _ e—c_

f'(a) = lim = lim 0.
z—a Tr—a T—a  — a
(ii) Fir f: R > R, f(x) = cx mit c € R gilt
oy e fleth)—fl@) . cle+h)—cx . cxtch—cx . ch
filw) = Jlim h =i h = h ==

iii) Es sei f: R = R, f(z) = 2*. Dann gilt
(iii) Essei f: R =R, f(z) = 2”. Dann gil
(v + h)% — 22 . 2?4+ 2xh+ h? — 2?
= lim

/ BT o _
fiw) = Jimy h o0 h = (22 + h) = 2z.
(iv) Fiir die Funktion f: R\{0} = R, f(z) = 1 gilt
W T N S DN el G ) Ol SR
f(m)iilllg})h(x—i—h x)ihlg%] h(x + h)x 7}?3%(3:4—]1)957 z?

(v) Essei f: R — R, f(z) = |z| die Betragsfunktion. Dann gilt fiir z # 0
R Ll e B s x>0 1, x>0
) = lim ARl N =
Fla) =l =, A | 2=y oo [T\ o1,z <0 |0

wobei wir in der ersten geschweiften Klammer benutzt haben, dass fiir z > 0 und h geeignet klein
ebenfalls z 4+ h > 0 gilt und analog fiir z < 0 und h geeignet klein z + h < 0 gilt. Fiir z = 0 existiert

lim w — lim M
h—0 h h—0 h
also nicht und die Betragsfunktion ist in Null nicht differenzierbar.

P
\ —

V.2. Ableiten und lineare Approximation

Satz V.2.1. (Lineare Approzimation) Es sei D C R und es sei xg € D Berihrpunkt von D\{zo}. Dann
sind folgende Aussagen dquivalent.
(i) f ist in zo differenzierbar.

(ii) Es existieren o € R und ¢: D — R, sodass gilt:
o VzeD: f(z)=f(zo) + alz —z0) + ¢(x),

e 1im 2@y
r—x0 L — ([0
TH#x0

Falls obiges der Fall ist, gilt o = f'(x9).

BEWEIS. (i) = (ii): Es sei f differenzierbar in zy. Wir setzen o« := f’(zg) und o(z) := f(x) — f(zo) —
a(x — xp). Dann gilt die Formel aus (ii) und weiter

p(x) _ f(x) ~ flxo)

Tr — X Tr — X

_ f'(xo) rzro,

(ii) = (i): Es seien a und ¢ wie in (ii). Dann gilt

f@) = flzo)  _ (@)= flzo) oz —20) _ #(&) =

Tr — X Tr — X Tr — X
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f(@)=f(zo)

und damit existiert der Grenzwert lim,_,, pr—

und ist gleich a. O

Bemerkung V.2.2. Essei f: D C R — R differenzierbar in 2y € R. Dann ist
L: D =R, L(z) := f(xo) + f'(w0)(x — 20)

eine affin-lineare Approximation von f. Den Graphen von L kann man sich als Tangente an den Graphen
von f im Punkt (zg, f(z0)) vorstellen. In der Schule wird die Ableitung vielleicht manchmal als Steigung der
Tagente in einem Punkt ‘definiert’. Hierflir miisste man allerdings zuerst definieren, was eine Tangente an
einen Graphen in einem Punkt sein soll. Dennoch passt das nachfolgende Bild gut zu der iiblichen Erklarung,
bei der man Sekanten einzeichnet, die durch (zo, f(z¢)) und (z, f(z)) gehen, und sich dann vorstellt, dass =
immer ndher an x( heranriickt und die Sekante im Grenzfall mit dem Graphen von L iibereinstimmt.

Die Abbildung ¢ aus kann als ¢ = f — L geschrieben und als Fehler interpretiert werden, den wir
machen, wenn wir f durch L ersetzen. ii) sagt dann, dass dieser Fehler schneller als x — x¢ gegen Null
geht, wenn wir uns mit z an zy annihern, denn wenn wir ¢(x) durch x — z¢ teilen, was selbst gegen Null
geht, dann geht der Quotient immer noch gegen Null.

Korollar V.2.3. Es sei f: D — R eine Abbildung. Es sei xy € D. Dann gilt: Ist f differenzierbar in xq, so
ist f ist auch stetig in xg. Die Umkehrung gilt nicht.

BEWEIS. ‘=" Wir wihlen « und ¢ wie in ii). Dann gilt
Jim f(w) = lim (f(z0) + f'(z0)(x = w0) + ¢())
= f(zo) + lim f'(zo)(z — x0) + lim p(x) = f(xo).
Tr—rxo Tr—xo

‘<L’ Die Betragsfunktion f: R — R, f(z) = |z| ist im Punkt 29 = 0 zwar stetig, aber nicht differenzierbar.
O

V.3. Rechenregeln fiir Ableitungen

Satz V.3.1. (Ableitungsregeln) Es seien f,g: D C R — R differenzierbar in @ € D und sei A € R. Dann
sind auch die Abbildungen f + g, \f und f-g: D — R differenzierbar in x und es gilt:

(f+9) (@) =f'(z)+g'(x)
(Af) = Af'(=z)
(f-9)(x) = f'(z)g9(x) + f(x)g'(x) Produkt- oder Leibnizregel.
Die ersten beiden Regeln zusammen besagen, dass Ableiten eine R-lineare Abbildung ist. Ist zusdtzlich zu den

Voraussetzungen oben noch g(x) # 0 fir alle v € D, dann ist auch 5 D — R in x differenzierbar und es
gilt die Quotientenregel
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BEWEIS. Die ersten zwei Aussagen folgen direkt aus den Rechenregeln fiir Grenzwerte, die wir in der
Mathematik 2 behandelt haben. Fiir die Produktregel berechnen wir

. z+h)glx+h)— f(z)g(x
(o)) = iy L2 Dol 4 1) = J (el
h—0 h
o1
= lim = (f(z + W) [g(e +h) = g(@)] + [z +h) = f(2)]g(a))
o gx+h)—g(x)  flz+h)—flz)
= lim (f(x 4 h) i + - g(z))
= f(2)g'(x) + f'(x)g9(x).
Fiir die Quotientenregel betrachten wir erst den Spezialfall, dass der Zahler konstant Eins ist:
1/ 1 1 1
z —lim-— =
(g) (@) hl—%h(g(x—i—h) g(m))
1g(x) —g(z +h)
im - *¥———————~
W20 h g(z + h)g(a)
. o(x) — gl + h)
h—0 g(z + h)g(x) h
1 /
=——(—¢'(v)).
g(x)z( ( ))
Hierbei haben wir im letzten Schritt benutzt, dass ¢ in « wegen [V.2.3] stetig ist. Die allgemeine Version der
Quotientenregel konnen wir nun mithilfe der bereits bewiesenen Produktregel zeigen:
' ' 1 —d(z) f(x)g(x) — g'(2) f(x)
Nx)=(f-=)(x)=f'(z + f(z) = . O
g) W= @ =T e g I /@7
Satz V.3.2. (Kettenregel) Es seien f: D CR = R und g: F C R — R mit f(D) C F gegeben. Es sei f
differenzierbar in x € D und g differenzierbar in y := f(x) € F. Dann ist go f: D — R differenzierbar in x
und es gilt

(go f)(x) =g (f(x)f'(x).

BEWEIS. Wir definieren zunéchst die Hilfsfunktion
9@—gly)
> UFY
9@, J=uv.

g F =R, g*(z])={

Da g in y differenzierbar ist, gilt dann limg_,, ¢* () = ¢'(y) = g*(y). Daraus folgt
o ) — i SHE) 0G @) _ @) - fla)

o gl

i I—x F—a i-z Y (@) - f(),
wobei die letzte Gleichheit aus [V:2:3] zusammen mit dem in der Zeile davor ausgerechneten Grenzwert folgt.
Die mittlere Gleichung sieht man am besten riickwérts durch Fallunterscheidung: Ist f(Z) # f(x) so kann
der erste Faktor geméfs dem ersten Fall in der Definition von g* ersetzt werden. Dann kiirzen sich aber die
Terme f(Z) — f(x) weg und auf beiden Seiten bleibt das gleiche tibrig. Ist f(&) = f(x), so sind beide Seiten

gleich Null. |

Beispiele V.3.3.
(i) Es sel fr: R = R, f,(x) = 2™ fiir n € Ny. Fiir n € N gilt dann f], = nf,_1. Wir zeigen dies mit
Induktion.
Die Félle n = 1,2 haben wir schon in [V.1.2] gesehen.

Fiir den Induktionsschritt von n auf n + 1 erhalten wir

(for1)' () = (frfn)' () = fi(@) ful@) + fr(2) £ (2)
=1-2"+2-nz" = (1+n)z" = (n+1)f.(2),
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wobei wir fiir die zweite Gleichung die Produktregel und fiir die dritte die Induktionsannahme sowie
die Formel fiir n = 1 aus dem Induktionsanfang benutzt haben.

ii) Es sei g,: — R, gn(x) = = firn € N. Fiirn € ilt dann = (—n) : gny1- In der Tat
i) Es sei gn: R\{0} > R, g L g N. F N gilt dann ¢/, gns1. In der T
folgt mit der Quotientenregel und (i):

1

, / 0 folx)—1-fl(z
gn(2) = (ﬁ) () = / (fl(I)Q ful2)
—ngn! n n

= (xn)Q = _xQn—7L+1 = _$n+1 = (_n) gnJrl(l')'

(iii) Beispiele (i) und (ii) schreibt man oft zusammen als (")’ = nz™~! fiir n € Z. Dabei muss man aber
beachten, dass diese Funktionen fiir unterschiedliche n verschiedene Definitionsbereiche haben.

(iv) f:1]0,00) = R, f(z) = y/z. Dann gilt f'(x) = % fir z > 0:
f(z) = lim YERRZVE

h—0 h

o (VETh VDWET Rt V)
TR R

= lim —(x—l—h)—x
h=0 h(Vz +h + /x)

1
= lim —
h=0/x + h+ /x
1
21’
Beachten Sie, dass hier nur strikt positive Werte von h betrachtet werden, da der Grenzwert iiber
h € ]0,00)\{0} gebildet wird, vgl. und |[V.1.2(i). In = 0 ist f nicht differenzierbar, weil der

Grenzwert,
VO+h—=v0 . VA

}lll—>0 h flili% h

nicht existiert. Im folgenden Bild sieht man, dass die Funktion immer steiler wird, je ndher man der
Null kommt; fiir die Ableitung(sfunktion) f’: (0,00) — R gilt lim,_,o f'(z) = +o00. In Null existiert
die Ableitung nicht.

Satz V.3.4. Die Ezponentialfunktion exp: R — R ist differenzierbar und es gilt exp’ = exp.
BEWEIS. Essei 2 € R und 0 < |h| < 1. Dann gilt (mit demselben Trick wie in einer Prisenzaufgabe):
| —e$_6$|_ew}eh—l—h|
h h |h|
1

ez-i—h
|€ — (1 +n)]

e |h|1+

_ € h
h\|€ Zkz'|\|h|(1+1)e
||

Al

Elelhl 0,
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wobei wir zuerst die Fehlerabschétzung fiir die Exponentialfunktion angewendet haben und dann, dass nach
I11.5.3(i) die Exponentialfunktion (insbesondere in Null) stetig ist. Es folgt also

eerh — et
lim —— =c¢
h—0 h

x

und damit die Behauptung. O

Satz V.3.5. Es sei I C R ein beliebiges Intervall. Es sei f: I — R stetig, strikt wachsend und g :=
f~1: I' = R die Inverse, wobei wir I' := Bild(f) setzen. Es sei nun zusdtzlich f differenzierbar in x € I und
gelte f'(x) # 0. Dann ist g differenzierbar in y := f(x) und es gilt

) 1 1
70 = 73 (= Foa)

Der Satz gilt analog fiir strikt fallende Funktionen.

BEWEIS. Es sei (yn)nen C I'\{y} gegeben mit lim,, o ¢y, = y. Wir setzen z,, := g(yn). Da g stetig ist,
folgt lim,— 00 2, = g(y) = x. Da g bijektiv ist, gilt x,, # x fiir alle n € N. Nun folgt

o 9(yn) —9(y) _ T —x 1

lim —————== = lim =

noo yn —y n=oo flon) — f(z)  f'(x)
und da (y,)nen beliebig war, haben wir ¢'(y) = W gezeigt. O

_ , 1 1 1.
Korollar V.3.6. Es gilt log'(x) = = = — fir x > 0 und unter Benutzung von|V.3.9
exp’(logz) exp(logz) =z

und[V.3
Satz V.3.7. Die Funktionen sin, cos: R — R sind differenzierbar und es gilt sin’ = cos und cos’ = — sin.

BEwWEIS. Wir notieren zunéchst

d . . sin(x+h) —sinz
I (@) = lim h
sinx cosh + cosxsinh — sinx

= 1'
hg% h
. . cosh —1 sin h
= lim (smx-i—kcosa% )
h—0 h h
. . cosh —1 n . sin h — ()
=sinx hli% h Cos T hll% o
und sehen, dass es geniigt,
cosh—1 . sinh
im ——— =0 und lim =1
h—0 h h—0 h

zu zeigen. Wir behandeln den ersten Grenzwert hier und den zweiten in einer Présenzaufgabe. Da wir im
Beweis von[V.3.4] die Exponentialfunktion mithilfe der Fehlerabschétzung ihrer Reihendarstellung behandelt
haben, und wir fiir den Kosinus ebenfalls die Reihendarstellung cosz = Z:;OZO(—I)’f (” o1 kennen, liegt es

nahe auch hier dieselbe zu verwenden. Dies fihrt zunichst auf

|h‘|cosh |h“cosh Z

‘cosh—ly kh%‘

h (2k)!
und wir bendétigen nun eine Fehlerabschétzung. Hierfiir berechnen wir fiir n > 0
1, £=0,4,8,...
Re(3o ) S R ] B E=LB0
e = e(i")— wund ¥ =
£ ! k! -1, k=2,6,10,...
=0 k=0
—i, k=3,7,11,...,
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woraus fiir |z| < 1 folgt

n 2n+1 k
|cosx—2(— "—‘Re £ k'
k=0 k:O
2n+1 (’L{E
}Re kZ:O i
2n+1 ,.
in (iz)"
< }e - Z Ll ’
k=0
|il’|2n+2 iz
S (2n+2)!
‘m|2n+2
(2n+2)V

wobei wir fiir die erste Ungleichung |2| = /(Rez)? + (Im2)2 > /(Rez)2 = |Rez| benutzt haben, fiir die
zweite die Fehlerabschéitzung der Exponentialfunktion und fiir die dritte |¢| = 1 und dass die reelle Expo-
nentialfunktion wachsend ist und daher el < e! < 3 gilt.

Wir erhalten also insgesamt

n L T ‘x|2n+2
s — -1 <3
| cos ;0( et e
Um zu der Abschétzung von |%\ zuriickzukommen, setzen wir oben z = h und n = 0 und teilen
dann nochmal durch |h| = |z| und erhalten nun die gewiinschte Abschétzung
0
cosh — 1 h2’C 3 h? 3
< — =—|h| =0
= |h|‘COS Z;) ‘ oo~ 2
fiir h — 0.
h — 1 in einer Prisenzaufgabe und bekommen damit
. . cosh— sinh
(*):s1nz~hm7+cosx lim —— = cosz.
h—0 h h—0
Analog zeigt man cos’ = — sin. O

Bemerkungen V.3.8.
(i) Mit und der Quotientenregel kann man sehen, dass auch der Tangens differenzierbar ist und
tan’ bestimmen.

(if) Mit (i) und folgt, dass die inversen trigonometrischen Funktionen differenzierbar sind; ihre
Ableitungen werden wir in einer Ubungsaufgabe bestimmen.

V.4. H6here Ableitungen

Ist eine Funktion f: D C R — R auf ganz D differenzierbar, so betrachten wir die Ableitung als neue
Funktion f’: D — R. Es liegt dann nahe, diese Funktion wieder auf Differenzierbarkeit oder zumindest auf
Stetigkeit zu untersuchen und, im Fall, dass f’ wieder iiberall differenzierbar sein sollte, fiir die Ableitung der
Ableitung (f')" =: f" wieder genauso zu verfahren. Im Folgenden beschrianken wir uns auf Definitionsbereiche
die nichtleere offene Intervalle sind und definieren induktiv, was es heifst, k-mal differenzierbar zu sein, wobei
wir den Anfang in (i) fiir £ = 1 schon in erledigt haben und nur noch bemerken miissen, dass wir statt
f" unten f() schreiben:

Definition V.4.1. Es sei I ein nichtleeres offenes Intervall und f: I — R.
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(i) Fiir k& > 2 sagen wir, dass f k-mal differenzierbar ist, falls f (k—1)-mal differenzierbar ist und

f*=D. T — R differenzierbar ist. Wir bezeichnen in diesem Fall f*) := (f*=1) als die k-te
Ableitung. (Die wird manchmal auch als % notiert.)

(ii) Ist fir k > 1 die k—te Ableitung zusétzlich stetig, so sagen wir f ist k—mal stetig differenzierbar. Im
Fall einer 1-mal stetig differenzierbaren Abbildung lassen wir ‘1-’ weg und sprechen nur von einer
stetig differenzierbaren Abbildung.

(iii) Wir fiihren die folgende Notation ein
CoUI):= C(I) := {f: I — R f ist stetig}
CH(I) :={f: I = R| f ist k-mal stetig differenzierbar} fiir k € N
()= () ¢*)
keN

Fiir k& € Ny U {oo} nennen wir die Elemente von C*(I) auch C* Funktionen. Wir bezeichnen
manchmal mit f(°) := f die Funktion selbst (‘0-te Ableitung’). Wir beachten, dass C°>°~Funktionen
beliebig oft (stetig) differenzierbar sind.

Beispiele V.4.2.
(1) =+ 22, sin, cos, exp € C™(R), log € C*°((0, 00)).
(2) || € C°(R)\ C*(R); in der Tat ist | - | in & = 0 nicht differenzierbar also insbesondere nicht stetig
differenzierbar auf R.

22sin(L), x#0
3) [ R=R, f(z)= (””>
0, r=0
zierbar jedoch mit unstetiger Ableitung.

in(L
sin(z), @ # 8 } gehort zu CH(R)\ C*(R). Hier ist f’ in Null nicht diffe-

liegt ebenfalls in C°(R)\ C*(R), ist aber iiberall differen-

0, T =

() R >R, f(z) = {x

renzierbar.
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KAPITEL VI

Der Mittelwertsatz und seine Konsequenzen

VI.1. Extrema und der Mittelwertsatz

Definition VI.1.1. Es sei f: (a,b) - R mit —co < a < b < 400 gegeben. Dann hat f ein lokales
Mazimum [bzw. Minimum] in = € (a,b), falls ein € > 0 existiert mit (x — e,z +¢) C (a,b) und f(z) > f(§)
[bzw. f(x) < f(&)] fir alle £ € (x —e, 2+ ¢€). Das lokale Maximum [bzw. Minimum] ist strik¢ falls ‘=" nur fiir
¢ = x gilt. Wir verwenden das Wort Extremum fiir beides, Maximum und Minimum. Lokale Extrema nennt
man auch relative Extrema.

Satz VI.1.2. (notwendige Bedingung fiir lokale Extrema) Es sei f: (a,b) = R mit —oo < a < b < +00
gegeben. Wenn f im Punkt x € (a,b) ein lokales Extremum hat und f in x differenzierbar ist, dann gilt

F() = 0.

BEwEIS. Wir behandeln nur den Fall, dass f in z ein lokales Maximum hat. Dann existiert ein € > 0,
sodass (x — e,z 4+ ¢) C (a,b) und f(&) < f(z) gilt fiir alle £ € (x — e, 2+ ¢). Weil f differenzierbar ist, folgt

o)t FO @) O F) O~ ),

E—z  E—=x SNz E—=x e E—x
In den beiden letzten Briichen sind fiir alle £ die hinreichend nah bei z sind, die Z&éhler negativ oder Null.
Der Nenner ist aber im letzten Bruch stets negativ und im vorletzten stets positiv. D.h. der Grenzwert ist
gleichzeitig kleiner gleich Null und grofser gleich Null und kann damit nur gleich Null sein. |

Bemerkungen VI.1.3.
(i) f'(x) = 0 ist nur notwendig, aber nicht hinreichend fiir ein Extremum: f: R — R, f(z) = 22 erfiillt

f/(0) =0, aber in Null liegt kein Extremum vor.

(ii) Ein Extremum kann vorliegen, ohne dass die Funktion differenzierbar ist, z.B. hat |- |: R — R ein
striktes lokales Minimum in Null.

(iii) Betrachten wir f: [a,b] — R mit —oo < a < b < 400, so kann f(a) = max,c[qp f(2) oder
f(a) = mingejqp) f(2) gelten und f in a differenzierbar sein, ohne dass die Ableitung in diesem
Punkt verschwindet, so zum Beispiel fiir f: [0,1] = R, f(z) = «.

Satz VI.1.4. (Satz von Rolle; ausgesprochen ‘Roll’) Es sei —oco < a < b < +o0 und es sei f: [a,b] = R
stetig mit f(a) = f(b). Weiterhin sei die Einschrinkung von [ auf (a,b), f: (a,b) — R, differenzierbar.
Dann existiert ein & € (a,b) mit f'(§) = 0.

BEWwEIS. Falls f konstant ist, dann ist die Aussage trivial. Es sei f also nicht konstant.

Fall 1: Es gibt ein zg € (a,b) mit f(xg) > f(a). Nach dem Extremalsatz (II1.6.2)) existiert « € [a, b]
mit f(x) = maxyep,p f(y). Dieses x muss aber ungleich a und auch ungleich b sein, da wir ja wissen, dass
f(z0) > f(a)(= f(b)) gilt und damit das Maximum nicht in a bzw. b angenommen werden kann. D.h. es gilt
z € (a,b) und daher folgt mit dass f/(r) = 0 ist.

Fall 2: Wenn es kein g € (a,b) mit f(xg) > f(a) gibt, dann muss es ein z¢ mit f(z¢) < f(a) geben und
man kann vollig analog zum ersten Fall argumentieren. ]

Satz VI.1.5. (Mittelwertsatz) Es sei —o0o < a < b < +oo und f: [a,b] — R sei stetig und f: (a,b) — R
differenzierbar. Dann existiert £ € (a,b) mit
f(0) — f(a)
b—a
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Im Bild hat die rote Gerade die Steigung f'(§) und ist parallel zur grimen Verbindungsstrecke mit Steigung
f®)—f(a) .

b—a

f)

fla) |

a & b
BEWEIS. Wir definieren die Hilfsfunktion
Filab] =R, F(z):= f(z)— W(x _a).
Dann ist F stetig auf [a,b] und differenzierbar auf (a,b) nach Ergebnissen aus Kapitel und Kapitel

Aufserdem gilt F'(a) = f(a) = F(b) wie man durch Einsetzen direkt tiberpriift. Nach dem Satz von Rolle
existiert daher € € (a,b) mit F'(§) = 0. Damit gilt aber

0=F'()=f'(§) - —5———
und dies zeigt die Behauptung, wenn man nach f’(¢) auflost. O

Bemerkungen VI.1.6.
(i) Der Spezialfall f(a) = f(b) i liefert den Satz von Rolle.
(ii) Man kénnte in [VI.1.4] und [VL.1.5| auch ¢ = a,b erlauben; Differenzierbarkeit und Ableitung in
Randpunkten sind mit definiert. Der Satz ist so aber besser, da wir die Differenzierbarkeit in
a und b nicht voraussetzen miissen und die Aussage £ € (a,b) stérker ist als & € [a, b]. Ein konkretes
Beispiel dafiir ist die Wurzelfunktion f: [0,1] — R, f(x) = v/, die in Null nicht differenzierbar ist,
aber die Voraussetzungen des Mittelwertsatzes erfiillt:

(iii) Es gibt einen ‘verallgemeinerten Mittelwertsatz’: Es seien f,g: [a,b] — R stetig und auf (a,b)
differenzierbar und es sei auferdem ¢'(z) # 0 fiir alle € (a,b). Dann ist g(a) # ¢(b) und es

existiert £ € (a,b) mit
f(0) = fla) _ ()
g9(b) —g(a) ¢ (&)

Der Beweis wird in einer Présenzaufgabe behandelt. Setzt man g(x) = x, so erhilt man den
Mittelwertsatz in der Fassung von [VI.I.5

Korollar VI.1.7. Es sei f: (a,b) — R differenzierbar mit —oo < a < b < 4o00. Falls f' auf (a,b) beschrankt
ist (d.h. es gilt Am, M € RV £ € (a,b): m < f'(§) < M) so folgt

Va1, xo € (a,b) mit x1 < xo: m(xg —x1) < fa2) — f(x1) < M(z2 — 1)

BEWEIS. Fir x; < x2 in (a,b) existiert £ € (21, x2) mit fz2)=fle) /(&) und daher nach Vorausset-

ro—Iq

zungmgwgl\% O

2—1
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Korollar VI.1.8. Es seien —o0o < a < b < 400 und f: [a,b] = R sei stetig und auf (a,b) differenzierbar
mit f'(x) =0 fiir alle z € (a,b). Dann ist f konstant.

BEWEIS. Wir wenden VL7 mit m = M = 0 an. O

Satz VI.1.9. Fs seic € R und f: R — R sei eine differenzierbare Funktion mit f'(z) = cf(z) fir alle
x € R. Es sei weiter a := f(0). Dann gilt f(x) = ae“® fir alle x € R.

BEWEIS. Wir definieren die Hilfsfunktion F: R — R, F(z) = f(z)e”“*. Dann ist F differenzierbar mit
F'(z) = f(z)e™ — cf(2)e™" = (f'(z) — ef(@))e™ = 0.

Nach [VI.1.8]ist F also konstant und wegen F(0) = f(0)e® = f(0) = a folgt, dass F(z) = a fiir jedes z € R
gelten muss. Umstellen von a = F(z) = f(z)e™ " liefert f(x) = ae®® fir alle z € R. O

Bemerkung VI.1.10. [VI.1.8|bedeutet, dass exp: R — R durch die Eigenschaften exp’ = exp und exp(0) =
1 eindeutig bestimmt ist.

Satz VI.1.11. Es seien —00 < a <b < 400 und f: [a,b] — R sei stetig und auf (a,b) differenzierbar.

(1) Falls f'(z) > 0 [bzw. > 0, < 0, < 0/ fir alle x € (a,b) gilt, dann ist f auf [a,b] wachsend [bzw.
strikt wachsend, fallend, strikt fallend).

(i) Ist f auf [a,b] wachsend [bzw. fallend], dann ist f'(xz) > 0 [bzw. < 0] fir alle x € (a,b).

BEWEIS. (i) Es sei f'(z) > 0 fur alle € (a,b). Angenommen, f ist nicht wachsend. Dann existieren
x1, Ta € [a,b] mit x1 < xo aber f(z1) > f(x2). Nach dem Mittelwertsatz existiert dann £ € (z1,x2), sodass

(6 = fza)=F@1) - ( gilt. Widerspruch.

ro2—T1
Es sei jetzt f'(x) > 0 fiir alle x € (a,b). Angenommen, f ist nicht strikt wachsend. Dann existieren
Z1, Tg € [a,b] mit x; < x5 aber f(z1) = f(x2). Nach dem Mittelwertsatz existiert dann £ € (x1,x2), sodass
116 = f@a)=F@1) < gilt. Widerspruch.

T2—T1

Die Aussagen mit f'(xz) < 0 und < 0 zeigt man analog.

(ii) Es sei nun f wachsend. Dann gilt fiir z, £ € (a,b) mit x # £ stets % > 0. Wir fixieren « € (a, b)
und nehmen den Grenzwert £ — x. Dann folgt f'(x) > 0.

Die zweite Aussagen mit f fallend behandelt man analog. O

Bemerkungen VI.1.12.

(i) Héatten wir im Mittelwertsatz £ = a, b erlaubt (siehe die Kommentare in[VL.1.6[ii)), dann hétten wir
oben in (i) Differenzierbarkeit in a, b fordern und auch in diesen Punkten f’(z) > 0 [bzw. > 0, < 0,
< 0] fordern miissen. Das hétte unseren Satz schwécher gemacht, z.B. kann man so mit i)
schliefen, dass f: [0,1] — R, f(z) = 22 und g¢: [0,1] — R, g(z) = /z auf [0,1] strikt wachsen,
obwohl f/(0) = 0 ist und ¢’(0) nicht existiert. In der oben skizzierten Variante des Satzes hitte man
‘strikt wachsend’ auf (0, 1] schlieflen konnen und hétte dann nochmal genauer untersuchen miissen,
was passiert, wenn man den Punkt 0 noch hinzufiigt.

(ii) In|VI.1.11|ii) wurde die Implikation ‘f strikt wachsend = f’ > 0’ nicht vergessen, sondern sie ist
falsch: Z.B. ist f: [-1,1] = R, f(z) = 2? strikt wachsend aber es gilt f/(0) = 0.

53



Satz VI.1.13. (Hinreichende Bedingung fir lokale Extrema) Es seien —oo < a < b < +o0o und sei
f: (a,b) = R dberall differenzierbar und an der Stelle x € (a,b) zweimal diﬁerenzierbaﬂ. Es gelte f'(z) =0
und f"(x) > 0 [bzw. < 0]. Dann hat f an der Stelle x ein striktes lokales Minimum [bzw. Mazimum)].

BEWEIS. Es sei f”(x) > 0. Wegen

>0

! !
" T f (6) - f (CL‘)
existiert ein € > 0, sodass w > 0 fiir alle § € (z—e,z4¢)\{z} gilt. (Angenommen nicht, dann existiert
cine Folge (£, )nen C (a,b) mit &, — = und LEIE <0 fiir alle n € N, also lim,, o 2= < 0 im

Widerspruch dazu, dass letzterer Grenzwert fiir jede Folge (&n)nen echt grofer Null ist.) Da f’(x) = 0 gilt,
erhalten wir also ,
f'(€)

Vée (z—e,x+e)\{z}: = >0
und daher f'(§) < 0 fiir § € (x —¢,2) und f'(§) > 0 fiir § € (x, 2 +¢). Mit [VL.1.11| folgt, dass f|[;—c ) strikt
fallend und f|(; o4 strikt wachsend ist. Also muss in x ein striktes Minimum vorliegen.

Wenn f”(x) < 0 ist, argumentiert man analog. a
Bemerkung VI1.1.14. Der letzte Teil des obigen Beweises zeigt das Vorzeichenwechselkriterium: Ist f: (a,b) —
R differenzierbar und gilt f'(x) = 0 fiir ein = € (a,b) und gibt es ein ¢ > 0, so dass f/'(§) < 0 fir £ € (x—¢,x)
sowie f/'(&) > 0 fir £(x,x +€) [bzw. f/(§) > 0 fir £ € (x — &, z) sowie f'(§) > 0 fiir £(z, 2z + ¢)], dann hat f
in z ein striktes lokales Minimum [bzw. Maximum].

VI.2. Konvexe Funktionen

Definition VI.2.1. Es sei I C R ein beliebiges Intervall. f: I — R heifit
(i) konvez, falls Va,b e I, A € [0,1]: f((1 —Na+ Ab) < (1 —N)f(a) + Af(b),
(ii) strikt konvez, falls Va #be I, A € (0,1): f((1 — XN)a+ Xb) < (1 —X)f(a) + Af(b),
(iii) [strikt] konkav, falls — f [strikt] konvex ist.
Bemerkungen VI1.2.2.
(i) In[VL.2.1]i) kénnte man auch A € (0,1) schreiben, da fiir A € {0,1} beide Seiten der geforderten

Ungleichung gleich sind. Aus demselben Grund kann man in [VI.2.1[ii) nicht A € [0, 1] schreiben,
weil dann die strikte Ungleichung fiir A € {0, 1} immer verletzt wére.

(i) [Strikte] Konkavitdt wird durch die Bedingungen in [VI.2.1|(i) [bzw. [VI.2.1(ii)|] mit umgedrehter
Abschétzung charakterisiert.

1Streng genommen haben wir in Kapitel nur definiert, was 2—mal stetig differenzierbar auf einem offenen Intervall I
heiflt, aber es ist natiirlich klar, dass wir hier meinen, dass f’: (a,b) — R im Punkt x differenzierbar ist, und dass wir mit f"(z)
die Ableitung von f’ in xz bezeichnen.
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(iii) Die Bedingung in i) hat die folgende anschauliche Interpretation:

a (1—Na+ b

[

b

Fiir alle a, b € I ist die gerade Verbindungsline von (a, f(a)) nach (b, f(b)), oder genauer der
Graph der Abbildung

6: [0,1] = R?, ¢(N) = (1= N (4() + M 5(0)) = (slo)) +2((50y) = (),
oberhalb des Graphen von f (wobei ‘=" erlaubt ist). Zeichnet man den sogenannten Epigraph von

f’
epi(f) == {(z,y) e R?* [z € I, y > f(2)},

epi(f)

m
[N

so sieht man, wo der Name ‘konvex’ herkommt: f ist konvex genau dann, wenn epi(f) C R? konvex
ist (d.h. die Verbindungsline von je zwei Punkten bleibt in der Menge):

konvex nicht konvex

Lemma VI1.2.3. Es sei I C R ein beliebiges Intervall und f: I — R. Dann sind folgende Aussagen dquiva-
lent.

(i) f ist konvez.
(ii) Va< x < b: f(z) < f()+f(b ﬁ(a)( —a).
(ili) Va <z <b: L= £ 10
(iv) Va <z < b: f(zi:(]:(a) < f(bl),:
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Ersetzt man in (ii)-(iv) ‘<’ durch ‘<’, so sind diese Aussagen dquivalent dazu, dass f strikt konvez ist.
Durch Umdrehen der Abschitzungen erhalt man Charakterisierungen [strikt] konkaver Funktionen.

BEWEIS. Wir zeigen nur die erste Aussage; der Rest geht genauso bzw. folgt durch Multiplikation mit
—1.

(i) = (ii): Es seien a < < b in I. Setze A := £=2. Dann ist A € (0,1) und es gilt

b—a
r—a x—a
(L=Na+xb = (1-7—)a+T—b
_(b—a—x+a)a+(r—a)b
N b—a
_ ba—za+xb—ab
N b—a
_ (b—a)z
b—a

Daher kénnen wir benutzen, dass f konvex ist, und mit [VI.2.1(i) wie folgt abschétzen

f(@) = F(1=Na+Ab) < (1=X)f(a)+ Af(b)

= (1-T=0)f @)+ T 1)
= f(y+ LD

(if) = (iii): Es seien wieder a < x < b in I. Wir starten mit der Ungleichung in (ii) und subtrahieren erst
f(a) und teilen dann durch (z — a). Das liefert die erste Ungleichung in (iii). Jetzt multiplizieren wir die
Ungleichung aus (ii) mit —1 und addieren f(b) auf beiden Seiten. Dies liefert

16~ f@) > 50 @) - OO g

(f(b) = f(@))(b—a) = (f(b) = f(a))(z — a)

b—a
R ICET (P
IOES P

Nun teilen wir beide Seiten der obigen Ungleichung durch (b — z) und beachten, dass letzteres positiv ist.
Dann folgt

f) = fz) _ f(b) = f(a)
b—x - b—a

und das ist gerade die zweite Ungleichung in (iii).
(iii) = (iv): Dies ist eine Spezialisierung, weil man lediglich den mittleren Term weglésst.

(iv)=> (i): Es seien a, b € I, A € (0,1) und ohne Einschrankung sei a < b. Wir setzen x := (1 —\)a+ A\b.
Dann gilt = (1 —=N)a+ b < (1= A)b+ Ab =b und analog = > (1 — A)a+ Aa = a, d.h. wir haben a <z < b
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und kénnen mit der Ungleichung aus (iv) beginnen:

f@) - f@) _ S0) - @)
r—a h b—x

= 6-DU@-f0) < @-QFo) - @)

— 0D+ E-af@) < @-afE)+ 6@

= (p-ete-af@) < @-af®)+ 06—/

- f@) < TEL0) 4 = )

Jetzt miissen wir noch in den zwei Briichen der letzten Zeile wieder x = (1 — X)a + Ab einsetzen. Dies liefert

r—a (1—)\)a+)\b—a_a—)\a+)\b—a_)\b—a_)\
b—a b—a B b—a b—a

und
b—x b—(1—-XNa—-Xb (1-Xb—(1-Na b—a

b—a b—a b—a == =1-2

b—a ’

zusammen also
f((L=XNa+Ab) = f(z) <Af(b) + (1= A)f(b)

was gerade die fiir (i) bendtigte Ungleichung ist. O

Bemerkungen VI1.2.4.
(i) [VI.2.3|i) zeigt nochmal (und vielleicht etwas besser als unsere Erklirung in [VI.2.2{iii)), dass f
genau dann konvex ist, wenn fiir alle a < b der Graph von f|(, ) unterhalb der Verbindungsstrecke
von (a, f(a)) nach (b, f(b)) liegt.

HOR
fla) + 1= (5 — q) |

fla)

b

Diese Verbindungsstrecke kann mithilfe von [VI.2.3(i) jetzt als Graph der (Einschrankung der) affin—
linearen Funktion

(a,b) > R, =~ f(a)+ W(:ﬂ—a)

in aus der Schule bekannter ‘Punkt-Steigungs-Form’ beschrieben werden.

(ii) |VI.2.3(iii) bedeutet anschaulich, dass die Steigung der Verbindungsstrecke von (a, f(a)) nach (z, f(z))
kleiner ist als die der Verbindungsstrecke von (a, f(a)) nach (b, f(b)) und dass diese wiederum klei-
ner ist als die Steigung der Verbindungsstrecke von (z, f(x)) nach (b, f(b)).
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a x b

Im Bild bezeichnen mq, ma, m3 die Steigungen und dann besagt [VI.2.3(iii), dass m; < ma < mg3
und [VI.2.3(iv), dass m; < mg gilt.

(iii) Da[VI.2.3|also mit der Anderung von Steigungen zu tun hat, suggeriert dies, dass Konvexitit etwas

mit der (zweiten) Ableitung zu tun hat. Dies prézisieren wir im folgenden Satz.

Satz VI.2.5. Es sei I C R ein Intervall und sei f: I — R differenzierbar. Dann gilt:
(i) f ist genau dann [strikt] konvex, wenn f' [strikt] wdchst.
(il) f ist genau dann [strikt] konkav, wenn f' [strikt] fallt.

BeEWEIS. Fiir (i) ‘=": Es sei f strikt konvex und a < b in I. Wahle (2,)neny C I strikt fallend mit
Grenzwert a, (yn)nen C I strikt wachsend mit Grenzwert b und derart, dass x; < y; gilt. Dann folgt mit

VT.2.3)iii) bzw. [VI.2.3{iv)

flon) = f(@) _ fl) = J@) _ f) = @) _ f0) = ()
Ty —Q T —a Y1 — T b—yn

fiir jedes n € N. Da f in a und b differenzierbar ist, folgt durch Grenziibergang n — oo

Fla) < flay) = fla) _ fy) = f(21)

r1—a Y1 — 1
Im Fall, dass f nur konvex (und nicht notwendig strikt konvex) ist, haben wir oben iiberall ‘<’; d.h. aus
a < b folgt f'(a) < f'(b).
Fiir (i) ‘<=": Es seien a < x < b und I. Zweimalige Anwendung des Mittelwertsatzes liefert, dass es
¢ € (a,z) und n € (z,b) gibt mit

Wenn nun f' strikt wéichst, dann folgt £&=1(@) ~ f (bz);:i @) also nach [VI.2.3| strikte Konvexitéit. Wichst f

< f(b).

lediglich (eventuell nicht strikt) so gilt die bngleichung mit ‘<’ und |VI.2.3| zeigt, dass f immerhin konvex
ist.

(ii) Da f’ genau dann [strikt] fallt, wenn —f’ = (—f)’ [strikt] wéchst, folgt (ii) aus (i). O
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Korollar VI.2.6. FEs sei I C R ein Intervall und f: I — R sei zweimal differenzierbar. Dann gilt:

(i) f ist genau dann konvex, wenn f"(x) > 0 fir alle x € T gilt.
(i) Ist f"(x) > 0 fiir alle x € I, dann ist f strikt konvez.

Fiir Konkavitdt gelten analoge Aussagen.
BEWEIS. Beide Aussagen folgen durch Kombination von [VI.2.5| mit [VL.1.11] O
Bemerkung VI.2.7. Die Umkehrung von [VI.2.6(ii) gilt nicht, z.B. f: R — R, f(z) = 2.

Korollar VI.2.8. (aus Lemma Es sei I C R ein Intervall und sei f: I — R konvex. Dann ist f in
jedem Punkt x € I, der kein Randpunkt ist, stetig. Fir konkaves f gilt das gleiche.

BEWEIS. Es sei « € I kein Randpunkt. Dann gibt es a < b < x < ¢ < d mit [a,d] C I. Wir behaupten,
dass flp,q gleichmifig stetig ist. Das sieht formal stérker aus als das, was in der Folgerung steht, aber tat-
séchlich ist es das doch nicht, da auf kompakten Intervallen Stetigkeit und gleichméfige Stetigkeit dquivalent
sind, vgl.

Es seien also jetzt z,y € [b,c] mit  # y beliebig gegeben. Ohne Einschrinkung diirfen wir z < y
annehmen. Mit [VI.2.3] erhalten wir

f(0) = f(a)

b—a y—x d—c
woraus |%| < max{|f(c)7£(a) B |f(d§:£(c) ’} =: K > 0 folgt. Ist jetzt € > 0 gegeben, so konnen wir

pra
§ 1= 757 setzen. Fiir z # y in [b, ¢] mit |z — y| < J gilt dann
Ke
K+1
und folglich ist flp ¢ gleichmiRig stetig. O

|fy) = f(@)| < K|z —y| < K6 = <e

Bemerkung VI.2.9. In Randpunkten kénnen konvexe Funktionen durchaus unstetig sein, z.B. ist

f0 =R, f<x>—{(1)’ .

konvex!

VI1.3. Wendepunkte
Definition VI.3.1. Es sei I C R ein Intervall und f: I — R sei stetig.
(i) Ein Punkt xy € I (manchmal auch (zg, f(x¢)) € I xR) heilt Wendepunkt von f, falls e > 0 existiert
mit (2o — €, 20 +¢€) C I, s0dass f|(z,—c,z,) Konvex und f|(z) zo+e) konkav ist, oder umgekehrt.

(i) Ist zp ein Wendepunkt, f differenzierbar in xo und f’(xg) = 0, so nennt man xo [oder (xq, f(zo))]
einen Sattelpunkt.

Die Bilder unten zeigen einen Wendepunkt, der kein Sattelpunkt ist, dann einen Sattelpunkt und als
letztes einen Wendepunkt, an dem die Abbildung nicht differenzierbar ist.
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x x
konvex 0  konkav konkav “?  konvex

konvex konkav

Bemerkungen VI.3.2.

(i) In|VL3.1|hétte es geniigt vorauszusetzen, dass f in x¢ stetig ist, denn die Stetigkeit von f|(;o—c z0)
und f|(zg,00+¢) folgt aus der Konvexitét bzw. Konkavitdt mit [VI.2.8l Durch die Forderung der
Stetigkeit in zy schlieffen wir Beispiele des folgenden Typs als Wendepunkt aus:

/
konvex 0 konkav

7

(ii) Der Begriff (wie auch z.B. ‘lokales Maximum/Minimum’) hat gewisse Pathologien, z.B. ist fiir
konstantes f: R — R jeder Punkt 2o € R Wendepunkt (wie auch lokales Maximum und lokales
Minimum). Dies kénnte man beheben, indem man in strikte Konvexitét bzw. Konkavitat
fordert. In einer Ubungsaufgabe werden wir allerdings eine Funktion sehen, die nicht konstant ist,
aber trotzdem an einer Stelle g ein Minimum und gleichzeitig einen Wendepunkt hat.

(iii) Es gibt einige weitere Begriffe (z.B. ‘Flachpunkte’) und in der Literatur sind Definitionen nicht
einheitlich. Z.B. wird oft definiert

‘zo Wendepunkt :<= f”(z9) = 0 und f” wechselt das Vorzeichen’.

Dies setzt erstens voraus, dass f zweimal differenzierbar ist, was wir nicht vorausgesetzt haben,
und ‘Vorzeichenwechsel’ kann man so verstehen, dass f”[(z,—z,z,) > 0 und f”| () zo4+e) < 0 oder
umgekehrt gelten soll, was strikter Konvexitét bzw. strikter Konkavitét entspricht und daher starker
ist als was in [VL.3.] definiert wurde.

Beispiel V1.3.3. (‘Kurvendiskussion’) Wir untersuchen f: R — R, f(z) = 2® — 10z + 1.

e Da f eine Polynomfunktion ist, ist klar, dass f € C*(R) liegt. Die erste und zweite Ableitung
kénnen wir mit den iiblichen Regeln bestimmen: f'(x) = 32% — 10, f”(z) = 6.

e Als néchstes stellen wir fest, dass f'(z) = 0 genau dann gilt, wenn z = +,/10/3 ist und dass
1" (++/10/3) > 0 sowie f”(—4/10/3) < 0 gilt. Daraus konnen wir mit [VI.1.13|schliefen, dass f in
x1 1= —4/10/3 ein striktes lokales Maximum und in z, := 1/10/3 ein striktes lokales Minimum
hat.
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e Weiter sehen wir, dass f'(z) < 0 genau dann gilt, wenn 21 < 2 < 3. Damit ist f mit i)
auf (—oo, z1] strikt Wachsenﬂ auf [z1, 29| strikt fallend und auf [z, 00) strikt wachsend.

e Schliefslich ist f”(z) < 0 fir x < 0 und f”(x) > 0 fur « > 0. Damit ist f auf (—oo,0] strikt
konkav und auf [0, c0) strikt konvex. Insbesondere liegt in x3 = 0 ein Wendepunkt vor der wegen
f'(z3) = —10 # 0 kein Sattelpunkt ist.

e Anhand der Funktion sieht man, dass lim, , f(z) = +o0 und lim,_,_ f(z) = —oo gilt; f ist
also nach oben und unten unbeschrinkt. Wegen des Zwischenwertsatzes ist Bildf = R und die
bestimmten lokalen Extrema sind nicht global.

e Um ein einigermafen verniinftiges Bild von f zu malen, miissen nun noch einige Punkte des Graphen
explizit ausgerechnet werden. Wir sehen, dass offenbar f(x3) = f(0) = 1 gilt, aber dass sowohl f(x1)
als auch f(x2) ohne ein Computeralgebrasystem (CAS) eher schwierig auszurechnen sind. Was man
ohne CAS sehen kann, ist allerdings, dass f(z1) > 1 sein muss, denn wenn dem nicht so wére, dann
konnte f] (s, oy nicht strikt fallend sein. Mit einem &hnlichen Argument kann man f(z2) abschétzen:
Wir berechnen f(1) =12—-10-1+1 = —8. Da fliz1,25) strikt fallend ist und 1 € (21, 22) liegt, muss
f(z2) < f(1) = —8 sein.

e Die Nullstellen von f sind ebenfalls schwierig explizit auszurechnen. Aus dem bisherigen kénnen
wir aber mithilfe des Zwischenwertsatzes schliefen, dass es eine Nullstelle echt kleiner als x1 geben
muss, eine zwischen 0 und x2 und eine weitere echt grofer als xo geben muss. Da f wegen des
Fundamentalsatzes der Algebra aber nicht mehr als drei komplexe Nullstellen (also auch nicht
mehr als drei reelle) haben kann, folgt, dass dies alle Nullstellen von f sind.

e Daraus ergibt sich qualitativ folgendes Bild:

strikt wachsend strikt fallend strikt wachsend
Wendepunkt
v
1
_ . /10
3
strikt konkav strikt konvex

2In|VI.1.11 i) haben wir nur beschrinkte Intervalle betrachtet, aber wir kénnen hier, wenn y1 < y2 in (—oo,z1] gegeben
sind, die Einschrédnkung f|[,, ..] betrachten. Diese ist dann mit|VI.1.11{i) strikt wachsend, also gilt f(y1) < f(y2) wie gewiinscht.
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KAPITEL VII
Die Regel von L’Ho6pital

Das Ziel dieses Kapitels ist es, eine Methode zu finden, mit der zum Beispiel die Grenzwerte

. sinx . cosx—1 . T
lim , lim oder lim Ve ,
=0 T z—0 x z—o0 log

einfach berechnet werden konnen. Betrachtet man im Fall des ersten Grenzwerts oben die Funktionen x —

sinz und x — x in der Ndhe von Null,

so kommt man auf die Idee, dass der Grenzwert 1 ist (wie wir aus dem Beweis von wissen), weil beide
Funktionen in Null die gleiche Steigung haben, und vermutet, dass es moglich sein kénnte Grenzwerte wie
oben durch Differenzieren von Zéhler und Nenner zu bestimmen.

Satz VIIL.0.1. (Regel von L’Hépital) Es seien —oo < a < b < 400 und f,g: (a,b) = R differenzierbar. Es
gelte

(i) lim f(z) = lim g(z) = 0 oder lim f(z) = lim g(x) = oo,
z—b x—b z—b z—b

(ii) ¢'(z) #0 fir alle x € (a,b),
(it) lim L&)

z—b g/((E)

=ceR (=RU{+o0, —00}) eaistiert.

Dann ezistiert xo € [a,b), sodass g(x) # 0 ist fir x € (xo,b) und es gilt

i 7 g L@

ab g(@)  aob g'(z)

sinx
T

Bemerkung VII.0.2. Eine analoge Aussage gilt fiir z — a. Im Fall lim,_,q
erst fiir Sigm |(=x/2,0) und dann fiir Si;m |(0,x/2) anwenden. Insbesondere muss (ii) nur in der Néhe von b gelten,

weil wir das Intervall anpassen konnen.

BEWEIS. (von [VIIL.0.1)

(1) Wir behandeln zuerst den Fall, bei dem lirr%) f(z) = lin%)g(x) = 0 ist. Wir nehmen an, dass ¢ :=
Tr—r T—r

miissen wir L’Hopital dann

lim, . f'(2)/g'(x) € R gilt. Wegen (ii) und dem Satz von Rolle muss g: (a,b) — R injektiv sein:
Gébe es x1 # w2 mit g(x1) = g(x2), so hiitte ¢’ eine Nullstelle zwischen 1 und 5.
Damit ist g dann strikt wachsend oder strikt fallend. Ohne Einschrankung nehmen wir an, dass
g fillt. Sonst ersetzen wir g durch —g. Wegen lim,_,; g(z) = 0 muss dann g(x) > 0 gelten fiir alle
€ (a,b). Es folgt, dass
! :(a,0) &> R
g

f(@)

wohldefiniert ist und wir kénnen lim,_,; -~ untersuchen.

g(z)
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Wir setzen nun A := lim,_,, g(z) € RygU{oo}. Dann ist Bild(g) = (0, A) und daher g: (a,b) —
(0, A) bijektiv. Wir definieren 1 := g~*: (0, A) — (a, b) und betrachten
F:=fovy:(0,A) - R.
Dann gilt mit y € (0, A):
() lim F(y) = lim f(¢(y)) = lim f(z) =0,

wobei die letzte Gleichung nach Voraussetzung (i) gilt, und wir fiir die vorletzte benutzt haben,
dass die Implikation ‘y, — 0 = ¥(y,) — b’ fir jede Folge (yn)nen C (0, 4) gilt.

Wir berechnen

, , . 1 _ ['(x)
/ _ / Y _ / -
(b) Ly F(y) = L F0)) - 9'(y) = lim FW) 7erass = B oy
wobei wir erst die Kettenregel, dann die Umkehrregel, dann wieder die Implikation ‘y, — 0 =
¥(yn) — b und im letzten Schritt Voraussetzung (iii) benutzt haben. Die Umkehrregel ist wegen

Voraussetzung (ii) anwendbar.

Falls die in der folgenden Rechnung vorkommenden Grenzwerte existieren, erhalten wir

o T@ o fWle@) . FWG) L )
(c) ilg%) g(z) ieb g(x) g}—>0 Yy g}—>0 y

b

wobei nun die Implikation ‘x,, = b = g(z,) — 0’ fiir jede Folge (z)nen C (a,bd) benutzt wurde.
Wir zeigen jetzt aber, dass (a) und (b) implizieren, dass lim,_,o F'(y)/y = c gilt. Dann zeigt
(c) tatséchlich, dass lim, . f(z)/g(x) existiert und gleich ¢ ist, und wir sind fertig.
Wegen (a) kénnen wir F': [0, A) — R durch F(0) := 0 stetig fortsetzen.

Fall 1: Ist ¢ = 0, dann impliziert (b), dass lim,_,o F’'(y) = 0 gilt. Daraus folgt, indem wir die
Definition des Grenzwertes benutzen, und dann die Folgerung [VI.I.7 aus dem Mittelwertsatz mit
a:=0,b:=yy, m:=—e, M :=+4¢, z1 := 0 und z := y anwenden und dabei beachten, dass fiir
a,b € R die Schlussfolgerung auch fiir z1, 25 € [a, b] gilt:

Ve>03yo € (0,A)Vy € (0,y0]: [F'(y) <e
= Ve>03y €(0,4)Vy e (0,y]: —e(y—0) < F(y) — F(0) <e(y—0)
= Ve>03yo€(0,A)Vy e (0,y0]: |F(y)| < ey

= Ve>03yo € (0,4)Vy e (0,yo]: |¥| <e
Letzteres bedeutet aber gerade lim, .., F(y)/y = 0 = ¢ wie gewiinscht.
_ Fall 2: Den Fall ¢ # 0 fiihren wir auf den ersten Fall zuriick. Dazu definieren wir F:(0,A) - R,
F(y) := F(y) — cy. Dann gelten

lim F(y) =0 und lim F'(y) = lim F'(y) —c=c—¢c¢=0
y—0 y—0 y—0

wegen (a) bzw. wegen (b). Daher kénnen wir Fall 1 auf F' anwenden und erhalten lim, o F(y)/y = 0
und damit -
F F
tim F@) _ o F) ey

y—=0 y y—0 Yy
was den Fall lin%) flx)= lirr%) g(xz) =0 und ¢ = lim,_;, f'(x)/¢'(z) € R abschliefit.
r—r T—r

=0+c

Wir nehmen nun an, dass lim f(z) = lim g(z) = 0 ist, aber nun sei ¢ = co. Es gilt also
z—b z—b

f'(x)

z—b g/((ﬂ)

Die natiirliche Idee ist, dass wir diesen Fall durch Kehrwertbildung auf den erstem Fall zuriickfiihren.
Dazu bemerken wir zuerst, dass ein 2y € (a, b) existieren muss, sodass f’'(x) # 0 fir alle z > ¢ gilt
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(andernfalls géibe es (2, )nen C (a,b) mit z, — b sowie J;Eiﬁ = 0 fiir alle n € N und der Quotient
konnte nicht gegen 400 konvergieren). Wir beachten, dass wir nach Voraussetzung auch wissen,

dass ¢'(x) # 0 fiir alle € (x0,b) gilt, dass also f' und ¢’ in (zo, b) keine Nullstellen haben.

Obiges bedeutet insbesondere, dass %: (z0,b) — R wohldefiniert ist und dass
/
lim 9(2) =
r—b f’(x)
gilt. Damit sind alle drei Voraussetzungen (i)—(iii), fiir g/ f statt f/g, und mit endlichem Grenzwert

von ¢'/f’, erfiillt. Es folgt also aus (1), eventuell nach Vergrofern von zg, dass f(x) # 0 fiir
x € (29,b) und dass

g9(z)

e fz)
gilt.
Um jetzt hieraus zu schliefsen, dass der Kehrwert fiir + — b gegen +oo konvergiert, behaupten
wir, dass ?EZ% > 0 fiir alle z € (xg, b) gilt. In der Tat folgt aus f'(z) # 0 fiir ¢ € (z,b) analog unserer

Argumentation am Beginn von (1) fiir g, dass f: (xg,b) — R entweder strikt wéchst oder strikt
fallt, und deswegen, da auferdem lim,_,;, f(z) = 0 gilt, entweder auf ganz (z,b) strikt positiv oder
auf ganz (xg, b) strikt negativ sein muss. Da das gleiche fiir g gilt, haben also f und g entweder auf
ganz (xg,b) gleiche Vorzeichen oder auf ganz (zg,b) verschiedene Vorzeichen. Letzteres geht aber
nicht, denn dann wire eine der Funktionen strikt wachsend (also Ableitung positiv nach
und dann strikt positiv, da wir bereits wissen, dass f’ und ¢’ keine Nullstellen in (xg, b) haben) und
die andere strikt fallend (also Ableitung strikt negativ), im Widerspruch dazu, dass der Quotient
der Ableitungen ja gegen +oo strebt. Es folgt also, dass ?Efcg > 0 fiir alle z € (z9,b) ist und wir
bekommen schliefilich

o= g(2) f(@)
Den Fall, dass ¢ = —oo ist, behandelt man analog.

(3) Jetzt sei wieder ¢ € R, aber wir behandeln den Fall lim,_,;, f(z) = oo = lim,_,; g(z). Wir beginnen
damit, wie in (1) festzustellen, dass ¢’ # 0 auf (a, b) sein muss, und daher g entweder strikt wéchst
oder strikt fillt. Letzteres geht aber diesmal nicht, da wir voraussetzen, dass lim,_; g(x) = oo ist.
Also muss g strikt wachsen, wir kénnen B := lim,_,, g(z) € {—oc0} UR definieren und erhalten,
dass g: (a,b) — (B, 00) bijektiv ist. Wir definieren ¢ := g~': (B, 00) — (a,b), betrachten

i £ @) _ tim (g(ﬂﬁ))*1 _

F:=fot¢:(B,o) >R
und erhalten fiir y € (B, 00) mit Kettenregel, Umkehrregel und Voraussetzung (ii), dass gilt
b lim F'(y) = lim =——-%£
®F W= I ) @)
Nach der Definition von ¢ und F gilt

(¢) lim M = lim 7f(¢(y)) = lim M

e=b g(x)  yooe oy y=oo Yy

Es geniigt nun aus (b) zu folgern, dass limy,_,o F'(y)/y = c ist. Hierzu nehmen wir wieder
erstmal an, dass ¢ = 0 ist. Dann gilt

Ve>03yy € (B,oo)Vy € [y, 00): |[F'(y)| <e

= Ve>03y € (B,00)Vy € [yo,00): |F(y) — F(yo)l < ely — ol
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wieder unter Benutzung von|VI.1.7] Fiir ¢ > 0 wéhle nun yo wie oben. Fiir y > max {yo, |F(yo)|/¢} >
0 folgt dann mit % = 2 < 1und |[F(yo)| < ey, dass gilt

P ) = F)l | 1F@ol _ b= wl , Fw)
Y Y Y Y Y

< 2e
also

y—oo Y
Im Fall, dass ¢ # 0 ist, betrachtet man wie in (1) die Hilfsfunktion F(y) = F(y) — cy.
(4) Fiir den Fall, dass lim,_, f(z) = oo = lim,_, g(x) ist und ¢ = £oo, geht man wie in (2) vor und
fithrt dies auf (3) zuriick durch Kehrwertbildung.
]

Wir schreiben im Folgenden manchmal % beziehungsweise 22, um anzudeuten, welchen der L’Hopital’schen
Félle wir benutzen.

Beispiele VII.0.3.
(1) Es gilt

z2—0 T z—0 x! z—0 1
wobei wir den ‘%LFall der Regel von L’Hoépital anwenden kénnen, weil der Grenzwert des Quoti-
enten rechts existiert und die Ableitung des Nenners ungleich Null ist.

(2) Es gilt
1
lim — lim ME 0,
z—00 I r—o0 T z—oo 1
wobei wir wieder den ‘22’-Fall der Regel von L’Ho6pital anwenden kénnen, da der Grenzwert des
Quotienten rechts existiert und die Ableitung des Nenners ungleich Null ist.

(3) Es gilt

log - “=° log )’

Co@d 2w (20) 2

rz—o00 et T—00 (ew)l B rx—o0 et T—00 (ew)l B rz—o00 et

Wir beachten hierbei, dass die Rechnung nun am besten von rechts nach links gelesen werden sollte,
denn die erste Gleichung ist ja erst giiltig, wenn alle drei Voraussetzungen von L’Hépital erfiillt
sind — da wir aber wieder auf einen Grenzwert des Typs ‘22’ kommen, kénnen wir dies nicht direkt
sehen. Erst nachdem wir nochmal abgeleitet haben, kommt ein Bruch heraus, bei dem wir sehen,
dass der Grenzwert existiert. Demnach ist die zweite Anwendung von L’Hopital gerechtfertigt, der
Grenzwert in der Mitte existiert und dann ist auch die erste Anwendung von L’Ho6pital mdglich,
da auch hier nun alle drei Voraussetzungen erfiillt sind.
(4) Es gilt
lim 2% = lim ¢*18% = ¢ = 1
z\,0 0

3

weil exp stetig ist und weil wir fiir den Exponenten den ‘52’-Fall von L’Hopital anwenden kénnen:
1 1 ! 1
limxlogleimy: im (log ) = imi:hm(fx):&
zN\0 a0 1/x aNo (1/x) a0 —1/22  2\0

Bemerkung VII.0.4. |VIL.0.1] Man kann andere Fille durch Umformungen auf die Fille ‘%’ und ‘227 zu-
riickfiihren. Konvergiert f(z) zum Beispiel gegen 0 und g(z) gegen oo, so kommen wir mit

f(@) - gla) = 1@
%/7_/@

(0>
0

wieder in einen Standardfall zuriick.
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Seien Sie bitte vorsichtig, dass Sie L’Hopital nur anwenden, wenn die Voraussetzungen des Satzes erfiillt

sind. So ist
.z 1
lim — = —,
z—1 4 4
aber
20 2 1
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KAPITEL VIII

Das Riemann-Integral

Im gesamten Kapitel seien a und b reelle Zahlen mit a < b.

VIII.1. Treppenfunktionen

Definition VIIL.1.1. Eine Abbildung ¢: [a,b] — R heilt eine Treppenfunktion, falls eine Partition oder
Zerlegung a = xg < x1 < --- < ,, = b des Intervalls [a, b] existiert, sodass @[z, , ) fiir jedes k =1,...,n
konstant ist. Wir setzen

T[a,b] := {¢: [a,b] = R | ¢ ist Treppenfunktion }
und nennen Tla,b] den Raum der Treppenfunktionen.
Proposition VIII.1.2. Die Menge T[a,b] C {f: [a,b] — R} ist ein Untervektorraum des R-Vektorraums
aller Funktionen von [a, b] nach R. Insbesondere gilt:
(i) 0 € Tla,b].
(ii) ¢, € Tla,b] = ¢+ ¢ € T|a, ],
(ii) ¢ € T[a,b], A e R = Ap € TJa, b,

Ein Beispiel zum Punkt (ii) ist:

‘
‘ |
3 — 3 3 o
2 ‘ . 2 W o 0
. o _ o
| . e e =
o o | | | B
a T To b a 2 b "a Ty g T b
I 0 " 1 i 1 L 1
o T3 x4 P o T3
" n

BEWEIS. (i) und (iii) sind trivial.

(ii) Was wir brauchen ist eine gemeinsame Verfeinerung der Partitionen: Es sel a = xg < 1 < -+ <
x, = b eine Partition fiir ¢ und a = ([ < 2] < -+ < 2}, = b eine Partition fiir ¢. Wir wéhlen nun
a=1tyg <ty <---ty =b, sodass

{to,t1, .. te} ={zo,21,...,2n} U{xp, 24, ..., 2}, }

gilt. Dann sind ¢ und ¢ auf allen Intervallen (¢;_i,t;) fir j =1,...,¢ jeweils konstant und daher ist ¢ + 1

dort ebenfalls konstant. D.h. ¢ + ¢ € T[a, b]. O
Definition VIII.1.3. (Integral einer Treppenfunktion) Es sei ¢ € T[a,b] gegeben durch die Partition
a=2x0 <z < - <xp=bmit @[y, , 4, =c fiir k=1,...,n. Dann definieren wir
b n
/ o) de = ch(xk — Tp—1).
@ k=1

Bemerkungen VIII.1.4.
e Wir haben die folgende Interpretation:

69



Q
w

)
—

e
N
I
Q
N

H:@ Lo - -
8
[
s |
)
s |
w
-+ - -

o
8
B

Falls () > 0 fir alle z € [a, b] (oder zumindest ¢, > 0 in der Notation von |[VIII.1.3) gilt, dann
kann f; o(x) dz als Flache zwischen der z—Achse und dem Graphen von ¢ interpretiert werden.

94.7444444
|

Falls ¢ auf Teilintervallen der Partition negativ ist, dann z&hlen wir die entsprechenden Fliachen
mit negativem Vorzeichen.

e In VIII.1.3‘ definieren wir f; o(x)dx fiir ¢ € Tla,b], indem wir eine Partition auswihlen —es ist
aber natiirlich so, dass es fiir jede Treppenfunktion ¢ stets mehre Partitionen gibt, z.B.

| |

| |

| |

—_— | |

I I I I I I I

| | | | | | |

| 1 1 | | | |
a X1 b a X1 i) T3 b
1 i I N
Zo T Zo T4

Es muss also gezeigt werden, dass f: () dz unabhingig von der Wahl der Partition ist, um zu

garantieren, dass ff ¢(x) dz wohldefiniert ist. Es seien dazu
Zia=xg<x1 < - -<xp=0b und Z:a=tyg<t1 < ---<tym=">

Partitionen fiir ¢ € T[a, b] mit ¢|(5, , o,y = ¢; und p|y
Nur fiir den Moment definieren wir

/@?ZZCi(%—wifl)» / o= dit; —tj-1)
z i=0 z' =0

und behaupten [, ¢ = [,, ¢.

(1) Wir nehmen zunéchst an, dass jeder Punkt von Z auch in Z’ vorkommt. D.h. fiir jedes i gibt
es ein k; mit x; = tx,, und wir haben also

sy = firi=1,... ,nundj=1,...,m.

Ti—1 = tki_l < tk,j_l“rl << tk'

i = Z'i,
woraus folgt ¢ = ¢; fiir ki1 <j <k undi=1,...,n.
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ko=0 k=4 ko =7 ks =10
?ll tq to t3 1 ty tg T2 ts tg Zs3
1 Il 1
o ta tr t1o
to

Nun erhalten wir mithilfe einer Teleskopsumme fiir die vierte Gleichung;:

/, Z Z ity —tj1)

j= 1 =1 j=k;—1+1

n n

g Ci(th, —th,_1—141) = E Ci(CCi—SUzel):/ -
— i—1 Z

(2) Falls Z und 72’ beheblge Partitionen sind, wahle Z”, sodass alle Punkte von Z in Z"” vorkommen
und auch alle Punkte von Z’ in Z” vorkommen (gemeinsame Verfeinerung wie im Beweis von

VIII.1.2((ii)). Dann kann zweimal (1) benutzt werden, um zu sehen, dass
Joo= o= Ls
’ 1" Z
gilt.

Satz VIII.1.5. Es seien @, ¢ € T[a,b] und A € R. Dann gilt

(i) /abwwxx)dxf¢<x>dx+f¢<x>dx

i [ (@) dr = A / @) de,

(i) o < = /abw)dxs/:wx)dx

BewEs. [VIII.T. 4 hat gezeigt, dass wir annehmen konnen, dass ¢ und 1 durch dieselbe Partition definiert
sind. Hat man das einmal, so sind alle drei Aussagen mit einer einfachen Rechnung zu priifen. (]

VIII.2. Riemann-Integrierbarkeit
Definition VIII.2.1. (Ober- und Unterintegral) Es sei f: [a,b] — R eine beschrinkte Funktion. Dann

definieren wir:

b
/*f(x) dz := inf {f:gp dx | ¢ € Tla,b], ¢ = f}  Oberintegral

b
/* f(@)dx :=sup {f;go(m) dz | ¢ € T[a,b], ¢ < f}  Unterintegral

Nach Definition gilt dann f:* flz)dx < fab *f(z)dz
Beispiele VIII.2.2.

(1) Fiir ¢ € Tla,b] gilt fab* o(r)dz = fab *p(x) d.

(2) Fiir die Dirichletfunktion k: [0,1] — R (siehe [[11.2.3| (6)) gilt fab* k(z)dz = 0 und fab *k(z)dx = 1.
Definition VIII.2.3. Eine beschrinkte Funktion f: [a,b] — R ist Riemann—integrierbar, oder kurz R-
integrierbar, falls f;* fl@)dz = f; *f(z) da gilt. Ist dies der Fall, so definieren wir das Riemann—Integral,

oder kurz R-Integral, von f per
b b
/ f(z)dz = /*f(sc) dx



Beispiel VIII.2.4. Alle Treppenfunktionen sind R-integrierbar. Die Dirichletfunktion ist nicht R—integrierbar.

Bemerkungen VIII.2.5.
(i) Es gibt noch andere Integralbegriffe neben dem Riemann-Integral und mit einigen davon wird
dann z.B. die Dirichletfunktion integrierbar. Wenn klar ist, dass wir iiber Riemannintegrierbarkeit
sprechen (und in dieser Vorlesung tun wir das stets), dann lassen wir ‘Riemann—' bzw. ‘R—" weg.

(ii) Fiir die ‘Integrationsvariable’ kénnen wir auch andere Buchstaben benutzen. Es ist iiblich diese,
und dann auch das dz, ganz wegzulassen:

[ swar= [ o= [ea=[s

Insbesondere ist ‘dz’ hier erst einmal nur ein Symbol, welches anzeigt, welcher Buchstable die
Variable ist, z.B. ist ja fol te® dz = t(e—1) aber fol te® dt = %ew. Die Symbole ‘dz’ oder ‘dt’ alleine
sind hier zundchst nicht definiert.

(iii) Man kann zeigen, dass gilt

b
/*f(m)dx:inf{(’)f’zfZ:a:x0<x1<---<mn=b}7

wobei
n

Orz=> ( swp f(x))-(wi—wzi1)
i—1 TE€(®i—1,24)

die Obersumme von f zur Zerlegung Z von [a,b] ist. Eine analoge Aussage gilt fiir fab* k(x)dz
mit den Untersummen Uy z. Der Unterschied z.B. zwischen dem Infimum der Obersummen und
dem Oberintegral ist, dass wir fiir das Oberintegral das Infimum {iber die Integrale aller Treppen-
funktionen ¢ > f nehmen-—und daher auch solche vorkommen, die ‘weit weg’ von f sind. Nach
Definition koénnen wir jede Obersumme auch als Integral einer Treppenfunktion (mit Zerlegung Z
und Stufenhéhen ¢ := SUPg e (2p1,20) f(x)) lesen. Wir nehmen dann ebenfalls ein Infimum tiber
Integrale von Treppenfunktionen die grofer gleich f sind —aber eben nur solche die schon ‘nah’ an
f dran liegen:

Das Ergebnis stimmt tiberein, weil wir eben nur solche Treppenfunktionen weglassen, die ohnehin
keinen Einfluss auf das Infimum haben.

Proposition VIII.2.6. (‘Einquetschungskriterium’) Es sei f: [a, b] — R beschrénkt. Dann ist f genau dann

R-integrierbar, wenn gilt

b b
Ve>03¢, ¢ € Tla,b]: p< f <y und / 1/1(9:)d177/ plr)dr < e.
BEWEIS. ‘=’ Wenn f Riemann-integrierbar ist, dann existiert ein Ry € R mit
b . b
sup {[2¢ | 0 < f} = Ro=inf { fo0| f <0}
Nach Definition von Supremum und Infimum existieren daher ¢ < f und ¢ > f mit

g

b b
R0—§</§0<R0 und R0</¢<RQ+2

2
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Daraus folgt
b b
€ € €
L¢<R0+5<(/@(ﬁ+5)+5

/abz/)—/abgo<€.

‘=" Es sei ¢ > 0. Wihle ¢ < f < ¢ in T[a, b] mit f; Y — f; ¢ < &. Aus der ersten Ungleichung folgt

/abwgsup{ff¢|¢<f} :/aif< /ff:mf{ffz“f@} g/ab'/”

und dann mit der zweiten
b b b b
L[l [ o
a a a a

Gilt obiges aber fiir jedes € > 0, dann kann die linke Seite, welche unabhéngig von ¢ ist, nur gleich Null sein.
Damit sind dann Ober- und Unterintegral gleich und f ist R-integrierbar. ]

und daher

Satz VIIL.2.7. Jede stetige Funktion f: [a,b] — R ist integrierbar.
BEWEIS. Wir wollen die Bedingung im Einquetschungskriterium priifen. Dazu behaupten wir
(x) Ve>03p, Y €Ta,b]: o< f<Yund V€ [a,b]: |p(z) —¢(z)| <e.
Nach ist f: [a,b] — R gleichméfig stetig, d.h. wir wissen, dass
() Ve>030>0Vz,y€labd]:|z—yl <d=|f(x)— fly)|<e

gilt. Wir zeigen damit nun (x). Es sei € > 0 gegeben. Wéhle 6 > 0 wie in (o). Wihle dann n € N, sodass
b;J < 0 gilt und definiere t; = a + k - b*T“ fir k = 0,...,n. Das liefert eine dquidistante Zerlegung
a=1ty <ty <---<t, =>. Setze nun

ck:= sup f(x) und o) := inf f(x)
TE€[tr—1,tk] T [th—1,tk]
fur k =1,...,n. Da f stetig ist, konnen wir den Extremalsatz anwenden und finden &, &, € [tx—1, tx], sodass

c= f(&) und ¢, = f(&,) gilt. Da |&; — &,| < b’T" < 4 gilt, folgt mit (o), dass

[F(&k) = F(&) = lex — ckl < e
fir jedes k = 1,...,n gilt. Jetzt definieren wir o(tx) = ¥(ty) = f(tx) fir £ = 0,...,n und ¢(z) := ¢,
P(x) = ¢ fir @ € (tg—1,tk), k=1,...,n.

Ck+1

Es gelten also beide Bedingungen in (%) und wir folgern nun daraus die Bedingung in [VIII.2.6} Es sei ¢ > 0
gegeben. Wihle nach (*) Treppenfunktionen ¢, 1 € T|a,b] mit ¢ < f < 1 und ¥ (x) — ¢(x) < ;= fiir alle
x € [a,b]. Dann gilt

b
: (bia):‘c:a

b b b
/ Y(x)dx —/ o(z)da = / (Y(z) — p(x))dz < / O(x)dx = .
wobei wir erst [VIIT.1.5(i) und dann [VIII.1.5(iii) mit der konstanten Funktion 0: [a,b] — R mit 6(z) := ;=
- VLT

benutzt haben. Beachten Sie, dass anwendbar ist, da wir oben ausschliefilich Treppenfunktionen
integriert haben. |
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Satz VIII.2.8. Jede monotone Funktion f: [a,b] — R ist integrierbar.

BEWEIS. Es sei f wachsend; fiir fallende f geht das Argument analog. Wir priifen wieder das Einquet-
schungskriterium aus [VIII.2.6; Es sei ¢ > 0 gegeben. Wahle n € N, sodass b*Ta(f(b) — f(a)) < e. Setze
tk=a+k- b*T“ fir k=0,...,n. Jetzt definieren wir

o(x) = f(tg—1) fir ¢ € [tg—1,t,) und k =1,...,n,
W(z) == f(tg) fir x € [tg—1,tx) und k=1,...,n,
p(b) :=1p(b) := [(b).

Dann sind ¢, ¥ € T[a,b]. Da f wachsend ist, gilt ¢ < f < 1. Wir erhalten

b b n n
[ [ o= Y rwn -t = Y st - o)
a a 1

und impliziert nun, dass f integrierbar ist. O

VIII.3. Eigenschaften des Integrals

Proposition VIIL.3.1. (Linearitdt und Monotonie des Integrals) Es seien f, g: [a,b] — R integrierbar und
sei A € R. Dann sind f + ¢ und A\f integrierbar und es gilt:

o [ (4 g)@)dr = / ’ flz)da + / @) d,
<)/(Af Jdz = A /f
(i) f<g = / e / g(x) da.

Bewers. (iii) Es gilt

b
/f(x)dxzsup{fabf’(pET[a,b],apgf}
<sup { [, f | 0 € Tla,b], 9 < g} = [} 9(x)

Fiir (i) und (ii) benutzen wir wieder [VIIL.2.6
(

i) Es sei € > 0. Wahle @1, 2, 91,12 € Tla,b] mit o1 < f <th1, p2 < g <92 und f:%‘ - f: @; < 5 fir
=1,2. Dann gilt

b b
w1+ < f+g <+ und ¢1+1/)2—/<P1+802<€,

a

wobei wir fiir die zweite Ungleichung benutzen koénnen, weil wir hier nur Treppenfunktionen be-
trachten. Da @1 + @2, 11 + ¥ € T[a,b] gilt, haben wir gezeigt, dass f + ¢ integrierbar ist. Jetzt zeigen wir
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die Gleichung in (ii) durch Abschétzen, ndmlich zuerst nach oben

/abf'Fg—/abf—/:g</ab¢1+¢2—/ab901—/absoz
Z/abi/ll-l-/ab%—/ab@l—/absﬁz
Z/a¢1—<,01+/ab¢2—902

cLE_,

b
< = - =
2+2

und dann nach unten in analoger Weise

flbf+g—/abf—ng>—6,

wobei wir jeweils im ersten Schritt den Teil (iii) des aktuellen Satzes benutzt haben, den wir ja bereits gezeigt
haben, und danach die Rechenregeln aus fiir Treppenfunktionen. Zusammen erhalten wir also

Ve>0: 6</abf+g(/abf+/abg)<s

und das geht nur, wenn der mittlere Term verschwindet, woraus die Gleichung
b b b
/ f+g= / [+ / g
a a a

(ii) Wir teilen den Beweis in vier Teile, in denen wir verschiedene Werte von A betrachten.

folgt.

(1) Fiir A = 0 ist die Aussage trivialerweise erfiillt.
(2) Fiir A = —1 haben wir

b
/* —f:sup{f:go ‘ ¢ € Tla,b], <P<_f}
:Sup{fabgo | (,06 T[avb]7 7S0> f}
— sup{— ["¢ | ¥ € Tla,b], ¥ > f}
= —inf{ [’y | ¥ € Tla,b], ¥ > f}

/al:‘f(x)dx

—/abf,

wobei wir [VIII.1.5| benutzt haben, sowie dass ¥ — —1 eine Bijektion von Tfa, b] auf sich selbst ist.
Analog zeigt man, dass f;*(ff) = ff;f gilt, woraus folgt, dass f;*(ff) = f;*(ff) gilt, also
—f integrierbar ist mit f:(—f) =— f: f.

(3) Essei A > 0: Es sei € > 0, wihle ¢, v € T[a,b] mit ¢ < f <+ und ffz/) - f:go < %. Dann folgt

b b
Ap < Af <A und /)\z/J—/Acp<6,

wobei wir fiir die zweite Ungleichung [VIIL.1.5] verwenden konnen, da A¢) und A¢ Treppenfunktionen
sind. D.h.|VIIL.2.6|zeigt, dass \f integrierbar ist. Nun kénnen wir ausrechnen (mit der Substitution
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V= ¢ bzw. p = \))

/)\f—sup{fgp|<p€Tab <Af}

=sup { ["X | X € T[a,b], ¥ < f}
= Asup { [24 | ¥ € Tla,b], ¥ < f1,

wobei wir benutzt haben, dass 1 — A\ eine Bijektion Tla, b] — TJa, b] ist.
(4) Den Fall A < 0 kénnen wir in Kombination von (2) und (3) beweisen.

O

Definition VIII.3.2. Essei f: D C R — R eine Funktion. Dann definieren wir den Positivteil f,: D — R
und den Negativteil f_: D — R von f als

f+(x)::{f(x)’ A f_(x);:{—f(x), s (0 <0}

0, sonst sonst

bt L

Wir beachten, dass fi, f- >0, f = f1 — f— und |f| = f+ + f—. Insbesondere ist der Negativteil f_ eine
nicht-negative Funktion.

Proposition VIII.3.3. Es seien f, g: [a,b] — R integrierbar. Dann gilt:

b b
(i) f4+, f- sind integrierbar und es gilt |/ flz)da| < / |f(x)|dz,

(ii) Fir p € [1,00) ist |f|P integrierbar,
(iii) f-g: [a,b] = R ist integrierbar.

BeEwEIs. (i) Wir fangen an mit f,: Nach Voraussetzung finden wir fiir ¢ > 0 Treppenfunktionen ¢ <
f < mit fbw - fbgo < &. Dann folgt ¢ < fi <4 und ¢o_ > f_ > ¢_. Nun haben wir

€>/1/1 o= /¢+*¢— (pr —p-) = /(¢+*Sﬁ+) /1/’+*<P+,

also ist fi nach [VIIL.2.6|integrierbar. Analog zeigt man, dass f_ integrierbar ist. Da |f| = fi — f_ ist, folgt
mit [VIII.3.1} dass |f| integrierbar ist. Wegen f < |f|, —f < |f| folgt auch mit [VIIL.3.1

/abf</ab|f| sowie —/abf=/ab—f</ab|f
\/abfk/:lfl-
Zu (ii):

(1) Wir betrachten zuerst den Fall, dass 0 < f < 1 gilt, und priifen wieder das Einquetschungskriterium
VIIL.2.6| Es sei dazu e > 0. Wir wéhlen ¢, ¢ € T[a,b] mit 0 < ¢ < f < ¢ < 1 und f:w —p<E.
Dann gilt ¢P, P € T[a,b] und ¢? < fP < YP. Es sei x € [a, b]. Falls p(x) < ¢ (z), betrachten wir

g: le(@),d(@)] = R, g(y) = y".
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Die Funktion g ist stetig und auf dem offenen Intervall (¢(z), ¥ (x)) differenzierbar, d.h. wir kdnnen
den Mittelwertsatz anwenden und finden & € (¢(z), % (x)) mit

(@) — (@) g(W(x) —gle(@) _ p—1
= = = <P
Ve | e e TS
wobel wir im letzten Schritt 0 < £ < 1 benutzt haben. Es gilt also ¢(z)P — p(z)? < p(¢(z) — ().
Falls ¢(z) = 9(x) ist, gilt letztere Gleichung trivialerweise. D.h. wir haben

P(@) — p(2)” < p(Y(z) — (2))
fir alle « € [a,b]. Es folgt mit

/ab¢p—@p</abp(¢—@)<p.;:

und mit [VIIT.2.6| ist f? integrierbar.

(2) Es sei jetzt f beliebig aber nicht f = Dann gilt 0 < s := sup,¢(q [f(z)] < 0o, da f als
R~-integrierbare Funktion nach Definition beschrénkt ist. Wir setzen
_ _ fla
fila,b] = R, f(z):= | i )|
Dann gilt 0 < f < 1 und nach (1) ist f? integrierbar. Dann ist aber auch |f|? = s? f? nach [VIIL.2.6
integrierbar.
Teil (iii) folgt aus (i) mit f-g=2((f+9)*— (f — 9)?). O

Satz VIII.3.4. (Vemllgememerter Mittelwertsatz der Integmlrechnung) FEs seien f, g: [a,b] = R gegeben
und sei f stetig und g > 0 sei integrierbar. Dann existiert & € [a, b] mit

/a ' Fa)ge) dz = £(6) / ")

Ist g = 1, so erhalten wir den (einfachen) Mittelwertsatz der Integralrechnung: Fir eine stetige Funktion
f:]a,b] = R existiert & € [a,b] mit

b
/ f(z)dz = f()(b—a).

Eine Veranschaulichung fiir den Fall f > 0

f

f€) 1~

a ¢ b
Die Flidche unter dem Graphen ist gleich der Fliche des Rechtecks, wobei dessen Hohe als Funktionswert
auftritt.

BEWEIS. Wir setzen m := inf,¢c[q 4 f(2) und M := SUPg¢ab) f(z). Dann gilt mg < fg < Mg und daher

m f g < f fg<M f g. Mit dem Zwischenwertsatz angewandt auf die Funktion [m, M] - R, z +— x - f g
folgt, dass ein p € [m, M| existiert mit
[ra=n [

Nochmalige Anwendung des Zwischenwertsatzes (nun auf f) zeigt, dass ein £ existiert mit f(£) = p. O
IPiir £ konstant Null ist die Aussage erstens trivialerweise erfiillt. Zweitens ist dieser Fall bereits in Teil (1) enthalten.
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Bemerkung VIIIL.3.5. Um Integrale auszurechnen, ist die reine Definition sehr ungiinstig, denn wir miissen
stets Infima/Suprema iiber beliebige Zerlegungen nehmen. Das Konzept der Riemannsummen wird dieses
Problem l6sen.

Definition VIII.3.6. Es sei f: [a,b] — R eine Funktion und sei Z : ¢ = zp < 1 < -+ < x, = b eine
Zerlegung.

(1) & = (&)i=1,....n heiflt der Zerlegung zugehoriger Zwischenvektor, falls & € [z;_1, ;] gilt fir ¢ =
1,...,n.
(il) R(Z,&, f) := Zf(fl)(mz — ;1) heifit Riemannsumme von f beziglich Zerlegung Z und Zwischen-

i=1
vektor €.

______ n(Ti — x;-1) heilst Feinheit der Zerlegung Z.

(iv) Eine Folge von Zerlegungen (Z®)),.cy, d.h.

z® . a = x(()k) < acgk) < xék)

<< =b
heift Zerlegungsnullfolge, falls u(Z*)) — 0 gilt fiir k& — oo.

Satz VIIL.3.7. Es sei f: [a,b] — R integrierbar. Dann gilt

b
lim R(ZO.¢9. )= [ fla)da

fiir jede Zerlegungsnullfolge (Z*))pen und jede Folge von zugehdrigen Zwischenvektoren (€5))gen.

1
Beispiel VIII.3.8. / rdr = %
0

Da f:[0,1] — R, f(z) = x stetig (und auch monoton) ist, folgt, dass f integrierbar ist. D.h. [VIIL.3.7
kann benutzt werden.

Wir definieren dquidistante Zerlegungen
A :Ozxék) <x§k) < .- <x§€k) =1

mit Feinheit % fir k£ > 1, d.h.

k i
fir i = 0,..., k. Dann wihlen wir Zwischenvektoren &) mit
) . 4
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d.h. jeweils den rechten Randpunkt des jeweiligen Intervalls. Dies liefert eine Zerlegungsnullfolge und eine
Folge von zugehorigen Zwischenvektoren. Nun berechnen wir die zugehdrigen Riemannsummen und dann
deren Grenzwert

R(ZW, ™) Zf (2t — =)

i1
:Zié_lk )

=
i=1
k
1
Ly
i=1
1 k(k+1)
k2 2
2k 2’
welcher nach gerade der Wert des gesuchten Integrals ist.

BEWEIS. (von [VIIL3.7) Es sei f: [a,b] — R integrierbar. Wir behaupten
b
(*) Ve>036>0VZ mit u(Z) <dVve: |R(Z,§,f)f/ fl<e.

Hieraus folgt sofort [VIIL.3.7, denn fiir eine Zerlegungsnullfolge (Z®))ren und € > 0 kann 6 > 0 wie in ()

gewihlt werden und dann kann ko € N mit u(Z®)) < § fiir k > ko gefunden werden, sodass also fiir diese
b . .. .

k > ko dann gerade |R(Z, &) -1, f| < ¢ gilt, was die in [VIIL.3.7| behauptete Konvergenz zeigt.

Es sei jetzt f # 07 und € > 0 gegeben. Wir wihlen geméf des Einquetschungskriteriums ¢, ¢ € Tla, b]
mit ¢ < f < und [ — f: ¢ < 5. Fiir ¢ und ¢ finden wir dann eine gemeinsame Partition a =ty < t; <
- < tm = b. Da f als R-integrierbare Funktion beschriinkt ist, gilt 0 < M := sup,¢(, 4 |f(2)] < 0o und
damit —M < +f < M. Wir setzen § := 4Mm >0.Esseinun Z :a =29 < x1 < --- < x, = b eine beliebige
Partition mit p(Z) < ¢ und sei € = (€ )k=1,... n, €in zugehoriger Zwischenvektor.

Als néchstes schreiben wir die Riemannsumme als Integral einer Treppenfunktion F' (vgl. das Bild in
VIII.3.6(ii)). Definiere hierzu
fiir o —
F:la,b] = R, F(x):= fa), alr rea .
f(&), firze (zii,2],i=1,...,n
Dann gilt F' € Tla, b] und

/ F= Zf(éi)(a?i —zi-1) = R(Z,&, f)

und aufserdem —M < £F < M. Um ( zu zeigen, miissen wir also

f’<e bzw. —a</ /f<5

zeigen und dafiir muss fa F abgeschéatzt werden.
Wir unterscheiden zwei Sorten von Intervallen:
(1) Ist [@i—1, ;) C [tj—1,t;] firein 1 <7< nund ein 1 < j < m, so gilt die Abschétzung ¢ < F < ¢
auf [x;_1,x].
(2) Den zweiten Intervalltyp veranschaulichen wir im folgenden Bild.

st f =0, dann ist sind alle Riemannsummen, unabh&hngig von Zerlegung und Zwischenvektor, Null, und folglich steht
auf beiden Seiten der behaupteten Gleichung Null.
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An den mit einem Ausrufezeichen markierten Stellen (genauer fiir « € [t3, z5] und = € [t5, zs])
ist die Ungleichung ¢(z) < F(z) < ¢(x) nicht erfillt und wir kénnen daher nicht fabgp < f;F <
f: 1) schlieRen.

Uberlappen die Intervalle wie bei den Ausrufezeichen, so kann wie erwithnt F'(x) < o(z) oder F(x) >
¥ (x) an manchen Stellen « vorkommen. Hier gilt dann aber

—-M<FM -ML—-f<M und o< f<y,
also durch Addieren der drei Ungleichungen
o —2M < F <9+ 2M.

Wir definieren nun

A= U [in_l,xi]

i=1,..., ns.d I1ILj<m:
[wi_1,23]C[t; —1,t;]

d.h. wir vereinigen alle Intervalle des ersten Typs der Zerlegung Z. Weiter definieren wir

0, falls x € A,
2M, falls z € [a,b]\A
und bemerken S € TJa, b], sowie p—S < F < ¢+ S auf [a, b]: Auf den Intervallen vom Typ (1) gilt ¢ < F < ¢
und S ist Null; auf Intervallen vom Typ (2) erledigt S fiir uns die Korrektur mit +2M. D.h. wir brauchen
eine Abschiitzung fiir f; S:

S:[a,b] = R, S(z):= {

QM |- oo e R T
I I I I

I I I I

I I I I

I I I I

I I I I

I I I I

| | | |

| | | |

| | | |

| | | |

| | | |

I I I I

I I I I

I I I I

I I I I

_ S S S
a Z1 T2 t1 Tq ts Ts5 ty L7 ts b
1 " I il
ol T3 Ze rs
I I
Lo le
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In der Tat gilt

b
/ S(z)dx = Anzahl der Intervalle vom Typ (2) - deren Lénge - 2M,

wobei wir die Liange der Intervalle durch die Feinheit p(Z) und daher durch ¢ abschétzen kénnen. Um die
Anzahl der Intervalle vom Typ (2) festzustellen, miissen wir die Frage stellen, fiir wieviele i = 1,...,n es kein
je{l,...,m} gibt mit [z;_1,2;] C [tj_1,t;]. Dies sind aber genau diejenigen Indizes i, fiir d1e mlndestens
ein t; € (x;—1, ;) liegt und da es nur m-viele Werte t; gibt, kann letzteres hochstens m-—mal passieren, und
wir kénnen abschétzen

b
€ €
<m-o-2M <m- OM = —.
/aS(a;)dx m-6-2M <m T 5

frfrefors[refoforiesos
[r-fr

also die Aussage in (+). O

Damit folgt nun

und analog

Bemerkungen VIII.3.9.
(1) Bei allen technischen Details behalten Sie die Idee im Kopf, dass man durch Treppenfunktionen
von oben und unten approximiert und dann die Z—Partitionen so fein macht, dass der Beitrag der
Intervalle vom Typ (2) beliebig klein wird.

(2) Es gilt auch die Umkehrung von [VIIL.3.7, d.h. wenn Ry € R existiert, sodass fiir jede Zerlegungs-
nullfolge (Z<k))k€N und jede Folge von zugehorigen Zwischenvektoren limy_, o R(Z(k), £k, f)=Ro

gilt, dann ist f R—integrierbar und es ist f: f = Ro.

Proposition VIIL.3.10. Es sei f: [a,b] & R und a < ¢ < b. Dann ist f genau dann integrierbar, wenn
flia,e) und f(cp) beide integrierbar sind. In diesem Fall gilt

/abf(a:)dx:/acf(a:)dx+/cbf(x)dz

BEWEIS. Wir iiberlegen uns zuerst die Aquivalenz. Ist f integrierbar, so existieren fiir vorgegebenes
€ > 0 nach dem Einqueschungskriterium [VIIL.2.6| ¢, 1 € T[a,b] mit ¢ < f < ¢ und

/abw/abcp<€.

Dann sind aber 90|[a,c]51/}|[a,c] € T[CL?CL €s gllt 90|[a,(,] < f|[a,c] < w|[a,c] und aus

/aclzf[a,C]_/aCQO“ap]:LC¢_LC@gLC¢_LC@+/wa_/Cbﬁpz/abd)_/abgo<€
e Jde

>0
folgt die Integrierbarkeit von f|[, o, wieder aus |VIIL.2.6| Fiir fl.; argumentiert man analog.

Sind fiir die Umgekehrung f|(,,) und f|.p beide integrierbar, so konnen wir |VIII.2.6|zweimal anwenden
und fiir gegebenes ¢ > 0 Treppenfunktionen ¢y, € Tla,c|, p2,2 € Tle,b] mit p1 < flla, < Y1, Y2 <

f‘[c,b] < 2 und
c c b b
/w1—/ p1 <€e/2 sowie /1/}1—/ w1 <¢e/2

3Wir geben einen elementaren Beweis, der zeigt, dass obiges praktisch aus der Definition, bzw. dem sehr nah an der
Definition liegenden Einquetschungskriterium, folgt. Ein sehr eleganter alternativer Beweis kann mithilfe von [VIII.3.3(iii) und
durch Benutzung von charakteristischen Funktionen, z.B. 1[4 ¢, 1{c,p) und 1(. ) gefiithrt werden.
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finden. Nun definiert man ¢, € T|a,b] als

2 = p1(x) fir z € [a, ], un 2) = P1(x)  fir z € [a, ],
#() {gog(x) sonst, d () {@/)g(x) sonst.

Dann folgt mit dass f integrierbar ist, da ¢ < f < und

/abilf/absﬁ/(;%Jr/cb?/’z/:sﬁl/Cb<p2<5/2+5/25_

In der folgenden Rechnung benutzen wir fiir die dritte Gleichung, dass jede Treppenfunktion in T[a,b] eine
Darstellung hat, in der ¢ als Punkt in der Zerlegung vorkommt:

[

sup { [V | o € Tla,b], ¢ < f}

= sup{[lo+ [)p|peTlabl, ¢ < f}
= Sup {facspl + beSDQ ‘ Y1 € T[avc]v P2 € T[C7 b]a p1 < f‘[a,c]a ®2 < f|[c,b]}

= sup{[S¢1 | w1 € Tla,cl, o1 < fliag } +sup {202 | 02 € Tle,b], 92 < fliew

- /:f+/cbf-

Damit ist auch die Gleichung gezeigt. Da obiges fiir das Oberintegral genau so funktioniert, hat man auf
diese Weise auch nochmal die Riickrichtung der Aquivalenz gezeigt. O

Definition VIIL.3.11. Wir definieren [ f(2)dz := 0 und fiir a > b setzen wir

/abf(x)dm = —/baf(x)dx.

VII1.4. Differentiation und Integration
Abschnitt ist I C R stets ein Intervall und wir nehmen an, dass I mindestens zwei Punkte enthélt.

Proposition VIIL.4.1. Es sei f: I — R stetig und @ € I. Dann ist F: I — R, F(z) = f; f)de
differenzierbar und es gilt F’ = f.

BEWwEIS. Fiir z € I und h # 0, sodass x + h € [ ist, gilt
Fx+h)—F(x) 1. (" i 1ot
N HD L [ swa- [swad =1 [ s

wobei wir fiir die Zusammenfassung der Integrale benutzt haben. Mit dem Mittelwertsatz der
Integralrechnung [VIII.3:4] folgt nun

x+h
Vhﬂfhe[ax—i—h](bzw.fhe[x—&—h,x]):/ FO)dt = h- f(&)

und damit
1 x+h
/ = 1i — — 1 —
F'(z) = lim - ’ f)dt = lim f(&) = f(x),
wobei wir im letzten Schritt benutzt haben, dass f stetig ist. O

Definition VIII.4.2. Eine differenzierbare Funktion F': I — R heifst Stammfunktion von f: I — R, falls
F' = f gilt.

Proposition VIII.4.3. Es sei F': I — R eine Stammfunktion von f: I — R. Dann ist G: I — R genau
dann eine Stammfunktion von f, wenn F' — G konstant ist.
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BEWEIS. ‘=" Es sei F' — G = c mit ¢ € R fest. Dann gilt G’ = (F —¢) = F' = f.

‘=" Es sei G Stammfunktion. Dann gilt (G — F)' = G' — F' = f — f = 0 und mit [VL.1.§| folgt, dass
F — G konstant ist. |

Satz VIIL.4.4. (Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung) Es sei f: I — R integrierbar und F sei
eine Stammfunktion von f. Dann gilt fir alle a,b € I

b
/ f(z)da = F(b) — F(a).

BEWEIS. Ohne Einschrinkung gelte a < b. Es sei £ > 0. Nach dem Einquetschungskriterium [VIIT.2:6]
existieren ¢, ¢ € T[a,b] mit ¢ < f < 1 und f;z/)—fabgo <eEsseiZ:a=x9p<w <+ <z, =D eine
gemeinsame Zerlegung fiir ¢ und . Fiir jedes k = 1,...,n wenden wir nun den Mittelwertsatz auf
die Funktion F': [z—1,2r] — R an und finden diesem zufolge & € (xx—_1, zx) mit

F({Ek) — F(.’Ekfl)

F = .
(&k) P
Dann folgt mit einem Teleskopsummenargument
F(b) = F(a) = ) Flay) = Flar—1) = Y f(&)(xx — o).
k=1 k=1

Weil ¢, ¢ Treppenfunktionen sind und ¢ < f < @ gilt, erhalten wir als néchstes
b n n n b
/ 0= P& (mr — o) <Y G (rr —aro1) < (&) (@ —wp1) = / V.
a k=1 — a

k=1 k=1

=F(b)—F(a)

Schlielich folgt daraus

sgfabgo/abww(b)ﬂa)/abf</abw/abso<e.

Da obiges fiir beliebiges € > 0 gilt, muss der mittlere Term verschwinden, also f; f=F(@)— F(a) sein. O

Bemerkungen VIII.4.5.
(1) Haufig schreibt man F(b) — F(a) =: F(x)‘l; =: [F(x)]z
(2) Manchmal schreibt man [ f(z)dz = F(z) als Abkiirzung fiir ‘F ist Stammfunktion von f’. Beach-
ten Sie, dass dann auch gilt [ f(z)dz = F(z) + ¢ fiir jedes ¢ € R. Dies so zu schreiben ist daher
formal nicht korrekt (aber tiblich). Aufferdem ist bei dieser Schreibweise der Definitionsbereich von
f nicht angegeben, d.h. man kann leicht Fehler machen, z.B. ist

1 1
/;dleogaH—c auf (0,00) aber /de:log(—xﬂ—c auf (—o0,0).

Uberzeugen Sie sich durch Ableiten von diesen Gleichungen.
(3) Wenn f: I — R stetig ist, dann impliziert [VIIL.4.1} dass f eine Stammfunktion hat, die dann in
Cl(I ) liegt. In vielen Biichern wird der Hauptsatz so formuliert und durch die Formel

o " pat = 1)

ausgedriickt.
(4) Vorsicht: Fiir f: [a,b] — R impliziert die Integrierbarkeit von f nicht, dass f eine Stammfunktion
hat. Falls f eine Stammfunktion besitzt, dann impliziert dies nicht, dass f integrierbar ist.

Beispiele VIII.4.6.
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o f(z) =a™, n# —1 Dann ist F(z) = f:—_: eine Stammfunktion und wir erhalten zum Beispiel

sofort: fol r?dx ’0
o f(x) = ;, x > 0. F( ) = log:v ist Stammfunktion und das impliziert sofort f‘r Ldt = logz, was

jetzt sogar fiir alle x > 0 gezeigt ist.

. f15 o dz = (=1)log(10 — x)|51) = —(log(10 — 5) —log(10 — 1)) = log(%), wobei man hier z.B. so
vorgehen kann, dass man versucht die Stammfunktion zu erraten (und dabei vielleicht den Faktor
—1 erstmal nicht errit), und dann durch Ableiten aber sieht, dass man ein Minus zu viel bekommt,
was man durch den Faktor —1 korrigiert.

Bemerkungen VIII1.4.7.

(1) Mit dem was wir in vorhergehenden Kapiteln {iber Ableitungen gelernt haben, kénnen wir jetzt
eine Liste elementarer Stammfunktionen fiir Polynome, sin, cos, exp etc aufstellen.

(2) Linearkombination kénnen als f; A+ g = )\fab f+ pf; g integriert werden.

(3) Bei Kompositionen oder Produkten kann manchmal eine Stammfunktion geraten werden (wie in
iii)) oder es konnen die zwei folgenden Integrationsregeln verwendet werden. Aber auch
hier muss man oft raten oder Verschiedenes ausprobieren. Es gibt keinen Algorithmus, der Sie
immer zum Erfolg fiihrt.

Satz VIIL.4.8. (Substitutionsregel) Es sei f: I — R stetig und ¢: [a,b] — R sei eine C*~Abbildung mit

©([a,b]) C I. Dann gilt
@(b)
/ fle t)dt = / flx)dx.
v(a)
BEWEIS. Es sei F': I — R eine Stammfunktion von f. Dann gilt mit der Kettenregel

(Fop)(t)=F'(p(t)e'(t) = flo(t)¢'(t)
und weiter durch zweimalige Anwendung des Hauptsatzes, namlich erst auf (F o )’ und dann auf f, folgt
b b »(b)
[ sewrewar=Fea @l = Few) - Fe@) = [ s
a e(a

wie gewiinscht. ]

Beispiele VIII.4.9.
e Es gilt

Vi Vi
/ 2t cos(t?) d / o(t))dt (f(z) = cos(z), @(t) :=t?)
0 0

w(\f)

0)

xz)dz (Substitutionsregel)

—~

@

w\:l

. z . .
:/ cosxdx:smx}g 251n§—51n0:1.
0

4Fiir n € N kann man als Definitionsbereich jedes beliebige Intervall nehmen. Fiir negative ganzzahlige n darf das Intervall
die Null nicht enthalten. Ist n keine ganze Zahl, so ist man sicher unterwegs mit einem Intervall das Teilmenge von R~ ist,
kann aber in Spezialfillen auch negative x erlauben (z.B. wenn man x2/3 = Va2 liest) muss dann aber bei der Formel fiir die
Stammfunktion eventuell nochmal nachbessern.
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e Es gilt
2

2
1
/ (2t 4 1)%dt = 2(2t 4+ 1)*dt (nahrhafte Eins 1 = 3 2)
1

[N N e e

o~
ot

8

[ V)

o

8

\
N =
8

»(2)
f(z)da (Substitutionsregel)

2
/1 S (o)At (f(x) = a2, (t) =2t +1)

»(1)
35 49

3 |3 3

Man muss, bzw. kann, manche Integrale durch geschicktes Umschreiben erst auf die Form bringen,
die fiir die Anwendung der Substitutionsregel nétig ist. Dies gilt nicht nur im Sinne, dass Konstanten
erganzt werden, sondern kann auch von z abhingige Terme umfassen.

Bemerkung VIII.4.10. Ein sehr effizienter Weg die Beispiele aus [VIIL.4.9] aufzuschreiben, ist die folgende,
oft von Physiker:innen benutzte, Methode

Vi *(\/3) = ™
/ 2tcos(t2)dt=/ cosxda:zsina:|02 =gin— —sin0 = 1.
0 T z(0) 2

= t2
dz __
= GF =2t
= dz = 2tdt,

wobel wir von links nach rechts die 2¢ d¢ durch dz ersetzen und

2 *@ dr 1 235 49
2t +1)2dt = 2 = = —.
/1 ( - ) /m(l) . 2 2 3 “3 3

I

r:=2t+1
dx __
= $E=
= dt =19,
wo wir dt = %m einsetzen. Beachten Sie hierbei aber:
e Links ist x eine Funktion, rechts eine Variable; dies nennt man im Englischen ‘abuse of notation’.
e Auflésen von i—f = .-+ nach dx oder dt ist eine formale Rechnung; was dz und dt einzeln bedeuten,

haben wir gar nicht definiert und wir wissen daher schon gar nicht, ob wir mit diesen Ausdriicken
Bruchrechnen diirfen.

e Insbesondere das zweite Beispiel suggeriert, dass wir so jedes Integral einer Verkettung behandeln
kénnen, da wir nicht auf eine bestimmte Form des Integranden angewiesen sind, sondern durch
die formale Rechnung mit d¢ und dz immer das, was fehlt, automatisch herausbekommen. Dies ist
aber nicht so.

e Aufgrund der letzten beiden Punkte ist die obige Methode sehr mit Vorsicht zu geniefien.

Bemerkung VIII.4.11. Wir konnen auch dazu benutzen, um Stammfunktionen zu bestimmen,
. xr . . . .
weil F(x):= [ f(t)dt eine ist, wenn f stetig ist:

1 1 1 1
/xcosaz2dx:E/Qxcostdx:§/cosudu:isinu—&—C’:isinmj—i—C,

wobei wir hier mit u := 22 substituiert haben und dann am Ende wieder re-substituieren miissen. Vorsicht!
In der Rechnung oben ist verschleiert, dass u eine Funktion von x ist.

Beim Bestimmen von Stammfunktionen kann man am Ende durch Ableiten sehr leicht priifen, ob tat-
séchlich eine Stammfunktion vorliegt. Tut man dies, so ist dies Beweis genug, und es ist nebenséchlich, wie
man die Stammfunktion gefunden hat.
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Satz VII1.4.12. (Partielle Integration) Es seien f, g: I — R beides C'-Abbildungen. Dann gilt fir a, b e I
b b
b
| t@ (@) de = r@a@l, - [ F@ge)de.
BEWEIS. Wir setzen F := fg. Dann gilt mit der Produktregel F’ = f'g + fg¢’ und daher

b b b b b
/f’g+/ fg':/ F'=F| = fg|.

wobei die vorletzte Gleichung aus dem Hauptsatz folgt. Umstellen liefert die behauptete Gleichung. |
Beispiel VIII.4.13. Fiir f(z) = 2% und g(x) = e® gilt

1 1
1
/eg”x?dx:emxz‘o—/ e’ 2xdx
0 0

1
=e'1%2 — %02 —2/ e rdx
0

1
:e—2(exx‘é—/ exldm)

0
:e—2(611—600—e$|(1)):e—2

Bemerkungen VIII.4.14.
(1) Es ist egal ob man mit ¢'f oder f’g anfingt. Wichtig ist, dass wir mit partieller Integration die
Ableitung von einem Faktor auf den anderen hiniiberschieben kénnen.
(2) Die Wahl am Anfang sollte schon so gemacht werden, dass das neue Integral einfacher zu berechnen

ist als das alte. Wihlt man in [VIIL.4.13| f(z) = 23/3 und g(z) = €%, dann erhilt man
1 1
/ e’ x?dr =e"23/3 }(1) - / e 2% /3dx.
0 0
Dies ist zwar korrekt, aber es verschlimmert die Situation.

VIIL.5. Uneigentliche Integrale

Bisher haben wir Integrale beschrankter Funktionen iiber beschréankten Intervallen definiert und berech-
net. Jetzt erweitern wir dies und behandeln zum Beispiel Integrale von Funktionen wie unten.

1

!

!

!

!

!

!

|

|
O
C A e

Definition VIIL.5.1. Es sei a € R und f: [a,00) — R eine Abbildung, sodass f|4,g) fiir jedes a < R < oo

R—-integrierbar ist. Wir definieren
oo R
/ f(z)dz := lim / f(z)dz,

R—o0
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falls dieser Grenzwert in R existiert. Wir nennen dann f;o f(x)dz ein uneigentliches Integral. Manchmal
sagen wir, dass das Integral konvergiert, wenn der obige Grenzwert existiert.

Beispiele VIIIL.5.2.
(1) Fiir s > 1 gilt

oo 1 R —s+1 1 1 1
/ —dx = lim z=dz = lim = | = lim ( — — 1) = .
. xf R—oo Jq R5o00 —5+1'1 R500 1l —s ‘Rs—1 s—1

> R
(2) Dagegen konvergiert / — d« nicht: / —dx=logR —logl=1ogR RN
1 7 1 X

Definition VIIL.5.3. Es sei f: (a,b] — R mit a < b in R und sei f|[q1cp R-integrierbar fiir alle 0 < ¢ <
b — a. Wir definieren

b
/f do = lim [ fla)da,
a+¢e
falls dieser Grenzwert existiert. Funktionen f: [a,b) — R behandeln wir analog.
Beispiele VIII.5.4.
(1) Fir s <1 gilt
1 —s+1 1

1
—dx = lim z %dz = lim x '~ lim (1 — 5178) =
eNO Joue eNO0—s+1'¢ 01—

1 11
(2) / — dx konvergiert nicht: / —dx =logl—loge i\iO» 0.
o T e X

Definition VIIIL.5.5. Es sei f: (a,b) — R mit —oo < a < b < 400 und sei f|jo,5 R-integrierbar fiir alle
[, B] C (a,b). Es sei ¢ € (a,b) beheblg Wir definieren

/f dx—hm/f dx+11m/f

falls beide Grenzwert (in R) existieren. Beachten Sie, dass|VIII.3.11|in diesem Fall sicherstellt, dass f: f(z)dx
unabhéngig von c ist.

Beispiel VIII.5.6. Es gilt

| , | L
———dx = lim dx—l— lim —dz
oo 1422 Rooo | p1+4a2 Rooo Jy 1+ 22

= lim (arctan:z:| R) + lim (arctanx|R)
R—o0 - R—o0

= lim —arctan R+ hm arctan R = 7.
R—o0

Die letzte verbleibende Definition (‘Singularitét in der Mitte’) und weitere Beispiele behandeln wir auf
dem Ubungsblatt. Dort sehen wir auch, dass im Gegensatz zu [VIIL.5.2(2) und |[VIIL5.4(2), wo die Integrale
immerhin uneigentlich gegen +o0o konvergieren, auch Divergenz eintreten kann.
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KAPITEL IX

Euklidische und unitare Raume

IX.1. Skalarprodukte und Normen

Im Folgenden sei V stets ein Vektorraum iiber K € {R, C}. Wir setzen am Anfang nicht voraus, dass V'
endlichdimensional ist.

Definition IX.1.1. Ein Skalarprodukt auf V ist eine Abbildung (-,-): V xV — K, (u,v) — (u,v) mit
folgenden Eigenschaften:
(SP1) Yay,as € K, u,v1,v2 € Vi (u, 0101 + agva) = a1{u, v1) + aa(u, v2) (Linearitdt im 2. Argument),
(SP2) Yu,v € V: (u,v) = (v,u) (Symmetrie (K = R) bzw. Hermitezitit (K = C)),
(SP3) Vv e V: (v,v) 2 0und ((v,v) =0 <= v =0) (Positive Definitheit).
Ist (-,-) ein Skalarprodukt auf V, so heifst das Paar (V (-,-)) Skalarproduktraum. Im Fall K = R spricht man

von euklidischen Rdumen, im Fall K = C von wunitdren Rdumen. Haufig schreibt man auch nur ‘Es sei V' ein
Skalarproduktraum’, ohne das Skalarprodukt explizit anzugeben.

Beispiele IX.1.2.
(1) V =R" iiber K = R mit

(u,v) = < ( ) , ( >> =) ;. (Standardskalarprodukt des R™)
i=1

Un Un

(2) V =C" iiber K = C mit

(u,v) = < ( ) , ( >> =) ww;. (Standardskalarprodukt des C")
i=1

Un Un

(3) V=12 ={(axx)ren CK| D _|ax|? < oo} iiber K € {R,C} mit
k=1

(k) ken, (Yr)ken) = Z@yz

heifst Hilbert’scher Folgenraum. Im Gegensatz zu (1) und (2), wo man aufer den Skalarproduk-
teigenschaften nichts zeigen muf und diese durch ‘scharfes Hingucken’ sofort einsieht, muss man
hier priifen, dass ¢? ein Vektorraum ist und zeigen, dass das Skalarprodukt wohldefiniert ist, dass
also die Reihe Y 2, T;y; in C konvergiert, wenn die Folgen (zj)ren, (Yr)ken in £2 liegen. Am ge-
schicktesten ist es hier, zunéchst letzteres zu erledigen und zwar mithilfe der allgemeinen Form
der Cauchy-Schwarz—Ungleichung, die wir gleich in ii) beweisen werden. Dann kann man
[X.1.6{i) benutzen und damit das Unterraumkriterium fiir 2 C Abb(N, K) nachweisen.

(4) V =C([a,b],R) tiber K = R mit
b
() = [ f@ygla)do

ist ebenfalls ein Skalarproduktraum. Hier zeigt man (f, f) = 0 = f = 0 mithilfe der Stetigkeit
von f. Alle anderen Eigenschaften folgen direkt aus den Rechenregeln fiir das Riemann—Integral.

Bemerkungen IX.1.3.
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e Fir K = R ist ein Skalarprodukt auch im 1. Argument linear, weil

(sP2)

(1uy + agus, v) (v, a1uy + agus)

SP1
(SE1) a1{v,ur) + as (v, ug)

SP2

(SE2) aq{ug, v) + as(ug, v).
Fir K = C ist ein Skalarprodukt im 1. Argument konjugiert—linear, d.h. Skalare kénnen heraus-
bzw. hineingezogen werden, miissen aber dabei komplex konjugiert werden:

(SP2)
(aqug + agug,v)y =" (v, a1ug + agus)

(SP1)

a1 (v,ur) + (v, ug)

= (v, ur) + aa(v, us)

SP2
( = ) 61<U1,1}> +52<UQ,’U>.

e Fiir K = R ist ein Skalarprodukt eine Bilinearform, fiir K = C spricht man von einer Sesquilinear-
form (sesqui = eineinhalb).
e Je nach Literatur wird Linearitdt im 1. Argument gefordert und es folgt dann die (konjugierte)
Linearitat im 2. Argument.
Definition IX.1.4. Eine Abbildung || - ||: V — R heilt Norm, falls gilt:
(N1) Vo e V: |jv]| 2 0und ||v|| =0 <= v = 0 (Positive Definitheit),
(N2) VaeK, veV: |av|=|al|v] (Homogenitit),
(N3) Vu, v e V: |lu+v| < |ull + |lv|| (Dreiecksungleichung).

Beispiel IX.1.5. In R™ ist
T
( )’ =zl + -+ a2

eine Norm; in R? (oder R3) kann die Norm von x = (7} ) als Lénge des Vektors x interpretiert werden:

Lange = /2% + 23

T2 +---\--------+5

| a1

Das hatten wir uns in [[.2] schon angesehen.
Dass obiges tatsdchlich eine Norm definiert, kann man direkt nachrechnen. Wir machen dies aber hier

nicht, weil es auch sofort aus dem néchsten Satz folgt.
Satz IX.1.6. Es sei (V,{-,-)) ein Skalarproduktraum. Dann gilt
(i) [Jv|| := \/{v,v) fiir v € V definiert eine Norm auf V.
(i) Yu,v € V: [{u,v)| < JJu|l||lv]| (Cauchy=Schwarz—Ungleichung).
Im Spezialfall des R? hatten wir die Cauchy-Schwarz—Ungleichung in behandelt.

BEWEIS. Wir zeigen zunéchst die Cauchy—Schwarz—Ungleichung;:
Ist v = 0, dann sind beide Seiten Null.

Es sei v # 0. Setze z := u— 22’;;11, dh.ou=z+ EZZ;U Wir benutzen, dass das SP im 1. Argument konjugiert

linear ist, und erhalten

(x) {z,v) = <u - <v’u>v,v> = (u,v) — 22735 (v,v) = (u,v) — (u,v) = 0.
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Mit der Linearitédt im 2. Argument gilt aullerdem

lull* = {u,u) = <Z + <U7u>v7z + 2U7u>v>

= (z,2)+ 0, 0) (z,0) + 0, 0) (v, 2) + (0,0) (0,0) (v,v)
(;)0

e R, P

- g = T

Multiplikation mit ||v]|?
Beweis von (ii).
Wir zeigen nun (i):
Da nach (SP3) (v,v) > 0 ist, folgt zunéchst, dass || - ||: V' — R wohldefiniert ist und nach Definition nur
nichtnegative Werte annimmt. Gilt 0 = ||v|| = /(v,v), so muss (v,v) = 0 sein und dann nach (SP3) also
v = 0. Das gibt (N1).

Fiir (N2): Es gilt [|av||? = (av, av) = @alv,v) = |a|?||v

und Wurzelziehen zeigt |(u,v)| < ||lul|||v]] wie gewiinscht, und beendet damit den

|2 was durch Wurzelziehen die Behauptung zeigt.

Fir (N3) benutzen wir die Cauchy—Schwarz—Ungleichung, die wir mit CSU abkiirzen.
(N3) Es gilt

lu+ ] (utv,u+v) =[(u,u) + (u,v) + (v,u) + (v, V)]

[ull® + 1{w, v)| + (v, w)| + [|v]]?

[ull® + 2[julllv]] + [lv]]?

(lull + oI,

wobei die erste Abschéitzung die Dreiechsungleichung fiir den Betrag komplexer Zahlen ist und die zweite
die CSU. Wurzelziehen zeigt nun die gewiinsche Ungleichung ||u 4+ v|| < |lu|| + ||v||. Dies beendet auch den
Beweis von (i). O

NN

Bemerkungen IX.1.7.
e In jedem Skalarproduktraum gilt die Parallelogrammgleichung

Vu,0 € Ve flu+ ol + flu = vf* = 2f|ul]* + 2[|v]*.

e In euklidischen/unitdren Réumen gelten die Polarisationsidentititen

wo) = F(h+olP~u—ol?) (K=ER)

1
(u,v) 7 (It oll? = flu=ol® +iu = iv|* = iflu+wl?) (K =C).

Dies zeigen wir in einer Aufgabe.

IX.2. Orthogonalitét

Definition IX.2.1. Es sei V ein Skalarproduktraum.
(i) Zwei Vektoren u,v € V heifen orthogonal, falls (u,v) = 0 gilt.
(ii) Fiir M C V heift M+ :={u eV |Vm € M: (m,u) =0} das orthogonale Komplement von M.
(iii) Eine endliche oder abzahlbare Menge (v;);er C V heilt Orthonormalsystem (ONS), falls gilt
Vikel: (v,vg) =0 = {1’ falls ¢ = k,
0, sonst.

Beispiele IX.2.2.
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(1) In R™ und C™ bilden die Einheitsvektoren (eq,...,e,) jeweils ein ONS.
(2) In % ist (e;)ien mit e; = (0,...,0, 1, 0,...), Wobei die 1 an der i-ten Stelle steht, ein ONS.
(3) In C[—m, 7] mit Skalarprodukt (fLoy=J"_f x)dz bilden die Funktionen

fi(@) = =, fola) = A= sing, f3< ) = A= cosz,

fa(z) = \/% sin 2z, fs(x) = \/%cos 2z, fo(x) = \/% sin 3z, ...
ein ONS.
Lemma IX.2.3. Es sei V ein Skalarproduktraum. Dann gilt:

(i) Fiir alle Teilmengen M C 'V ist M+ ein Untervektorraum von V.
(ii) Jedes ONS von V ist eine linear unabhdngige Mengcﬂ.

(iii) Es sei V' ein n—dimensionaler Skalarproduktraum und (vy,...,vy,) ein ONS. Dann ist (vi,...,vp)
eine Basis von V.

Den Beweis behandeln wir in einer Lernwerkstatt. |

Definition IX.2.4. Basen, die gleichzeitig ein Orthonormalsystem bilden, nennen wir Orthonormalbasen,
(ONB).
Satz IX.2.5. Es sei V ein n—dimensionaler Skalarproduktraum und es sei (vy,...,v,) eine ONB.

(i) Jedes v € V hat die eindeutige Darstellung

n

v = Z(vk,v>vk

k=1
bzgl. der ONB. D.h. die Koeffizienten sind (vg,v).
(ii) Firu,v eV gilt

n

(u,0) =Y (o, u) vk, v ( Xn:uvk ) vk, v )
k=1

k=1

(i) Firv eV gilt die Parseval’sche Gleichung

n
loll* =" 1{or, )
k=1

BEWEIS. (i) Dass wir v nach jeder Basis und damit auch nach der gegebenen ONB eindeutig entwickeln
koénnen, wissen wir. Es sei also v = ¢jv1 + -+ - + ¢, v, mit geeigneten ¢; € K. Dann folgt fiir 1 <i<n

’Uzy <’U“§ Ck;’l)k> § Ck ’UZ,Uk; = C;.

761,](,
(ii) Es gilt (mit der Darstellung aus (i) fiir die erste Gleichung):
(u,v) = <kz_1<vk,u>vk,zl<vj,v>vj> = kz_l (v, w) (vj, v) (vg, vj) = ’; Vg W) (Vg V

(iii) Hier gilt schlieflich mit (ii):

n

||UH2 Z ) vk, v Z|<Uk7v> 2

k=1 k=1

]

IErinnern Sie sich bitte daran, dass eine unendliche Menge X C V linear unabhéngig ist, wenn jede endliche Teilmenge
von X linear unabhéngig ist.



Satz IX.2.6. (Satz iber die Orthogonalprojektion) Es sei V' ein Skalarproduktraum, es sei (v1,...,vp) ein
ONS und W sei der {-dimensionale Untervektorraum von V', der von den vy bis vy erzeugt wird: W :=
Span{v1,...,ve}. Dann gilt:

(i) Jedes v € V lisst sich eindeutig schreiben als v = w +w> mit w € W und w- € W+ und zwar als

E Vg, U ’Uk, ’LU =V —w.

(ii) Die Abbildung
P:V =V Pvi=w
ist linear, es gilt P> = P und Bild P = W. Man nennt P die orthogonale Projektion auf W.
(iii) Es gilt (Pu,v) = (u, Pv) fir alle u,v € V.
(iv) Es gilt [|[v — Pv|| = min {|lv — w| | w € W} fiir jedes v € V.
BEWEIS. (i) Da w € W nach Definition gilt, muss fiir die Existenz der Zerlegung nur gezeigt werden,
dass wt € W+ liegt, was wiederum nach Definition genau dann der Fall ist, wenn (u,w) = 0 fiir alle u € W

gilt. Wir nehmen also einen beliebigen Vektor u € W und entwickeln diesen mit [[X.2.5(i) nach der ONB
(v1,...,v7) von W, d.h.

Auferdem gilt

Daraus folgt

k=1 j=1
= Z(vk,u><vk,v> - Z (g, w)(vy, v) (Vk, v;)
k=1 kyj=1

womit die Existenz gezeigt ist.

Um die Eindeutigkeit der Zerlegung zu zeigen, nehmen wir an, dass v = w + w* und v = u + u* mit
einem v € W und vt € W+. Dann folgt

(*) O=w+w:—(ut+vt)=w—-—utwt—ut
EW ewt
und mit der Definition von W+ gilt (w — u,wt — ut) = 0. Auflésen von (x) nach wt — ut zeigt weiter
wt —ut = —(w — u). Damit folgt
0= (w—u,wh —ut) = (w—u,—(w - w)) = —|lw—ul®?

und (N1) impliziert dann, dass w = u sein muss. Dann liefert () aber sofort auch w' = u™.

(ii) P ist linear, da (-,-) im 2. Argument linear ist. Dass P? = P gilt, rechnen wir fiir v € V nach:

¢ ¢
Pl = P(Pv) = P( S (o vhun) = > (v, 0) Pui
k=1 k=1
¢ ¢ ¢
= Z<U/€av>z Vj, V)V ka, Yo = Pu.
k=1 j=1 k=1
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Dass Bild P = W gilt, folgt daraus, dass fiir w € W die Entwicklung von w nach der ONB (vy,...,v;) von
W mit Pw iibereinstimmt.

(iii) Es seien u,v € V beliebig. Entsprechend (i) zerlegen wir v = w +w' und u = z + 2t mit w,z € W
und wt, 2+ € W+, Dann gilt

(Pu,v) = (z,w +wb) = (z,w) + (z,w) = (z,w) + (1, w) = (x + >, w) = (u, Pv),
~—— N——
—0 =0
wobei wir benutzt haben, dass Pv = w und Pu = z gilt und dass (y,z) = 0 falls y € W und z € W+ sind
(oder umgekehrt).

(iv) Pv € W impliziert ||v — Pv|| > inf{[lv — u|| | v € W} und es muss
() YueW:|v—Pu|| <|v—u

gezeigt werden. Es sei w € W beliebig. Wegen (i) haben wir (v — Pv, Pv —w) = 0, da v — Pv € W+ und
Pv —w € W gelten. Daraus folgt

[v—w|®* = [(v—Pv)+Pv—w)|>=(z+yz+y)
— Y
=z =y
= (z,2) + (z,9) + (y,2) +{y,v) = [|z]|*> + ||y]?
——— ——
=0

= |lv—Po|? +[[Pv—w|* > [lv - Pu|*.
Dies liefert nach Wurzelziehen genau die Ungleichung in (*). Damit haben wir
v — Po|| = inf{|lv —ul | ue W}
und insbesondere ist das Infimum ein Minimum, weil Pv € W gilt. (Il

Bemerkung IX.2.7. In V = R? und fiir / = 1 haben wir die folgende Veranschaulichung:

1 o,\j 1
W W
-7 Y
v - \
AW ?m)
W
Uy

D.h. W = Span{v;} ist eine Gerade durch den Ursprung und W+ ist diejenige Gerade durch den Ursprung,
die senkrecht auf W steht. Die Abbildung P schickt dann einen Punkt v € R? auf genau den Punkt w € W
der senkrecht unter v liegt. Zeichnen Sie die Vektoraddition w + (v — w) = v ein. Dann kann v — w als
Pfeil vom Punkt w zum Punkt v interpretiert werden und dieser steht senkrecht auf W. Formal gilt das,
weil (w,v —w) = (w,wr) = 0. sagt nun insbesondere noch, dass sich nichts mehr &ndert, wenn man
w = Puv ein zweites Mal projiziert und dass w = Pv genau der Punkt in W ist, der minimalen Abstand zu
v hat.

Beachten Sie: Wiren wir im Raum R? und W = Span{v;} ist eindimensional, so ist W~ genau die
Ebene durch den Ursprung, die von der Geraden W senkrecht durchstofen wird. Wire in R3 der Raum
W = Span{vy, vy} zweidimensional, d.h. eine Ebene durch den Ursprung, dann ist umgekehrt W+ genau
diejenige Gerade welche senkrecht auf W steht und durch den Ursprung geht.

Satz IX.2.8. (Gram—Schmidt—Orthonormalisierungsverfahren) Es sei V' ein n—dimensionaler Skalarproduk-
traum. Dann gilt:

(i) V besitzt eine ONB.
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(ii) Jedes ONS (v1,...,vp) lisst sich zu einer ONB (v1,...,vp) ergdnzerﬂ.

BEWwEIS. Wir zeigen (*): Zu einem System linear unabhéngiger Vektoren w, ..., u,, existiert stets ein
ONS (v1,...,Uy) mit Span{u1,...,un} = Span{vr,...,vn}.

Die Aussage (i) des Satzes folgt dann durch Betrachtung einer beliebigen Basis (uq,...,u,) aus dem
Spezialfall m = n von (). Aussage (ii) folgt, indem man die Vektoren v; ..., v, zu einer Basis erginzt und
dann das folgende Verfahren anwendet, von dem wir sehen werden, dass es die vy, ..., v, unverdndert ldsst:

(1) Da (u1,...,un) linear unabhéngig sind, ist u; # 0 und
U1 1
V= = ———
fluall
ist wohldefiniert und hat Norm 1. Aufserdem gilt Span{u;} = Span{v; }.
(2) Es sei Py die orthogonale Projektion auf Wy := Span{u;} = Span{v;}. Dann gilt us — Pius € W+
nach [IX.2.6(i) und ug — Pyus # 0, da uq, us linear unabhingig sind. Wir setzen also

U9 —P1UQ
Vo 'i= 57—
[[uz — Prug|

und erhalten einen Vektor mit Norm 1, (v1,v2) = 0 und Span{uy,uz} = Span{vi,vs2}.

(m) Angenommen vy, ...,v;,—1 sind bereits konstruiert. Es sei dann P,,_; die orthogonale Projektion
auf W,,_1 := Span{uy,...,Um_1} = Span{vy,...,Up_1}. Dann ist u,, — Pp_ju, € W | und
U — Pm_1uy, # 0. Wir setzen

Um — I'm—1Um

B ”um - melumH

U

und erhalten einen Vektor mit Norm 1, (v, v;) =0 fir k=1,...,m — 1 und Span{uy,...,un} =
Span{vy,...,Um}.
O

IX.3. Adjungierte Abbildungen

Bemerkungen IX.3.1. Jetzt und im Folgenden sei (V] (-,-)) stets ein n—dimensionaler Skalarproduktraum.
Wir benutzen die folgenden Bezeichnungen:
(i) End(V) = {T:V — V| T linear}.
(i) V*={f: V=K ’ f linear} heiRt Dualraum; seine Elemente heifen Funktionale oder Linearfor-
men) auf V.
(iii) Da (-,-) im 2. Argument linear ist, ist fur festes uw € V' die Abbildung f,: V — K, f,(v) := (u,v)

)

ein Funktional. Der néchste Satz zeigt, dass in der Tat alle Funktionale von dieser Form sind.

Satz IX.3.2. (Satz von Riesz; endlichdimensionale Version) Es sei V' ein n—dimensionaler Skalarprodukt-
raum und f:V — K sei linear. Dann existiert genau ein uw € V- mit f(v) = (u,v) fir allev € V.

BEWEIS. Essei (vq,...,v,) eine ONB in V. Wir wissen aus der Mathematik 2, dass f eindeutig bestimmt
ist durch die Werte auf dieser ONB. Es sei «; := f(v;) € K. Wenn wir ein beliebiges v € V' nach der ONB
entwickeln als v = Biv1 + -+ - + B,v, mit §; € K, so folgt

n n n
fv) = f(Zﬂivi) = Bif(i) =Y _ Biou.
i=1 i=1 i=1
2Hieraus folgt insbesondere, dass wir in der Situation von Satz unter der Zusatzannahme n := dimV < oo die

v1,...,v¢ zu einer ONB (v1,...,v,) erginzen kénnen und dass dann das orthogonale Komplement W+ gerade von den

in

Vgg1,...,vn aufgespannt wird. Dies klirt die Frage, wie man W+ ausrechnen oder sich vorstellen kann (vgl. auch das Bild
-IX.2.7
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Wir setzen u := Z?:l a;v;. Dann gilt fiir v wie oben
n n n n
(u,v) = <Zaivia2ﬁj7}j> = Z aifBj(vi,v;) = Zazﬂzw
i=1 j=1 i,j=1 i=1

Daraus folgt, dass u:= )., @;v; die gewiinschte Eigenschaft hat und auBerdem eindeutig ist: Es sei ¢ € V
ein weiterer Vektor mit f; = f. Dann gilt

Yo eV:{av) = fv) = {(u,v),
woraus folgt, dass (@ — u,v) = 0 gilt fiir alle v € V, also insbesondere (4 — u, % — u) = 0. Wegen (SP3) bzw.
(N1) erzwingt dies @ — u = 0. O
Satz I1X.3.3. (Adjungierte lineare Abbildung) Es sei V ein n—dimensionaler Skalarproduktraum. Zu jedem
T € End(V) existiert genau ein T € End(V) mit der Figenschaft
Yu,v € Ve (u, Tv) = (T, v).
Die Abbildung T — T von End (V) in sich hat die folgenden Eigenschaften:
(i) VaeK, T,S € End(V): (aT + S)* = aT + 524,
(i) VT,S € End(V): (T o §)%¢ = §2d o T4,
(ili) V7 € End(V): 794" = T.
Definition IX.3.4. Die Abbildung 7% wie in heiftt die zu T' adjungierte Abbildung.
BEWEIS. Es sei u € V fest. Wir betrachten
g: V=K, g(v) := (u,Tv).
Dann ist g € V* und nach dem Satz von Riesz ([X.3.2) existiert genau ein v’ € V mit g = (v/,-), also
VoeV: (uTv)=(u,v).
Wir kénnen also 7%¢: V' — V definieren als T%u := u’ und miissen jetzt priifen, dass T4 linear ist. Dies
machen wir wieder mit der (einfachen aber wichtigen) Aquivalenz
r=y <= VveV:(z,v)=(y,v).
Es seien o € K, u,w € V fest. Fiir v € V gilt dann
(T%ou+w),v) = (au+w,Tv)
= a(u, Tv) + (w, Tv)
= (T, v) + (T"%w, v)
= (a7 + T, v)
also T (au + w) = aT%*u + T%y.

(i)—(iii) beweist man dhnlich; dies behandeln wir in der Lernwerkstatt. O

Bemerkung IX.3.5. Es sei V ein n—dimensionaler Skalarproduktraum und sei B = (by,...,b,) eine feste
ONB. Es sei T' € End(V). Dann ist

Mg(T) = [(Tbl)B (Tbn)g] =: (a?l aln) =:A und Tb; = Zaikbi~

api - a :
nl nn i=1

Daraus folgt
(bj, Tby) = <bj7zaikbi> = Zaik<bj,bi> = aj.
i=1 i=1

D.h. die Eintrage der Darstellungsmatrix von T kénnen durch obige Formel berechnet werden, solange wir
eine ONB benutzen, und das machen wir ab jetzt in Skalarproduktrdumen immer.

Es sei nun B := Mp(T%%). Dann gilt
bk = (b, T*by) = (T, b;) = (bx, Tbj) = a;,
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dh. B =A"iiber K = C bzw. B = At iiber K = R. Ist also T € End(V) durch eine Matrix A dargestellt,
so kann die Darstellungsmatrix der adjungierten Abbildung 7%¢ durch Transponieren und Konjugieren be-
stimmt werden, bzw. nur durch transponieren, wenn K = R ist.

Definition IX.3.6. Es sei A € M(n x n,C). Dann bezeichnet A’ die hermitesch konjugierte Matrix oder
auch die adjungierte Matriz.

Definition IX.3.7. Es sei V ein n—dimensionaler Skalarproduktraum. 7' € End (V) heifst
(i) mormal, falls T o T = T o T gilt,
(ii) selbstadjungiert, falls T = T gilt,
(iii) wnitir (K = C) bzw. orthogonal (K = R) falls T = T gilt,
(iv) isometrisch, falls |Tv|| = ||v|| fiir alle v € V gilt.

Bemerkung IX.3.8. Mit [[X.3.5 ergeben sich fiir die oben definierten Eigenschaften fir A = Mg(T) mit
einer ONB B:

T normal (K=C) <= A A=AA normale

T normal (K = R) —  A'A = AA Matriz

t

T selbstadjungiert (K = C) = A=A selbstadjungierte oder

hermitesche Matrix

T selbstadjungiert (K = R) — A=A symmetrische Matrix
T unitir (K=C) <« A=t ungtdre Matriz
T orthogonal (K = R) — At = A1 orthogonale Matrix

Satz I1X.3.9. Fs sei V ein n—dimensionaler Skalarproduktraum.

(i) Selbstadjungierte und unitdre/orthogonale Abbildungen sind stets normal.
(ii) T € End(V) ist isometrisch genau dann, wenn (Tu,Tv) = (u,v) fir alle u,v € V gilt.
(i) Unitdre/orthogonale Abbildungen sind stets isometrisch.
BeEwEIs. (i) folgt direkt.
(ii) ‘<= Es gilt ||[v]|? = (v,v) = (Tv, Tv) = ||Tv||?* woraus durch Wurzelziehen die Behauptung folgt.

‘=" Wir benutzen die Polarisationsidentitéit und fiihren den Fall K = C aus. Im Fall K = R miissen
unten jeweils die letzten zwei Terme in der Klammer weggelassen werden:

1 . . . .
(Tu,Tv) = Z(IT(+0)|* = IT(w = o) [P+ T(u = iv)|* =i T(u +iv)]*)
1 . . . .
= g (lw+oll* = flu = vlP+illu — iv]]* = illu+iv]]*)
= (u,v).
(iii) Es gilt | Tv||? = (Tv, Tv) = (T%Tv,v) = (T 1Tv,v) = (v,v) = ||v|%. O

Satz IX.3.10. Es sei A € M(n x n,K).

(i) Die Matriz A ist genau dann unitdr/orthogonal, wenn die Spalten (Gquivalent die Zeilen) eine ONB
von K™ bzgl. des Standardskalarprodukts bilden.

(ii) Wenn A wunitar/orthogonal ist, gilt | det A| = 1.
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(iii) Wenn A unitdr/orthogonal ist, dann haben alle Figenwerte von A den Betrag 1; ist K =R, so heifit

dies, dass die Figenwerte nur —1 oder 1 sein kdnnen.

BEWEIS. (i) Es sei K= C und

ail -+ Qig cct Gln 4 .
A:<i : §>,d.h.A: Tk T

Anl ** Qnk " Ann

Gin - Gnn

Weil 4' = A1 ist, also AA= E,, gilt, folgt

< <a?k ) 5 <afli ) > = Zajkajl- = (Elk Enk) <afli ) = (ZtA)kl = (En)kz = 5]”
Ank Qni j=1 N———— \ani

k—te Zeile
von A° i—te Spalte
von A

Dies zeigt, dass die Spalten von A eine ONB bilden. Fiir die Zeilen nutzt man AA = FE,, aus und geht analog

vor. Im Fall K = R ersetzt man A durch At
(ii) Es gilt
1=detE, =det A’ A=det A det A = det Al det A = det Adet A = | det A|?
fir K = C; fiir K = R lassen Sie die komplexe Konjugation weg.

(iii) Wenn A unitér bzw. orthogonal ist, dann folgt mit [[X.3.9(iii), dass A: K" — K", x + Az isometrisch
ist. Es sei nun A € o(A) und u ein zugehodriger Eigenvektor. Dann gilt ||u|| = ||Au|| = ||Au|| = |A|||u]| und
O

folglich |\ = 1.
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KAPITEL X

Eigenwerte und Normalformen in Spezialfiallen

Wir hatten im vorigen Abschnitt spezielle Arten von Endomorphismen kennengelernt. In diesen Féllen
kann man Aussagen iiber deren Eigenwerte treffen, sowie in giinstigen Féllen etwas zur Diagnonalisierbarkeit
sagen.

X.1. Der selbstadjungierte Fall

Im Folgenden sei stets (V, (-,-)) ein endlich-dimensionaler Skalarproduktraum und 7': V' — V linear und
selbstadjungiert, das heift es gilt T' = T9?, was dquivalent ist zu (u, Tv) = (Tu,v) fiir alle u,v € V.
Satz X.1.1. Es seien T und V wie oben. Dann gilt:
(i) Jeder Figenwert von T ist reelﬂ.

(ii) PEigenvektoren zu verschiedenen Eigenwerten sind orthogonal zueinander.

BEWEIS. (i) Es sei Tu = Au mit u # 0. Dann gilt einerseits
(u, Tu) = (u, \u) = A{u, u)
und andererseits, weil T selbstadjungiert ist,
(u, Tu) = (Tu,u) = M, u) = Mu,u).
Da (u,u) # 0 ist, folgt A = \.
(ii) Es gelte Tu = Au und Tv = pv mit A # p und u # 0 # v. Dann gilt wieder einerseits
{1, Tv) = {u, ) = pafu, v)

und andererseits, weil T' selbstadjungiert ist,

(u, Tv) = (Tu,v) = (Au,v) = A(u, v) O AMu, v).
Daraus folgt (1 — A\){u,v) = 0. Da nach Voraussetzung p — A # 0 ist, muss (u,v) = 0 sein. O

Lemma X.1.2. Es sei V # {0} ein endlich-dimensionaler Skalarproduktraum. Dann hat jede selbstadjun-
gierte lineare Abbildung einen Eigenvektor zu einem reellen Figenwert.

BEWEIS.
(1) Fiir K = C zerfallt das charakteristische Polynom in Linearfaktoren, hat also mindestens eine Null-
stelle A € C. Diese ist ein EW, also nach reell und es gibt nach Definition einen Eigenvektor
zum Eigenwert A.
(2) Fiir K = R wéhlen wir eine ONB B in V. Dann ist A := Mg(T) € M (n xn,R) symmetrisch. Fassen
wir A als komplexe Matrix in M (n x n,C) auf, dann ist sie hermitesch; es gilt also A = A'. Damit
ist A: C* — C",  — Az selbstadjungiert und hat nach (1) einen reellen Eigenwert. D.h. P4 hat

eine reelle Nullstelle und damit hat T" einen reellen Eigenwert.
|

Korollar X.1.3. Jede hermitsche komplexe Matrix und jede symmetrische reelle Matrix hat einen reellen
Eigenwert.

Iber K = R ist diese Aussage nach Definition wahr, aber iiber K = C natiirlich nicht!
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Bemerkung X.1.4. Vorsicht: Komplexe symmetrische Matrizen haben nicht unbedingt einen reellen Ei-
genwert. Zum Beispiel hat (} 9) offenbar keinen.

Lemma X.1.5. Es sei V ein endlichdimensionaler Skalarproduktraum und T' € End(V') sei selbstadjungiert.
Es sei weiter U C V ein Unterraum, der bzgl. T invariant ist, d.h. es gilt TU C U. Dann gilt auch TU+ C U+

(d.h. UL ist auch T—invariant) und T|Y sowie T\gi sind wieder selbstadjungiert.

BEWEIS. Es sei v € U*. Es gilt also (u,v) = 0 fir alle w € U. Wir miissen zeigen, dass Tv € U™t ist,
also dass (u, Tv) = 0 ist fiir alle u € U. Wir rechnen nach, dass fiir u € U gilt
(u, Tvy = { Tu ,v) =0,
euU
weil U unter T invariant ist. Dass die Einschrankungen wieder selbstadjungiert sind, ist klar. O

Satz X.1.6. (Hauptsatz iber selbstadjungierte lineare Abbildungen) Jede selbstadjungierte lineare Abbildung
T auf einem endlich-dimensionalen Skalarproduktraum V ist diagonalisierbar.

BEWEIS. Wir miissen zeigen, dass V' eine ONB aus EVen besitzt. Das machen wir durch Induktion nach
n:=dimV.

n = 1: Hier ist die Aussage trivial, denn alle linearen Abbildungen V' — V sind von der Form z — Az
mit einem A € K.

n — 1 auf n: Es sel n > 2 und gelte die Aussage fiir (n — 1)-dimensionale Vektorrdume. V' sei ein
Vektorraum mit Dimension n. Nach [X1.2] existiert ein Eigenvektor v und wir kénnen ohne Einschrinkung
annehmen, dass ||v]| = 1 gilt. Wir setzen U := Span{v}, also dimU = 1. Fiir u € U gilt Tu = Au € U, wobei
A den zu v gehorigen Eigenwert bezeichne. Insbesondere ist also TU C U. Geméf ist dann ebenfalls
TU+ c Ut und T|gi ist selbstadjungiert. Aukerdem ist dim U+ = n — 1, d.h. nach Induktionsvorrausset-

zung existiert fiir U+ eine ONB (vy,...,v,_1) aus Eigenvektoren zu T|gi, also auch zu T. Es folgt, dass
(v1,...,Vp—1,v) in V eine ONB aus Eigenvektoren ist. |
Bemerkung X.1.7. Es seien p1, ..., 1, die paarweise verschiedenen Eigenwerte von 7' und E,, ..., E,

die zugehorigen Eigenrdume. Nach einer Ubungsaufgabe gilt
V=E,®...0E,, .

Also hat jedes v € V eine eindeutige Darstellung v = wy + w2 + - - - +w, mit w; € E,,. Nach ii) wissen
wir jetzt noch, dass die Eigenrdume orthogonal aufeinander stehen, d.h. w; = P;v, wenn P; die orthogonale
Projektion auf E,,, bezeichnet (vgl. [X.2.6). Also gilt

v=Pov+...+ Pw.

Beachten Sie, dass Pjv € E,, gilt, und damit P;v entweder Null ist oder ein Eigenvektor zum Eigenwert u;
ist. Anwenden von T liefert also

Tv=TPv+...+TPv=puPiv+...+ pu-P.
Da dies fiir jedes v € V' gilt, kénnen wir obiges auch auch schreiben als
T=mwmP+...+ p.Pr.
Letzteres wird die Spektraldarstellung von T genannt, denn {p1,...,u,-} = o(T) ist gerade das Spektrum

von T.

X.2. Normalform symmetrischer und hermitescher Matrizen

Satz X.2.1. (Satz iber die Diagonalisierbarkeit hermitescher/symmetrischer Matrizen) Jede komplexe her-
mitesche bzw. reelle symmetrische Matriz ist diagonalisierbar. Genauer:
(i) Fir jede hermitesche Matriz A € M (nxn,C) existiert eine unitire Matriz S € M(nxn,C), sodass

SAS-! = SAS" Diagonalgestalt hat.
(i) Fir jede symmetrische Matriz A € M (n xn,R) existiert eine orthogonale Matriz S € M(n xn,R),
sodass SAS™! = SAS* Diagonalgestalt hat.
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BEWEIS. Nach existiert eine ONB (by,...,b,) aus Eigenvektoren (in K™). Aus Kapitel [[I| wissen
wir, dass dann SAS~! diagonal ist und dass die Spalten von S~! gerade die Vektoren b1, ...b, sind. Nach

[X.3.10(i) ist S~! dann unitér bzw. orthogonal, also 51— (S™1H~! = S. Weil zweimaliges Konjugieren die
Identitét ist und ebenso zweimaliges Transponieren, ist dann auch S unitar bzw. orthogonal. ]

Bemerkung X.2.2. Die Matrix S war weder in Kapitel [[I| durch die Forderung, dass SAS~! diagonal ist,
eindeutig bestimmt, noch ist sie das in der Situation von

Beispiele X.2.3. 4
(i) Die Matrizen ({ _{) € M(2x 2,R) und ( _} _}) € M(2 x 2,C) sind diagonalisierbar nach
und zwar ohne weitere Rechnung.

(ii) Vorsicht: ist keine Aquivalenz. Zum Beispiel ist (§9) € M(2 x 2, C) bereits eine Diagonalma-

trix, ohne hermitesch zu sein.

X.3. Normalformen normaler, unitdrer und orthogonaler Endomorphismen

Fiir normale lineare Abbildungen in komplexen endlichdimensionalen Skalarproduktraumen gilt ein zu
analoges Resultat:

Satz X.3.1. Fs seiV ein komplexer, endlichdimensionaler Skalarproduktraum und T € End(V') sei normal,
also T o T = T o T*. Dann ist T diagonalisierbar.

BEWEIS. Da wir {iber C arbeiten, hat Pr mindestens eine Nullstelle, also existiert mindestens ein Fi-
genwert A, der jetzt aber nicht unbedingt reell ist. Wie vorher ist U := E, unter T invariant. Da T normal
ist, gilt 7%¢U C U, denn fiir v € U haben wir

()

ad —To ad
Tv=X = T%Tp)=\T%) " =T

T(T%%) = A(T),

also ist T%v Eigenvektor zum Eigenwert A und damit ist 7%% € E\ = U.
Wir zeigen jetzt, dass TU+ c U+ und T*U+ C U+ gelten:
BEsseiv € UL, d.h. (u,v) = 0 fiir alle w € U. Dann gilt (u, Tv) = (T%u,v) = 0 fiir u € U, also Tv € U~.

Analog haben wir (u, T%v) = (Tu,v) = 0 fiir beliebiges u € U, also T%v € U~.
Ut 1 . . . .
Da T'|;. € End(U~) normal ist, kann nun der Induktionsbeweis von kopiert werden. O

Bemerkung X.3.2. Da wir den Beweis tibernommen haben, erhalten wir auch im Fall normaler komplexer
Matrizen A € M(n x n,C), dass es eine unitire Matrix S gibt, so dass SAS~! Diagonalgestalt hat.

Beispiel X.3.3. Die Matrix (é (%) (1)) ist normal, d.h. iiber C diagonalisierbar. Sie hat komplexe Eigenwerte
und kann daher iiber R nicht diagonalisierbar sein.

Korollar X.3.4.
(i) Unitdre lineare Abbildungen sind stets diagonalisierbar.
(ii) Unitdre Matrizen A € M(n x n,C) sind stets diagonalisierbar.
Bemerkung X.3.5. Orthogonale Matrizen A € M(n x n,R) sind im Allgemeinen nicht diagonalisierbar.

So hat zum Beispiel die Drehmatrix A = (‘;frfg *ZLZZ) fiir 0 € (0,27) \ {7} keine reellen Eigenwerte, ist aber
orthogonal:

PA(X) = (cosf — X)? +sin? 0 = X? — 2cos0X + cos? 0 +sin’ 0 = X? — 2cos X + 1

und dies hat die Nullstellen cos§ =+ isin 6.
Diese sind also fiir 6 € (0,27) \ {m} nicht reell.
Die Normalform fiir orthogonale Matrizen ist daher etwas komplizierter:
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Satz X.3.6. Es sei T € Endg(V) orthogonal, wobei V' ein endlich-dimensionaler euklidischer Vektorraum
ist. Dann gibt es eine ONB B von V', so dass

E, 0 0
0 —E;
MB(T) = D1
: -0
0 ... ... 0 D
Hierbei ist D; = | ©° Oi —sind; mit 0; € (0,2m) \ {7} und s,r,k >0 O
' sinf; cosb; v ’ A

Bemerkung X.3.7. Orthogonale Diagonalisierbarkeit ist die zentrale Zutat bei der sogenannten Hauptach-
sentransformation, bei der man z.B. fiir eine Ellipse und allgemeinere Kegelschnitte dasjenige Koordinaten-
system sucht, in welchem man die Halbachsen ablesen kann:

Y

1 2 3

Quelle: wiki commons; https://commons.wikimedia.org/wiki/File:Conic_sections_with_plane.svg

Die Ellipse wird hierbei durch eine Gleichung beschrieben, in der eine symmetrische Matrix vorkommt. Die
orthogonale Matrix enspricht einem Koordinatenwechsel, der die Ellipse nicht deformiert, weil Lingen und Winkel
unter orthogonalen Abbildungen erhalten bleiben, vgl. [X:3.9]

X.4. Positive und negative Definitheit

Wichtig fiir das nédchste Semester, und zwar bei der Extremwertberechnung in mehreren Veradnderlichen,
sind die folgenden Begriffe:
Definition X.4.1. Ein symmetrische Matrix A € M(n x n,R) heifit
(i) positiv semidefinit (A > 0), falls Vu € R™: (u, Au) > 0,
(ii) positiv definit (A > 0), falls Vu € R"\{0}: (u, Au) > 0,
(iii) negativ semidefinit (A < 0), falls Vu € R™: (u, Au) <0,
(iv) negativ definit (A < 0), falls Vu € R"\{0}: (u, Au) <0,
(v) indefinit (A <0), falls Ju,v € R™: (u, Au) <0 A (v, Av) > 0.
Beispiele X.4.2.
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(1) Ist A = E,, so ist (u, Au) = (u,u) > 0 und (u, Au) = 0 gilt genau dann wenn u = 0 ist, d.h. die
Einheitsmatrix F,, ist positiv definit und A = —F,, ist entsprechend negativ definit.

A 00
(2) Fir A= ( 0 A2 0 > erhalten wir
0 0 As

ur A 00 u
() (44 8) () =t g s
und es folgt:

e A ist positiv semidefinit <= Vi: \; > 0
e A ist positiv definit <= Vi: \; > 0.

e A ist negativ semidefinit <= Vi: \; <O0.
e A ist negativ definit <= Vi: \; < 0.

e A ist indefinit <= I A; <0, A\; > 0.

Schliefklich gilt der folgende

Satz X.4.3. Es sei A € M(n x n,R) symmetrisch; insbesondere ist c(A) C R. Dann gilt
(1) A>0 < Alle Eigenwerte von A sind grofer gleich Null.
(2) A>0 < Alle Figenwerte von A sind echt gréfier Null.

Entsprechende Aussagen gelten fiir A < 0, A <0 und A indefinit.

BEWEIS. Nach existiert eine ONB (vy, ..., v,) aus Eigenvektoren mit Eigenwerten Aq, ..., A,. Wir
stellen u € R™ beziiglich dieser Basis dar, d.h. u = ayv1 + - - - + v, Dann gilt

(u, Au) <Zal’ul,2a]AvJ> <ZOMU“Z%)\ ”U]> = ia?)\i,
i=1

woraus beide Aussagen folgen. O
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KAPITEL XI

Gleichmafiige Konvergenz

Wir wiederholen den Begriff der gleichmifiigen Konvergenz und betrachten dann Eigenschaften wie
Stetigkeit, Integrierbarkeit und Ableitbarkeit.
XI.1. Wiederholung

Wiederholung XI.1.1. Es sei D C R und (f,)neny mit f,,: D — R sei eine Folge von Funktionen (oder
auch Funktionenfolge). Es sei f: D — R.

(i) (fn)nen konvergiert punktweise gegen f, falls lim, o frn(x) = f(z) fir alle z € D gilt, also
VeeD,e>03IngVn=ng: |fulz)— flz)] <e.

(i1) (fn)nen konvergiert gleichmdfig gegen f, falls gilt:
Ve>03ngVn=ng, ze€D:|fplzx)— flz) <e.

Bemerkung XI.1.2. Konvergiert f, gleichméfig gegen f, so auch punktweise, aber die Umkehrung gilt
nicht. Wir nennen f die Grenzfunktion.

Beispiel X1.1.3. Fiir n > 2 definieren wir

nlz, falls 0 < z < %
fai[0,1] = R, fo(z):=1< 2n—n?z, falls % <x< %
0, falls % <zx<l1

1 2 1

e Die Funktionenfolge (f,,)nen konvergiert punktweise gegen f = 0: Ist z = 0, dann ist f,,(z) = 0 fiir
alle n > 2, also gilt f,(z) — 0. Fiir > 0 wihlen wir ng > max{2, %} Fiir n > ng gilt dann % <z
und damit gilt f,,(z) = 0. Also f,(x) — 0.

e Die Funktionenfolge (f,)nen konvergiert nicht gleichméfig gegen f = 0: Wir zeigen

Je>0Vng3In=ng, zel0,1]:|fu(z) — flz)] > e
Es sei ¢ = 1. Fiir ny beliebig setzen wir n := ng und z := n—lo Dann gilt |f,(z) — f(z)| =
Fao(2) =0l =ng>1=c.
e Die Folge (f,)nen konvergiert in der Tat gegen keine Funktion f: [0,1] — R gleichméRig: Gébe es

eine solche Funktion, so wiirde (f,)nen insbesondere punktweise gegen f konvergieren und dann
wire f = 0.

Definition XI.1.4. Es sei f: D C R — R gegeben. Wir definieren
[ flloc == sup {|f(2)| |z € D} = sup |f ()] € Ro U {oo}
[

und nennen || f||oo die Supremumsnorm von f (iiber D).
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Bemerkungen XI.1.5.
(i) f ist genau dann beschrinkt, wenn || f]leo < 0.

(ii) f, konvergiert genau dann gleichméfig gegen f, wenn ||f,, — f|lcoc — 0. Beachten Sie, dass letzteres
so zu verstehen ist, dass insbesondere ein ng existiert, sodass || fn — fllco < 00 fiir n > ng gilt, weil
(I fn = flloo)nen a priori eine Folge in Rxo U {oo} ist.

XI.2. Gleichmiftiige Konvergenz und Stetigkeit

Satz XI1.2.1. Essei D C R, f,: D = R firn € N und f: D — R. Falls (fu)nen gleichmdfig gegen f
konvergiert und alle f, stetig sind, dann ist f ebenfalls stetig.

BEWEIS. Es sei zg € D. Wir miissen zeigen:
Ve>036>0VaxeD:|jz—x9| < = |f(z)— flzo)] <e.

Es sei € > 0 gegeben. Wir wissen:

e Wenn f, gleichmikig gegen f konvergiert, so gilt: 3ng V& € D: |fn,(Z) — f(Z)] < 5.
o fno stetig = I >0V eD: v —u0| < = |fn,(®) — fno(20)| < 5.

Wir wéhlen nun 6 > 0 wie oben und geben uns z € D beliebig mit | — 29| < ¢ vor. Dann folgt mit der
Dreiecksungleichung

[f (@) = f(zo)l < [f(@) = Fuo (@) + [fno (%) = fo (20)] + [ o (x0) — f (o)

e € €
S e O
<3-i-3+3 €

Bemerkung XI1.2.2. Hat man nur punktweise Konvergenz, so stimmt es im Allgemeinen nicht, dass sich
Stetigkeit von den f,, auf die Grenzfunktion f vererbt:

Beispiel XI.2.3. Fiir n > 1 definieren wir f,,: [0,1] = R, f,(z) = z™.
1 i

o>
1

0, firze]0,1
Es liegt punktweise Konvergenz vor: lim f,(z) = lim 2" = ?r z€[0,1) =: f(x).
n—00 n—00 1, firz=1

Man sieht direkt, dass gleichméfige Konvergenz nicht gelten kann: Wir sehen, dass f nicht stetig ist, so
dass mit folgt, dass f, nicht gleichméafig gegen f konvergieren kann. Direkt kann man argumentieren,
dass es fiir ¢ < 1 und n beliebig ein z € [0,1) gibt, sodass | f,,(z) — f(z)| = 2™ > € gilt.

XI.3. Gleichmifiige Konvergenz und Integration

Satz XI1.3.1. Es seien f,: [a,b] = R, n € N, stetig und (fn)nen konvergiere gleichmdfig gegen eine (dann
nach [X1.2.1| stetige) Funktion f: [a,b] — R. Dann gilt

b b
/f(m)dx: lim fn(z)de.
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BEWEIS. Wir bemerken, dass f sowie die f, als stetige Funktionen auf einem kompakten Intervall R—
integrierbar sind. Nun gilt:

= (b—a)|lf — fulloo BEEFD, g, O

Bemerkung XI.3.2. besagt, dass bei gleichméfig konvergenten Folgen stetiger Funktion auf kom-
pakten Intervallen Grenzwert und Integral vertauscht werden kénnen (limn_>OO fj fn= f; lim,, 0o fn). Liegt
nur punktweise Konvergenz vor, so ist das im Allgemeinen falsch:

Beispiel X1.3.3. Wir betrachten wieder f,: [0,1] — R aus|XI.1.3

si- 4
S
—

1
Dann ist / lim f,(x)dz =0, aber
0

n— oo

1 1/n 2
/ fn(x)da = 2/ n2z de = 202 é/n =1,
0 0 2

1
also lim folz)de = 1.

n— oo 0

XI.4. Gleichmiftige Konvergenz und Ableitungen

Satz XI.4.1. Firn € N sei f, € Cl[a,b]. Es konvergiere f, punktweise gegen f und f] konvergiere
gleichmdpig gegen g mit Funktionen f,g: [a,b] — R. Dann ist f € C*[a,b] und fiir = € [a,b] gilt f'(x) = g(x).

BEWEIS. Wir bemerken zunéchst, dass g nach [XI.2.1]| stetig ist. Da die f/ auch stetig sind, kénnen wir
fiir jedes n den Hauptsatz anwenden, d.h. wir bekommen fiir jedes x € [a, b] die Gleichung

fu(@) = fula) + /m fh(t)dt.

Hier nehmen wir nun den Grenzwert n — oo. Dann gilt f,(x) — f(x), fo(a) = f(a). Da f] gleichmé&fig
gegen g konvergiert, folgt mit [XI.3.1|fiir jedes = € [a, b], dass f; fr(t)dt — ff g(t) dt gilt. Zusammen erhalten

wir also

Durch Differenzieren erhalten wir

d x
/ = —_— =
fila) =0+ (/a g(t)dt) g(@),
weil nach |VIIL.4.1| z — fax g(t) dt Stammfunktion von g ist. O

Bemerkung XI.4.2. [X[.4]] besagt, dass Grenzwert und Ableitung bei einer Folge stetig differenzierbarer
Funktionen vertauscht werden konnen (f—z(limnﬂoo frn(z)) =lim, 00 f—m In (x)), falls die Folge selbst punkt-
weise und die Folge der Ableitungen gleichméfig konvergiert. Gleichméfige Konvergenz der (f,)nen selbst
ist hierfiir nicht hinreichend:
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Beispiel XI.4.3. Es sei f,,: R — R definiert durch f,(z) = & sin(nz) fiir n > 1. Im Bild sind wachsen-
de Indizes durch heller werdendes Blau angedeutet, d.h. die dunkelblaue Funktion ist fi(z) = sin(z), die
néchsthellere ist fo(z) = 3 sin(2z) usw.:

@M 0'1®M p
ORSSERS

Da || fnlloc = Sup,eg |+ sin(nz)] = + — f = 0, folgt mit [XI.2.1{ii), dass f, gleichméRig gegen die
Nullabbildung konvergiert.

Andererseits gilt f/(0) =1 fiir alle n € N, d.h. nicht einmal f}(0) — f/(0) gilt.

XI.5. Gleichmifiige Konvergenz und Potenzeihen

Ist R > 0 der Konvergenzradius der Potenzreihe

oo
Z cp(x — xo)k
k=0

mit Entwicklungspunkt zo € R, dann konvergiert die Reihe auf jedem kompakten Intervall [a,b] C (z¢ —
R,z + R) gleichmifig gegen die Grenzfunktion f: (zo — R, z¢ + R) — R. Da jede Partialsumme

n
= Z cr(x — x0)F
k=0

ein Polynom ist, kann man aus|XI.2.1|die Stetigkeit der Grenzfunktion schliefen und mit [XI.3.1{iber [a, b] wie
oben gliedweise integrieren. In der Tat kann man auch gliedweise differenzieren: Auf [a, b] C (zo — R, zo + R)
ist f, stetig differenzierbar und

n n—1
:chk(x—xo)k_l :Z(k+ g (z — zo)" Zbk T
k=0 k=0

sind Partialsummen einer neuen Potenzreihe

Z b(x — :ro)k,
k=0

welche ebenfalls den Konvergenzradius R hat. In der Tat gilt
LESY 1
limsup /[bx| = limsup V& + 1( "V/]err1]) * = =,
k—o0 k—o0 R

weil limsupy,_, o “/|cks1] = %, sowie /k+1 — 1 und &1 — 1 konvergieren. Damit folgt, dass g :=
lim,, o f! gleichmifig auf jedem [a,b] C (zo — R, zo + R) konvergiert, und wir konnen [XI.4.1| anwenden.
Induktiv folgt, das jede (reelle) Potenzreihe mit Entwicklungspunkt zp € R und Konvergenzradius R > 0
auf (xo — R, zo + R) eine C*—Funktion definiert.
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KAPITEL XII

Taylorentwicklung

Es sei I C R im Folgenden ein offenes, nichtleeres Intervall. Bei der Taylorentwicklung approximiert man
geeignete Funktionen durch Polynome.

XII.1. Taylorpolynome und Restglieder
Satz XII.1.1. Es sei f: I = R (n+ 1)-mal stetig differenzierbar und xo € 1. Dann gilt
2) =3 @ man) k| T de
k=0 z

Definition XII.1.2. Unter obigen Voraussetzungen nennt man
f(k) :130 x .
(i) Trlf,zo)( Z —x0)" das Taylorpolynom n—ter Ordnung von f im Punkt xo,

(ii) Rn[f,zol(x) := f( ) — Tnlf, o)(z) das zugehdrige Restglied, sowie

1 x
(ili) Ralf,zol(z) = / (z — )" f( (1) dt die Integraldarstellung des Restglieds oder kurz das Inte-
n!

Zo

gralrestglied.

BEWEISs. (von [XII.1.1)) Wir zeigen die Aussage durch Induktion.

Fiir den Induktionsanfang bei n = 0 haben wir fir f € C'(I) mit dem Hauptsatz die gewiinschte
Gleichung f(x) = f(z0) + f:o f(t)dt

Fiir den Induktionsschritt von n nach n + 1 geben wir uns f € C""?(I) und z¢ € I vor und benutzen
partielle Integration:

L ooy o= [ 22D e

n! Sy, n! n Jr 1 n+1
_ (l’ — .T()) (n+1) 1 N _ p\n+1 p(n+2)
(ol ) + o [ (e g

Nun gilt mit der Induktionsannahme und der zweiten Gleichung von oben:

F(@) = Tulf, zo](x) + % / " (& — 1 FO ()

0

= T,[f, zo](x) + wjf(n-&-l)(xo) + ﬁ /:(x - t)n+1f(n+2)(t) dt
= Tpt1lf, zo](z) + ﬁ / (z — t)n+1f(n+2) (t)dt O

Satz XI1.1.3. (Lagrange—Restglied) Es sei f: I — R (n + 1)—-mal stetig differenzierbar und xzo € I. Dann
existiert ein & zwischen xg und x mit

fo(g)
(n+1)!
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BEWEIS. Wir benutzen den verallgemeinerten Mittelwertsatz der Integralrechnung und finden
ein ¢ zwischen xg und z mit

f(x) = Tplf, o) (x) = % /i(x — t)nf(n+1)(t) dt

0

= fn+1(£) /w (xi_ B dt

|
o n!

T — n+1 2
- f("H)(Q( - ((n —i)l)! x)
_ ) n
G .

Korollar XII.1.4. Ist f € C"'H(I) und gilt fY =0, dann ist f ein Polynom vom Grad kleiner gleich n.

BEWEIS. Das Lagrange-Restglied ist in diesem Fall konstant Null, d.h. die Funktion f = T,[f,xo]
stimmt mit ihrem Taylorpolynom iiberein. (]

Bemerkung XII.1.5. (Fehlerabschitzung/Restgliedabschitzung) Das Lagrange-Restglied kann fiir gege-
bene I, f und x(y abgeschétzt werden, um den Fehler zu kontrollieren, den man macht, wenn man f durch
ein Taylorpolynom approximiert. Zum Beispiel ist

T, [exp,0 i %

und
(n+1)
€xXp (f) 1
e’ — Tylexp,0](z)| = |Rulf, o] (x)| < sup | ———~(x—0)""
| = | ee—lzl oy | (n+1)!
B e P S . R

sup et =

gel-lal o) (R (n+ 1)

Dies liefert genau die Fehlerabschiitzung, die wir bereits in der Mathematik 2 gezeigt haben. Ahnliche Ab-
schiitzungen werden wir auch fiir sin und cos noch zeigen (siehe [XII.2.6)). Interessanter ist hier aber natiir-

lich, dass wir auch Funktionen, fiir die wir a priori keine Potenzreihendarstellung kennen, unter bestimmten
Voraussetzungen trotzdem durch Taylorpolynome approximieren kénnen. Ein Beispiel hierfiir sehen wir in

und ein weiteres in einer Aufgabe.

Satz XII.1.6. Es sei f: I — R n-mal stetig differenzierbar und xo € I. Dann g¢ibt es eine Funktion
p: I = R, sodass fiir alle x € I gilt

f(x) = Thlf, zo](x) + p(z)(x — x0)" wund lim ¢(z) =0.

T—T0
BEWEIS. mit n — 1 statt n liefert, dass fiir jedes x € I ein & zwischen x und ¢ existiert mit
(n)
£(&) = Tualfaol(@) = L& @ -y
(n) (n)(¢y _ £(n)
= fi(,m())(x —x0)" + ) 'f (z0) (x — x0)"
n: n!
_ " (o)

( —0)" + ¢(@) (2 — x0)",
wobei wir im zweiten Schritt eine Null ergénzt haben und fiir den dritten Schritt beachten, dass £ von x

(n) (n)
abhéngt, und wir damit ¢(x) := M als Funktion von x betrachten kénnen. Hierzu wahlt man
eine Funktion ¢: I — R, indem man fur jedes x € T ein ¢ mit [XIL.1.3] auswihlt, denn es konnte ja auch
mehrere solcher £ geben. Es folgt nun

f(@) = Tnlf, zol(x) + ¢(a) (2 — 20)"
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und da & — zo wenn & — xg haben wir

F (&) — ()

li =l =0
wobei wir im letzten Schritt benutzen, dass f(") in x( stetig ist. O

Definition XII.1.7. (Das Landau-Symbol ,klein—0“) Es seien f, g: (a,b)\{zo} — R mit = € [a, b], wobei
a,b € R sind. Wir schreiben f(x) = o(g(z)) fiir z — x( (gelesen ,,f ist klein—o von ¢*), falls gilt

Ve>036>0Vx € (a,b)\{zo}: |z —x0| <0 = |f(2)| < elg(x)]

Bemerkung XII.1.8.
(i) Ist g(z) # 0, so gilt

f(2) = olg(x)) < lm LT —q,

Stellt man sich hier vor, dass g(z) — 0 fiir x — z( gilt, dann bedeutet obiges, dass ebenfalls
f(x) — 0 fiir £ — x¢ gilt und dass f echt schneller gegen Null konvergiert als g, denn der Quotient
5 geht ja immer noch gegen Null.

(ii) Es gibt weitere Landau-Symbole und jeweils Versionen fir x — +oo statt  — zo € R. Im
Folgenden meinen wir immer x — x¢ und erwahnen dies daher nicht extra.

(iii) Ist g gegeben, so definiert die Bedingung in [XII.1.7| eigentlich eine Menge von Funktionen f mit
f = o(g). Insbesondere implizieren f; = o(g) und fo = o(g) nicht f; = fs.

(iv) Mit dem Landau-Symbol lafst sich [XII.1.6|als
f(@) = Tolf, zol(2) + o(|z — o|")

schreiben: Bis auf einen Fehlerterm, der fiir z — xo echt schneller gegen Null geht als |z — zo|™,
stimmt f mit T,,[f, zo] iiberein.

XII.2. Die Taylorreihe
Definition XII.2.1. Es sei f: I — R beliebig oft differenzierbar und x¢ € I. Dann heiftt die Potenzreihe

(k) (4
T1f, o)) = Y I o )
k=0 '

die Taylorreihe von f an der Stelle x.

Bemerkung XII.2.2. Die natiirliche Frage ist jetzt, ob f = T[f,xzo] gilt. Klar ist, dass die Taylorreihe
T[f, zo] genau fiir diejenigen x € I konvergiert, fiir die das Restglied R, [f, zo](z) gegen Null geht.

Satz XII.2.3. Es sei zg € R und sei Yy cu(T — x0)* eine Potenzreihe mit Konvergenzradius R € Rg U
{oc}, d.h. f:(xo — Ryxo + R) = R, f(z) = > pecu(x — )" ist wohldefiniert und nach eine C™ -
Funktion. Dann gilt ¢, = & f*) (o) fir k € N und T[f, 0] = f auf (xo — R,z0 + R).

BEWEIS. Sukzessive Anwendung von zeigt mit gliedweisem Ableiten

oo

) (z) = Z nn—1)(n—2)--(n—k+ e, (z — x0)" "
n=~k
Auswerten in 2 = xo impliziert f*)(zo) = kleg, also ¢ = %f(k)(zo). Damit folgt

oo

0 £(k) (5
f@) =Y ente— w0 =3 T @ = 1(f, ) 0)
k=0

k=0
fir z € (g — R, 20 + R). O



Bemerkung XII.2.4. besagt, dass bei Funktionen, die als Potenzreihe dargestellt werden kénnen
oder sogar iiber eine solche definiert wurden, die Taylorreihe wieder genau diese Reihe zuriickliefert.

Wie bei der Approximation auch ist aber die spannende Frage, ob man Funktionen, bei denen a priori
keine Reihendarstellung bekannt ist, durch eine Taylorreihe darstellen kann. Man spricht dann davon, eine
Funktion in eine Taylorreihe zu entwickeln. Die Approximation durch ein Taylorpolynom nennt man ebenfalls
Taylorentwicklung.

Bemerkungen XII.2.5.
(1) Das folgende Beispiel ist beriihmt und Sie sollten sich dieses merken. Wir setzen

e /T fir x>0,

0, sonst.

[T R—=R, f(m)::{

1 B

Wir haben in einer Aufgabe gezeigt, dass f € C*°(R) und dass f*)(0) = 0 fiir alle k € Ny gilt.
D.h. T[f,0] = Y=, 0 - ¥ hat Konvergenzradius oo, aber T[f,0] =0 # f.

(2) Es gibt Beispiele von Funktionen, bei denen der Konvergenzradius der Taylorreihe Null ist, d.h. die
Taylorreihe konvergiert nur in xg.

Beispiele XII1.2.6.
(1) Die Taylorreihe der Exponentialfunktion entwickelt in z¢ = 0 ist nach [XII.2.3

Tlexp, 0](z) = Z i exp(x).
k=0

(2) Die Taylorreihe der Exponentialfunktion in zg # 0 ist

o0 o0

Zxo — k
Tiexp, ao)(r) = 3 7 (o — ) = e Y0 EoL — omnrmn — o)

k=0 k=0
(3) Die Taylorreihe des Sinus ist (nach [XII.2.3| oder ‘zu Fuf’ durch Berechnung von sin®)(0))

. >, sin® (0) e p TR i
T[sin, 0](z) = Z T(x —-0)" = Z(—l) 2T =sinz.

k=0 ’ k=0

Das Lagrange-Restglied (nach [XII.1.2)) kann dann (mit £ zwischen z und Null) wie folgt abgeschétzt
werden

£(2k+1)
| sin@ — Tap41[sin, 0](z)| = k ‘

sinx — kZ:O(—l) ki)

= ‘Rgnﬂ[sim 0] (sr:)|
_ [sin®2 ()]
 (2n+2)!
“,E|2n+2
S (2n+2)
was fast das Gleiche liefert wie in Kapitel [V}
(4) Fiir den Kosinus gilt Ahnliches.

‘CL‘|2H+2



Beispiel XII1.2.7. Es sei log: (0,00) — R. Da wir log als Inverse der Exponentialfunktion definiert haben,
haben wir a priori keine Potenzreihendarstellung. Aber log ist eine C*°~Funktion. Wir entwickeln in xg = 1.

B\ 7

1
Dann gilt
1 1 2.1
log(o) r = loguz, log(l) r=—, log@) r=—-——, log(g) r=—r,

T 2 3

2241 4 2.1

log 2 = 3 TR log® 5 )
X 0
und damit

k=0

00 \E—1
I ST (T
k=1 ’

00 1yk—1
:;( 1}1 (@ — D",

Man sieht nun, dass der Konvergenzradius dieser Reihe 1 ist. Zu kldren bleibt, ob fiir € (0,2) auch
T[log, 1](x) = log z gilt (vgl. [XIL.2.5)). In der Tat finden wir mit [XII.1.3|fiir z € (3,2) ein & zwischen zo = 1
und x, sodass gilt

1 (n)
[Bulog, 1)) = [ & a1y

|(n!)§($_1)n|
_ l|x7 1™

n &
1

<7—>07
n

wobei man mit der Fallunterscheidung (% <x<&<loderl<¢<a<?2)die letzte Abschitzung sieht. Es
folgt

o (_qyk—1
logx = Z %(m — 1)k
k=1

fiir 2 € (3,2). Dies gilt aber auch fiir z € (0,2), wie man folgendermaféen sieht: Mit y ==z —1 € (—1,1) gilt

etk dt,
= [

k=0

log(z) =log(1 +y) =log(1 + t)’g =

wobei wir im letzten Schritt eine Potenzreihe vorliegen haben, die auf [—|y|, |y|] gleichméfig konvergiert.

Daher folgt mit nun

log(z) =Y (~1)F /y thdt=> (~1)*

k=0 0 k=0

i xfl)’C

k=1

R



tatséchlich fiir € (0,2) bzw.

fir y € (—1,1).
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KAPITEL XIII

Gewohnliche Differentialgleichungen

In diesem Kapitel behandeln wir Anwendungsprobleme, die wir mit sogenannten Differentialgleichungen
untersuchen. Bei Funktionen, die von der Zeit abhéngen, werden in Anwendungsfichern (Physik, Biologie,
Chemie...) oft ein Punkt iiber dem Buchstaben, der die Funktion repréisentiert, gemacht statt des Striches,
den wir bisher fiir die Ableitung benutzt haben.

XIII.1. Beispiele

Beispiel XIII.1.1. Wir untersuchen das Abkiihlen von Kaffee. Wir suchen die Temperatur T'(t) des
Kaffees zum Zeitpunkt ¢ > 0. Wir nehmen das Folgende an:

e T(0) = Ty bezeichne die Temperatur beim Aufgiefen.

e Die Funktion 7' = T'(¢) fillt monoton.

e Wartet man lange genug, so nimmt der Kaffee Raumtemperatur Ry an, also tlim T(t) = Rp.

— 00

e Die Anderung der Temperatur T'(t) = dL(t) = passiert schnell, wenn Differenz zur Raumtemperatur

grof ist. Ist die Differenz klein, dndert sich die Temperatur des Kaffees langsamer. Daher nehmen
wir an, dass T'(t) = x(T'(t) — Rp) gilt mit k < 0.
e Die Konstante k = kann durch ein Experiment bestimmt werden.

Wir suchen also eine Losung T': [0,00) — R des Anfangswertproblems

T(t) = k(T(t) — Ro),

(AWP) { T(0) = To.

Beispiel XIII.1.2. Wir suchen die Wasserhohe h(t) zum Zeitpunkt ¢ > 0 in einer Badewanne. Wir nehmen
das Folgende an:
e Die Wasserhohe zum Zeitpunkt 0 sei bekannt: h(0) = hyg.

e Fiir ¢ > 0 gilt nach dem Energieerhaltungssatz
1
m-g-h(t) = Zm v(t)?,

wobei m die Masse des Wassers in der Badewanne, g die Gravitationskonstante und v die Geschwin-
digkeit ist, mit der das Wasser ausstromt.

e Fiir ¢’ nahe bei ¢t mit t' > ¢ gilt F - (h(t) — h(t')) = f - v(¢) - (! — t) nach dem Satz {iber die Mas-
senerhaltung, wobei F' die Grundfliche der Badewanne und f die Fléche des Abflusses bezeichnet.
Hieraus folgt durch Division durch ¢’ — ¢ und durch F

MO0 - Loty = - vaenm.

t—t
Durch Betrachtung des Grenziibergangs t' — ¢ folgt also
. h(t') — h(t
h(t) = lim hit) = ht) = a/h(t).

t >t t—t

e Die Konstante a < 0 héngt von der Badewanne ab und kann durch ein Experiment bestimmt
werden.



Wir suchen also eine Losung h: [0,00) — R des

h(t) = ar/h(t),

(AWP) {h(o) ho.

Beispiel XIII.1.3. Wir suchen die Anzahl der Mitglieder N (¢) einer Population zum Zeitpunkt ¢ > 0 und
wollen dazu das Populationswachstum verstehen. Wir nehmen das Folgende an:
e Der Populationsbestand zum Zeitpunkt 0 sei N(0) = Np.
e Fiir ¢t > 0 und kleines At > 0 ist AN = N(t + At) — N(t) proportional zu N(¢) und zu Alﬂ, also
AN =w- N(t) - At mit w € R. Damit gilt

. . N(t+ At) — N(t
N<t>=§f£o( A?ﬁ v

= wN(t).

Wir suchen also eine Losung N: [0,00) — R des

(AWP) { N

XIII.2. GewsGhnliche Differentialgleichungen erster Ordnung

Die obigen Beispiele lassen sich allesamt mit einer bestimmten Art von Differentialgleichungen beschrei-
ben.

Definition XIII.2.1. Eine gewéhnliche Differentialgleichung erster Ordnung ist eine Gleichungen der Form
& = f(t,z) [bzw. ¥ = f(x,y)] mit f: D € R — R. Unter einer Ldsung verstehen wir eine Funktion
¢ € CYI,R) mit einem Intervall I, und p(t) = f(t, p(t)) [bzw. ¢'(z) = f(z,¢(x))] fir alle z € I. Ist eine
Anfangsbedingung x(tg) = xo [bzw. y(xzo) = yo| gegeben, so fordern wir zuséitzlich ¢y € I und (tg) = g
[bzw. p(x0) = yol.
Beispiele XIII1.2.2.

(1) Nach [VL1.9|ist ¢: R — R, p(t) = Npe*! die eindeutig bestimmte und auf ganz R existierende

Losung des Anfangswertproblems in
(2) Das Anfangswertproblem y’ = ,/y, y(0) = 0 hat zwei Lésungen ¢(z) = 0, ¢(z) = %
(3) Die Differentialgleichung (y')? + 1 = 0 hat keine (reelle) Losung.

(4) Das Anfangswertproblem y' = —%, y(0) = 1 hat die Lésung ¢(z) = v'1 — 22, die aber nur auf
(—1,1) existiert:

-1 1

LStellen Sie sich vor, Sie zdhlen, wieviele Individuen in einem kurzen Zeitraum hinzukommen, z.B. wieviele Babys an einem
Tag geboren werden. Wenn Sie dann statt einem Tag zwei oder drei Tage lang zdhlen, ist es naheliegend anzunehmen, dass
sich die Zahl verdoppeln bzw. verdreifachen wird. Z&hlen Sie iiber den gleichen Zeitraum, wieviele Babys in Hamburg geboren
werden, und dann, wieviele in Bayern, dann werden Sie naheliegenderweise annehmen, dass die Zahl sich um das 7.1-fache
erhohen sollte, wenn Bayern 7.1-mal so viele Einwohner:innen hat wie Hamburg. Dieser Ansatz ignoriert natiirlich weitere
Einfliisse.



Definition XIII.2.3. Wir betrachten ein Anfangswertproblem der Form
r_
(awp) YV 9(@)h(y),
y(zo0) = Yo,

mit zwei Funktionen g = g(x), h = h(z). Solche Differentialgleichungen nennt man Differentialgleichungen
mit getrennten Variablen und fiir geeignete g, h kann man sie mit der folgenden Methode 16sen, die wir
zunéchst anhand eines Beispiels erklédren.

Beispiel XII1.2.4. (Methode der Trennung der Variablen (TdV))
Wir betrachten ¢’ = zy, y(0) = —1.

(1) Wir formulieren die Gleichung um (fiir y # 0)
1dy _
ydar
2) Wir trennen die Variablen 2 und y und integrieren auf beiden Seiten: [ i dy = [zdu.

3) Wir ermitteln die Stammfunktionen: log |y| = 9”2—2 + c fiir eine Konstante c.

Wir wihlen C so, dass die Anfangsbedingung erfiillt ist: —1 = y(0) = Ce® = C.

(2)

( ) 2 2 2

(4) Wir 16sen nach y auf: y = £e® /2+¢ = +e® /2 = C'e® /2 mit einer neuen Konstante C.

(5)

(6) Priifen Sie, ob y(z) := —e® /2 auf dem natiirlichen Definitionsbereich, hier € R, das Anfangs-

wertproblem auch wirklich 16st: ¢/'(z) = —ze” /2 =g y(x) und y(0) = —1.
Das dies funktioniert, zeigt der folgende Satz:

Satz XIII.2.5. Es seien g: I CR = R, h: J C R — R stetig auf offenen Intervallen und sei h(y) # 0 fir
alle y € J. Es sei (xo,y0) € I X J. Definiere
x Yy 1
G:I—R,G(z) ::/ g(t)dt wund H:J— R, H(y) ::/ — dt.
o Yo h<t)

Es sei I' C I ein Intervall mit xo € I' und G(I') C H(J). Dann existiert genau eine Losung ¢: I' — R des
/_ h
(awp) Y = 9@y,
y(zo) = Yo.
Fiir diese Léosung gilt (I') C J und
(XTIIT.2.1) Vaxel: H(p(z)) = G(z).

BEWEIS.
(1) Wir zeigen zuerst: Ist ¢: I’ — R eine Losung des AWP, dann gilt (XIIL2.1)). In der Tat gilt fiir
t € I' dann ¢’ (t) = g(t)h(p(t)), was durch Teilen durch h(p(t)) zu

¢'(1)
0=
(o(t))
fiilhrt. Da nach Annahme h(y) # 0 ist fir alle y € J, ist dies wohldefiniert. Integration liefert dann

firzel
x x ! @(x)
¢'(t) 1
g(t dt:/ dt:/ — du,
/xo D= ] 6w o0y D)

wobei wir im letzten Schritt die Substitutionsregel verwendet haben. Nach Voraussetzung ist ¢ €
CH(I') und i ist stetig. Da der linke Ausdruck oben gerade G(z) ist und der rechte H(p(z)), haben

wir also (XIII.2.1)).

(2) Jetzt zeigen wir die Eindeutigkeit: Fiir y € J gilt

o _d v
#0) =3, [ it i

Yo
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d.h. H ist streng monoton und C', besitzt also nach der Umkehrregel eine stetig differenzierbare
Umkehrfunktion ¢: H(J) — J. Ist ¢: I’ — R nun eine Losung, so folgt aus (1), dass (XIII.2.1])
gilt, also H(¢(x)) = G(z) fiir x € I' gilt. Nun wenden wir ¢ auf beiden Seiten an und erhalten
o(r) = ¢(H(z)) = ¢(G(x))

fiir alle z € I’ und damit die Eindeutigkeit.

(3) Nun zur Existenz. Da wir nach Voraussetzung G(I') C H(J) haben, kénnen wir ¢: I’ — R,
@(x) := ¢(G(x)) definieren, wobei ¢ die Funktion aus (2) ist. Dann wissen wir, dass ¢ € C' ist,
und erhalten

¢(x0) = ¢(G(20)) = ¢(0) = Yo,

wobei wir im letzten Schritt H(yo) = 0 benutzt haben, sowie

Dies zeigt, dass ¢: I’ — R das Anfangswertproblem 16st.

Definition XIII.2.6. Es sei I C R und seien a,b: I — R stetige Funktionen. Dann nennt man
y' = a(z)y + b(z)
lineare Differentialgleichung erster Ordnung und zwar homogen, falls b = 0 ist und sonst inhomogen.

Im Folgenden kiirzen wir das Wort Differentialgleichung mit DGL ab.
Die homogene Gleichung ist eine DGL mit getrennten Variablen, kénnte also mit [XIIT.2.4] oder [XIIT.2.5
behandelt werden. In der Tat kann man hier aber auch eine Losung explizit direkt angeben:

Satz XIII.2.7. Es seia: I C R — R stetig auf einem Intervall I und ¢y € I, ¢ € R. Dann gibt es genau
eine Losung ¢: I — R der DGL y' = a(x)y mit p(xo) = ¢, namlich

x

p(z) := cexp (/ a(t) dt).

o) =cen [

zo

BEWEIs. Es gilt

a(t)dt) - a(z) = a(w)p(x)
und

¢(x0) = cexp(0) =c,
d.h. es muss nur die Eindeutigkeit gezeigt werden. Wie oben erfiillt

x

wo(z) := exp ( - / a(t) dt)

o
die Gleichung ¢((z) = —a(z)po(x). Es sei nun ¢: I — R eine beliebige Losung der DGL y' = a(z)y(x) mit
Anfangsbedingung ¥(z¢) = ¢. Wir betrachten o(x) := ¢ (x)po(z). Dann gilt

bo(z) = 9’ (2)po(x) + () ey (@) = a(@) (¥(z)po(x) — P(z)po(x)) =0
fiir alle z € I, d.h. v ist konstant und daher

Vael:o(x) =1bo(wo) = 1(20)po(wo) = cexp(0) = c.
Da ¢y # 0 gilt, erhalten wir

(@) = vo(x) - exp(— f;o a(t) dt) T eexp (/w a(t) dt) = (@)
fir alle x € 1. O

Inhomogene Gleichungen bearbeitet man mit einer Methode die als Variation der Konstanten (VdK)
bekannt ist.



Satz XIII.2.8. Es seien a, b: I C R — R stetig, x9 € I und ¢ € R. Dann ezistiert genau eine Ldsung
¢: I = R der DGL y' = a(x)y + b(x) mit p(xo) = ¢, nimlich

o) = o) (c+ [

xo

T

x
©o(t)71b(t) dt) mit  po(x) = exp (/ a(t) dt).
xo
BEWwEIS. Die Losungen der homogenen Differentialgleichung ¢y’ = a(z)y sind alle von der Form ¢(x) =
kpo(x) mit k£ € R. Fur die inhomogene machen wir den Ansatz o(x) = k(z)po(x), d.h. wir ersetzen die
Konstante k durch eine Funktion k(x) und versuchen nun, k(z) so zu bestimmen, dass ¢ die inhomogene
Gleichung 16st:

() = K (x)po(x) + o (x)k(z) = K'(z)po(2) + alx)po(2)k(z)
= K (@)po(x) + a(@)p(x) = a(z)p(z) + b(z).

Damit 16st ¢ genau dann die inhomogene DGL, wenn k'(x)yo(z) = b(z), oder anders ausgedriickt wenn
K'(x) = @o(z)tb(x) gilt. Damit die Anfangsbedingung erfiillt ist, muss auferdem gelten ¢ = @(zg) =
k(zo) - 1 = k(xo). Der Hauptsatz zeigt, dass dies genau dann der Fall ist, wenn

k(z) = /w ©o(t)~1b(t) dt + c.

0

Die Eindeutigkeit folgt, weil eine beliebige Losung t als ¥ (z) = k(z)po(z) mit k(z) = jo(é)) geschrieben

werden kann. Der obige Beweis zeigt dann k(z) = k(z) fir z € I. O

Bemerkung XIII.2.9. Man muss sich die Formeln aus [XII[.2.7] und [XTIT.2.8| nicht merken, sondern kann
y' = a(x)y durch TdV 16sen (mit Losung Ynomog.) und dann durch den VdK-Ansatz y(z) = k() - Yhomog. ()
die Losung von y' = a(z)y + b(z) bestimmen.

Beispiel XIII.2.10. Wir betrachten das Anfangswertproblem

/ 2 3
(awp) Y =2yt
y(0) =c.
e Wir l6sen die homogene Gleichung durch TdV:
d d
d—y =2ry — /—y :/2scd33 = logly| =2 +k = Yhomog. = ke
€z Y

e Der Ansatz y = k:(a:)e”:2 liefert

2

y =K (z)e” + k(z)2ze” = 2zk(z)e” + a°

und es folgt k/(m)e$2 = 2% und damit k'(z) = 23e~"" . Integricren, erst mit der Substitution u = 22
und dann mit partieller Integration, liefert

k(z) = /$3€712 dz

(u+ 1)67“ +c

(2 + 1)67302 + ¢,

Il

=
BN

o

wobei wegen ¢ = y(0) = k(0)e® ) = —3% + ¢ folgt, dass ¢ = ¢ + 3 gelten muss.
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e Wir erhalten die Losung

1 1 1 1
y(x) = (— 5(102 + 1)671’2 + 3 —|—C>6$2 = (5 —|—c)6z2 - §(x2 +1)

fiir € R. Die Methode aus [XIIL.2.8 mit a, b: R — R, a(z) = 2z, b(x) = 2° liefert genau das
Gleiche. Priifen Sie das bitte nach.

Bemerkung XIII.2.11. Die Differentialgleichung aus zur Kaffeetemperatur kann mit obiger Me-
thode geldst werden; die aus zum Wasserstand in der Badewanne mit Trennung der Variablen.
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