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1 Mengen, etc

Voraussetzungen
Natiirliche Zahlen
N={1,2,3,...} und Ny = {0,1,2,3,...}

Ganze Zahlen

Z=1{0,1,-1,2,-2,...}

Rationale Zahlen

Q = {®|m, n ganze Zahlen und n # 0}

Aussagenlogik
- nicht
A und
\% oder
A= B aus A folgt B.
A& B A ist dquivalent zu B.
Vee M :... Fir alle z in der Menge M gilt, dass ...
dre M :... Esexistiert ein  in der Menge M, sodass ...
Jlz € M :... Es existiert genau ein x in der Menge M, sodass . ..

Z.B. wird die Aussage “Fiir jede ganze Zahl x gibt es genau eine ganze
Zahl y, sodass x = 2y oder x = 2y + 1”7 geschrieben als

VeeZ:AyeZ :x=2yVe=2y+1.

1.1 Operationen auf Mengen
Der Mengenbegriff

m Eine Menge ist eine Zusammenfassung von bestimmten, wohlunterscheid-
baren Objekten.

Nebenbemerkung zur Information: (Solche Bemerkungen gibt es ab und zu
in der Vorlesung. Sie sind nicht priifungsrelevant und kénnen ohne Probleme igno-
riert werden. Sie werden in der Vorlesung oder den Ubungen nicht weiter benutzt.
Sie sind aber hoffentlich ab und zu interessant.)

Mengen werden in der Mathematik durch die axiomatische Mengenlehre nach



Zermelo-Fraenkel eingefiihrt. Aber da die Mengen, die hier in der Analysis vor-
kommen, mehr oder weniger direkt aus den natiirlichen Zahlen konstruiert werden,
brauchen wir das nicht. Mehr z.B. auf der [Webseite der Vorlesung|oder in Devlin,
The Joy of Sets (Springer).

Ist ein Objekt x in einer Menge M enthalten, schreiben wir
,x ist ein Element von M“ . In Symbolen: x € M .
Gilt das Gegenteil, so sagen wir
2 ist kein Element von M*“ . In Symbolen: z ¢ M .

m Die [eere Menge () enthilt keine Elemente: x € () is immer falsch, x ¢ () ist
immer wahr.

m Eine Menge U ist eine Teilmenge oder Untermenge einer Menge M, wenn
gilt

relU = xzeM.
Wir schreiben U C M. Zwei Mengen U,V sind gleich (schreibe U = V),
genau dann wenn U C V und V C U. Sind U,V nicht gleich, schreiben wir
U#V.

m Die leere Menge () ist Teilmenge einer jeden Menge M, da
red) = xeM.

(Warum gilt diese wenn-dann Beziehung?) @

Beispiel 1.1.1. (1) N, Z, Q sind Mengen.

(2) M ={1,5,3} ist eine Menge. Es gilt M C Q, aber nicht M C Z.

(3) {1,1,5,5,5.3} = {3,5,1}.

(4) 0 hat keine Elemente, {0} hat ein Element, ndmlich die leere Menge.
Also: () € () ist falsch, aber ) € {0} ist wahr.

(5) Setze M = {1,{1},5,{5,5},3}. Dann M # {3,5,1}. (Gilt M C Z?) (?)
(6) Wochentage, Buchstaben im Alphabet, . ..

m Die Potenzmenge P(M) einer Menge M ist die Menge aller Teilmengen
von M.

Beispiel 1.1.2. (1) P({1,2}) = {0,{1},{2},{1,2}}. Hat M n Elemente, so
hat P(M) 2" Elemente. (Warum?)
(2) P(0) = {0}, P({0}) = {0,{0}}, und in der Tat gilt 2° = 1 und 2! = 2.


https://www.math.uni-hamburg.de/home/runkel/Material/WS19/zfc-axiome.pdf

Vereinigung, Schnitt, Differenz

m Schreibe A := X fiir “A ist definiert als X”. {z|P(z)} heisst “Die Menge
aller z, fiir die die Aussage P(x) wahr ist”. {z € M|P(z)} heisst “Die Menge
aller x aus M, fiir die die Aussage P(x) wahr ist”. Es ist gleichbedeutend
mit {z|x € M A P(z)}.

- Schnitt: AN B :={z|lx € ANz € B}

- Vereinigung : AU B := {z|r € AV z € B}.

- Differenz: A\ B :={z|r € ANz ¢ B}

- Komplement von A in M: Sei A C M. Dann 0y, A := M \ A.

m Fiir Mengen X, VY, Z gilt z.B.
XNYUuz2)=(XnY)uU (XnZ),

Denn
ace XN(YUZ)

ac XNacYUZ
aeXN@eYVaeZ)
(aeXNa€eY)V(ee X Na€eZ)
aeXNYVaceXNZ
ace(XNY)U (XnZ).

teoT e

(Aus welcher der Notationen und Definitionen oben ergeben sich jeweils diese @
Aquivalenzen?)

Kartesisches Produkt

m Es seien X, Y Mengen und x € X, y € Y. Schreibe (z,y) fiir das geordnete
Paar von x und y, d.h. es gilt

(z,y)=(2y) & v=2"Ny=1y".

Insbesondere (x,y) = (y,z) genau dann, wenn x = y.
m Das kartesisches Produkt X XY von zwei Mengen XY ist die Menge aller
geordneten Paare (z,y) mit z € X und y € Y, in Formeln

XxY ={(z,y)lre XNyeY}.

Beispiel 1.1.3. (1) {4,5} = {5,4} aber (4,5) # (5,4).
(2) {@, <>} X {77 87 9} - {(@7 7)7 <©7 8)7 (@7 9)7 (<>7 7)7 (<>7 8)7 (<>7 9)}

m Es gilt z.B. (Warum?) @

(X xY)UX'xXY)=(XUX')xY.

b}



1.2 Funktionen

m Wir wollen jedem Element aus einer Menge X ein Element aus einer Menge
Y zuordnen, z.B.

- einer natiirlichen Zahl n ihren Nachfolger n + 1,

- einem Datum im Jahr 2019 den Wochentag,

- einer natiirlichen Zahl n die Menge {1,2,...,n},

- der Zahl 1 die Zahl 3, der Zahl 2 die Zahl 2, ...

m Seien X,Y Mengen. Eine Funktion (oder auch Abbildung) ist eine Vor-
schrift f, die jedem Element aus der Menge X ein Element aus der Menge
Y zuordnet. Wir schreiben

FiX Y oder X oY

X heisst Definitionsbereich , und Y heifit Wertebereich oder Bildbereich von
f. Falls f dem Element x das Element y zuordnet, schreiben wir

y=f(x) oder f:z—uy.

Beispiel 1.2.1. (1) f:Z x (Z\ {0}) —» Q, f(x,y) = 5
(2) Als Wertetabelle: Sei X = {1,2,3}, Y = {90, $} und f: X — Y definiert
durch
Vi °
f="Te] [
1123

(3) Sei X eine nicht-leere Menge. Die Identitdtsfunktion idy : X — X ist
definiert als idyx (z) = =.
(4) Eine Funktion in die Potenzmenge: S : Q — P(Q), z — {q € Q|¢* < z}.

m Seien X,Y,Z Mengen und f : X — Y and g : Y — Z Funktionen. Die
Verkettung von g und f ist die Funktion go f : X — Z, x — g(f(x)). Wir
sagen auch , g nach f*.

Beispiel 1.2.2. (1) Sei X ={1,2,3}, Y ={0, ¢}, Z={4,5} und [ : X —
Yund g: Y — Z mit

V) ° 5] e 5| e °
f= e e und g= 4 o ergibt gof= 4 °
11213 AR 11213

(2) f,g: 2 —7Z, f(x) =2z, g(xr) =z + 1 ergibt
(go f)x) =g(f(x)) =20 +1 und (fog)(x)= flg(x)) =2z +2.
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Definition 1.2.3. Sei f: X — Y eine Funktion.

(i) Eine Funktion g : Y — X heisst Inverses zu f oder Umkehrfunktion von

f genau dann, wenn gilt go f =idx und f o g =idy.

(ii) f heit

- bijektiv, oder umkehrbar, oder invertierbar, falls zu f ein Inverses existiert.

- ingektiv, falls fiir x, 2" € X mit x # 2’ gilt, dass f(z) # f(y).

- surjektiv, falls es fiir jedes y € Y ein z € X gibt mit f(z) = v.

Beispiel 1.2.4. Die Funktion s : Z — Z gegeben durch s(z) = x4 1 hat ein
Inverses, niamlich s™'(z) =z — 1.

Die Funktion d : Z — Z, d(x) = 2x hat kein Inverses: Angenommen, es gibt

ein g : Z — Z mit d o g = idz. Dann gilt d(g(1)) = 1, also 2¢(1) = 1. Das ist
unmdéglich, denn es gibt keine ganze Zahl z fiir die gilt 2z = 1.

Aber es gibt eine Funktion g : Z — Z mit god = idz. (Welche? Gibt es mehr @
als eine?)

(Ist f aus Beispiel bijektiv? injektiv? surjektiv? Sind s,d von oben @
injektiv? surjektiv?)

m In Aussagenlogik kann man injektiv und surjektiv wie folgt ausdriicken:
[ injektiv & Vo, o' € X : f(z) = f(2') =2 =2,
f surjektiv & VYyeY :Jxr e X : f(x)=y
Eine Funktion ist genau dann bijektiv, wenn sie injektiv und surjektiv ist.
(Warum? Was ist in der Implikation < dann die Umkehrfunktion?) @

m Sei f : X — Y eine Funktion. Der Graph von f ist die Teilmenge Graph(f) C
X xY, die durch

Graph(f) = {(z,y)|z € X,y €Y mit y = f(x)} = {(z, f(2)) |z € X}
gegeben ist.

Beispiel 1.2.5. (1) In Beispiel[1.2.2|(1) sind f, g und go f durch ihre Graphen
beschrieben.

(2) Die iibliche Weise, Funktionen f von den reellen Zahlen in die reellen
Zahlen darzustellen, zeigt einen Teil des Graphen von f. Z.B. f : R\{0} — R,
x— 1/x:

[Bild in der Vorlesung]
(3) Sei X ={1,2,3}, Y = {3,4}. Die Teilmengen von X x Y, die durch
y=4 ° ° y=4 °

y=3 ° ° oder y=3 °
r=1|lz=2|x=3 r=1|lz=2|x=3




gegeben sind, kénnen nicht Graphen von Funktionen X — Y sein. (Warum?) @
(4) Schreibe [0, 1] fiir das Intervall {z € R|0 < x < 1}. Hier sind Beispiele fiir
Graphen von Funktionen f : [0,1] — [0, 1], die injektiv, surjektiv, bijektiv
sind:

[Bild in Vorlesung]

Seien X, Y Mengen. Wir bezeichnen die Menge aller Funktionen von X
nach Y mit
Fun(X,Y) .

Z.B. gibt es 8 Funktionen von X = {1,2,3} nach Y = {0,1} (Welche?), also @
hat in diesem Fall Fun(X,Y") acht Elemente.

Nebenbemerkung zur Information: Im axiomatischen Aufbau der Mathema-
tik aus der Mengenlehre heraus, muss man jeden Begriff auf Mengen zuriickfiihren.
Das hétten wir eigentlich schon fiir geordnete Paare machen sollen (siehe z.B. ,,
‘ auf Wikipedia). Fiir Funktionen geben wir die mengentheoretische
Definition in dieser Bemerkung.

Wir diirfen dann nicht einfach sagen ,,Eine Funktion ist eine Vorschrift f, die je-
dem Element aus der Menge X ein Element aus der Menge Y zuordnet.” weil der
Begriff , Vorschrift* nicht definiert ist. Die mengentheoretische Definition ist genau
umgekehrt zur Darstellung oben und fingt mit dem Graphen einer Funktion an:

Seien X,Y Mengen. Eine Funktion (oder auch Abbildung) f von X
nach Y ist eine Teilmenge f C X X Y, sodass es fiir alle x € X genau
ein y € Y gibt, fiir das (x,y) € f.

Nun kann man fiir die Aussage (z,y) € f die Schreibweise y = f(x) festlegen. Jetzt
kann man auch zwei Sonderfiille untersuche, die wir oben unterschlagen habe: Was
ist, wenn X oder Y die leere Menge sind?

Angenommen X = (). Dann auch X x Y = (). Die Teilmenge f = 0 erfiillt die
Definition (da x € X immer falsch ist). Also gibt es eine (eindeutige) Funktion
D—Y.

Angenommen, X # () aber Y = (). Dann wieder X x Y = () und die einzige
Teilmenge ist f = (). Aber dieses f erfiillt nicht die Definition: da X nicht leer ist,
gibt es z € X, aber es gibt kein y € Y. Somit gibt es keine Funktion X — (.


https://en.wikipedia.org/wiki/Ordered_pair#Kuratowski's_definition
https://en.wikipedia.org/wiki/Ordered_pair#Kuratowski's_definition

2 Die reellen Zahlen

2.1 Geordnete Korper

Definition 2.1.1. Ein Kdrper ist eine Menge K mit Abbildungen + : K X
K — K und - : K x K — K mit den Eigenschaften (A1)-(A4), (M1)-(M4)
und (D) unten. (Fiir z,y € K schreiben wir x +y statt +(z,y) und = -y oder
nur xy statt -(z,y).)

Axiome der Addition: Fir alle x,y, z € K gilt

Al) Kommutativitit: x +y =y + x

A2) Assoziativitit: (z+y) +z=2+ (y+ 2)

A3) Neutrales Element: Es gibt 0 € K, sodass 0 +x = x .
)

(
(
(
(A4) Inverse: Es gibt —x € K, sodass x + (—z) =0 .
Axiome der Multiplikation: Fir alle z,y, z € K gilt
(M1) Kommutativitéit: zy = yx
(M2) Assoziativitit: (zy)z = x(yz)
(M3) Neutrales Element: Es gibt 1 € K, 1 # 0, sodass lx = x .
(M4) Inverse: Wenn z # 0, gibt es 27! € K, sodass zz=' =1 .
Distributivgesetz: Fiir alle x,y, 2z € K gilt

(D) z(y+2) =zy+az.
(Warum fordern wir in Axiom (D) nicht auch, dass (x +y)z = xz + yz gilt?) @
Beispiel 2.1.2.

(1) (Rechnen modulo 2) Fy = {0, 1} mit 0: neutrales Element der Addition,
und 1: neutrales Element der Multiplikation, und mit 1 + 1 = 0. s ist
ein Korper.
(Rechnen modulo 3 ergibt auch einen Korper, rechnen modulo 4 nicht. @
Was geht schief?)

(2) Q ist ein Korper.

(3) Z ist kein Korper. Qso = {q € Q|g > 0} ist kein Korper. (Welche der @
Axiome oben gelten in diesen Beispielen noch? Welche nicht mehr?)
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Satz 2.1.3. Sei K ein Korper und x,y, 2z € K. Es gilt
i) z+z=y+2z & z=y.

(ii) Fir z 40, 2z =yz & xz=uy.

(iii) 0-x = 0.

Beweis. Allgemein: Ist f : X — Y eine Funktion zwischen zwei Mengen
X,Y, und sind z,2’ € X, dann = = 2’ = f(z) = f(2').

Wir zeigen in Teil (i), dass aus 4+ z = y + z folgt, dass x = y. Betrachte die
Funktion f: K — K gegeben durch f(k) =k + (—z). Dann

JI+Z:y+Z Vorbeggrkung f(x—l—z):f(y—i—z)

P (w2 4+ (—2) = (y+ 2) + (—2)

A A4 A

D oot et () =yt () & aro=yr0F o=y,

Die andere Richtung von (i) geht so ahnlich. Und Teil (ii) ist analog zu Teil
(i). Teil (iii) folgt aus Ox = (0 + 0)z = Oz + Oz, da dann nach (i) Ox = 0.
(Details zu (ii)? Was passiert, wenn man die Bedingung z # 0 weglésst?) [ @

m Statt x + (—y) schreiben wir auch x — y.

Definition 2.1.4. Ein geordneter Kérper ist ein Korper K zusammen mit
einer Teilmenge P von K (die positiven Zahlen), sodass fiir alle z,y € P gilt

(i) « +y € P (abgeschlossen bzgl. Addition)
(ii) zy € P (abgeschlossen bzgl. Multiplikation)
(iii) Es ist genau eine der Aussagen x € P, x = 0, oder —x € P wahr.

m Seix € K.
- Falls z € P, so sagen wir x ist positiv und schreiben x > 0.
- Falls —z € P, so sagen wir x ist negativ und schreiben x < 0.

Beispiel 2.1.5.

(1) Q mit Standard-Ordnung P = Q- = {positive rationale Zahlen} ist ein
geordneter Korper.
(Gibt es fiir Q noch eine andere mogliche Wahl fiir P oder ist das die @
Einzige? (Hinweis: Satz sagt zB. 2 >0=1/x > 0.))

(2) Qmit P ={q € Q| ¢ > 1} ist kein geordneter Korper. (Warum?) @
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(3) Fir Fy, = {0,1} gibt es keine Wahl von P, sodass Fy ein geordneter
Korper wird. (Warum?)

m Mehr Notation: Seien x,y € K.

- Falls © — y > 0, so schreiben wir z > y.

- Und falls x — y < 0 schreiben wir x < y.

- Die Schreibweise x > y bedeutet, dass entweder z > y oder x = y. Genauso
fir x <.

Satz 2.1.6. Sei K ein geordneter Korper und z,y, z € K.
i)z>y = r2+2>y+z2.

(ii) Falls z > y und y > z, so gilt auch = > z.

(iii) Fallsx > 0,s0gilt y <z = zy <zz.

(iv) Fallsz < 0,sogilt y <z = zy > zz.
(v) Wenn z # 0, dann 2% > 0 .

(vi) Wenn 0 <z <y,dann 0 < 1/y < 1/x .

Beweis. (i)

Notation Korperaxiome Notation

x>y = z—y>0 = (x4+2)—(y+2)>0 = z+z>y+z.

(Welche einzenen Schritte werden genau bei der Implikation ,, Kérperaxiome*
ausgefiihrt?)
(ii) So ahnlich. (Details?)

(iif)

Notati Def. (i Ko .
y<z ="z2-y>0 e:>(u) z(z—y)>0 PNy — 2y > 0
Notation

= TZ>aY.

(iv) So &hnlich.

(v) Es gilt entweder x > 0 oder z < 0. Fiir z > 0 folgt 2 > 0 aus Definiti-
on [2.1.4](ii), und fiir < 0 haben wir —2 > 0= (—z)(—2) > 0 = 2% > 0.
(Wie sieht man (—1)(—1) = 1 aus den Koérperaxiomen?)

(vi) z7'z7! > 0 nach (v). Also nach (iii) 0 < z = 0 < zz~'a™! = 271, Ge-
nauso 0 < y~!. Damit x7'y~! > 0 und wieder nach (iii) * <y = zo ly~! <
yr lyt =yt <ol O

11
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Korollar 2.1.7. In einem geordneten Korper gilt 1 > 0.

Beweis. Folgt aus 1 = 12 und Teil (v) des vorherigen Satzes. O

Nebenbemerkung zur Information: Jeder geordnete Korper K enthélt auto-
matisch Q als Unterkoérper. Um das zu sehen, baut man sich zunéchst eine Ab-
bildung f : N — K durch f(1) =1, f(2) = 1+ 1, etc. Dann bemerkt man, dass
f(n) # 0 fur alle n € N. (Hier hat man die Ordnung benutzt (Wieso?)). Man er-
weitert f von N auf Q indem man fiir p, ¢ € N definiert, dass f(g) = f(p)- flq)~ 1,
und so dhnlich fiir negative rationale Zahlen (und f(0) = 0). Jetzt muss man noch
nachpriifen, dass f mit Addition und Multiplikation vertriglich ist.

Insbesondere kann ein Korper, der nur endlich viele Elemente hat, niemals geord-
net sein.

Definition 2.1.8. Sei K eine geordneter Koérper und sei A C K eine Teil-
menge.

(i) A ist nach oben beschrdnkt, wenn es ein M € K gibt, sodass a < M fiir
alle a € A. In diesem Fall heisst M obere Schranke von A.

(ii) A ist nach unten beschrinkt, wenn es ein m € K gibt, sodass a > m
fiir alle a € A. In diesem Fall heisst m untere Schranke von A.

(iii) Ein Element S € K heisst kleinste obere Schranke (oder Supremum)
von A in K, wenn S eine obere Schranke von A ist, und wenn kein
x < S eine obere Schranke von A ist. In diesem Fall schreiben wir

S=supA.

(iv) Ein Element s € M heisst grifite untere Schranke (oder Infimum) von
A in K, wenn s eine untere Schranke von A ist, und wenn kein x > s
eine untere Schranke von A ist. In diesem Fall schreiben wir

s=inf A .

m Wenn eine Teilmenge A C K ein Supremum hat, dann ist es eindeutig.
D.h. falls S, S’ beides kleinste obere Schranken fiir A sind, so folgt S = 5.
(Warum?)

Genauso verhilt es sich mit dem Infimum.

Beispiel 2.1.9. Betrachte Teilmengen von Q.

12



(1) A= {z|x <0} C Q ist nach oben beschréinkt, z.B. durch 1, aber nicht
nach unten beschrankt. Die kleinste obere Schranke ist sup A = 0. Aller-
dings ist 0 ¢ A.

(2) A= {z|x <0} C Q hat ebenfalls sup A = 0, und diesmal 0 € A.
(3) Z C Q hat weder eine obere noch eine untere Schranke.
(4) A={z|0 <2 <1} CQhat supA=1undinf A=0.

Satz 2.1.10. Die Menge {r € Q|r* < 2} ist nach oben beschriinkt, aber hat
kein Supremum in Q.

Beweis. Setze A = {r € Q|r? < 2}. Zwei ist eine obere Schranke von A
(denn aus r > 2 folgt r% > 4).
Sei s € Q eine obere Schranke von A.

e Beh.: Es gilt 52 > 2.
Bew.: Angenommen s? < 2. Betrachte

2 — 52 s+ 1

t= =2 )
8+s—|—2 s+2 (*)
Dann ¢ > s und (2 )
2(s* — 2
P_o="20_ .
(s +2)?

Also t € A. Widerspruch. (Widerspruch zu was?)

e Beh.: Es gilt 5% # 2.
Bew.: (Haben wir schon in Kapitel 0.2 gesehen.) Angenommen s = ~.
Durch Kiirzen konnen wir erreichen, dass nicht sowohl p als auch ¢ gerade
sind. Wegen s? = 2 folgt p? = 2¢>. Also ist p? durch 2 teilbar. Und somit
auch p. Also ist p? durch 4 teilbar. Wegen p? = 2¢? ist dann ¢ gerade,
und somit auch ¢q. Widerspruch.

Somit gilt s* > 2. Definiere ¢ wie in (). Dann gilt ¢ < s und ¢* > 2. Also
ist ¢ eine obere Schranke fiir A (Warum?), die kleiner ist als s. Es folgt, dass
A keine kleinste obere Schranke in Q hat. O]

Definition 2.1.11. Sei K eine geordneter Korper. Existiert fiir alle nach
oben beschriankten und nicht-leeren Teilmengen M C K das Supremum
sup M in K, dann sagen wir K hat die Supremums-Eigenschaft.
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(Warum wére diese Definition ohne den Zusatz ,nicht-leer” keine gute Defi- @
nition mehr?)

m [n Satz[2.1.10|haben wir gesehen, dass Q nicht die Supremums-Eigenschaft
hat.

Satz 2.1.12. Sei K eine geordneter Korper mit Supremums-Eigenschaft und
sei E # () eine nach unten beschrinkte Teilmenge von K. Es gilt:

(i) inf £ existiert in K,
(ii) Sei U die Menge der unteren Schranken fiir F. Dann inf £ = sup U.

Beweis. (i) folgt aus (ii). Wir beweisen (ii).
U ist nicht leer und jedes x € FE ist eine obere Schranke von U. Sei
s =sup U (existiert nach Supremums-Eigenschaft).

e Beh.: s ist eine untere Schranke fiir £.
Bew.: Zu zeigen: t € E =t > s. Das ist dquivalent zut < s =t ¢ E.

Wiéhle ein t < s. Dann ist ¢ keine obere Schranke von U (nach Def. des
Supremums). Also gibt es ein v € U mit v > ¢. Nach Definition von

U gilt x > wu fir alle z € E. Insbesondere ¢t ¢ E. Wir haben gezeigt:
t<s=1t¢ E. Also ist s eine untere Schranke von F.

(Eine untere Schranke war in Definition aber etwas anders definiert. @
Warum ist das das Gleiche?)

e Beh.: Es gilt s =inf F.
Bew.: Sei r > s. Dann ist » ¢ U (denn s ist obere Schranke von U). Also
ist kein r > s eine untere Schranke von F. Somit s = inf E.

]

2.2 Eigenschaften der reellen Zahlen
Satz 2.2.1. Es gibt einen geordneten Koérper R der

(i) die Supremums-Eigenschaft hat, und
(ii) den Korper Q als Unterkorper enthélt.
Das beweisen wir in Abschnitt 2.5

Nebenbemerkung zur Information: Wir nennen zwei Korper K, K/ isomorph,
falls es eine bijektive Abbildung f : K — K’ gibt, sodass f(a +b) = f(a) + f(b)
und f(ab) = f(a)f(b) gilt. Es gilt der folgende bemerkenswerte Satz:
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Es gibt einen bis auf Isomorphie eindeutigen geordneten Koérper, der
die Supremums-Eigenschaft hat.

Diesen Korper nennen wir ,,die reellen Zahlen“. Einen Beweis der Aussage findet
man z.B. in Kapitel 907 von Olmsted, The real number system (Dover).

Jetzt kann man mit den Eigenschaften eines geordneten Korpers mit Supremums-
Figenschaft arbeiten und muss sich keine Sorgen iiber die konkrete explizite Kon-
struktion machen. Die expliziten Konstruktionen (z.B. Dezimalzahlen oder Dede-
kind Schnitte, siehe unten) sind nidmlich zu kompliziert, um damit verstindliche
Beweise zu produzieren.

Satz 2.2.2. (Archimedische Eigenschaft) Seien x,y € R und = > 0. Dann
gibt es ein n € N, sodass nx > y.

Beweis. Angenommen, die Aussage sei falsch. Dann nx < y fiir alle n. Al-
so ist y eine obere Schranke der Menge A = {nz|n € N}. Sei s = sup A
(Supremums-Eigenschaft). Dann ist s — x keine obere Schranke von A. Also
gibt es ein m mit s — 2z < ma. Dann auch s < (m+ 1)z. Aber (m+1)x € A.
Widerspruch (zu s = sup A). O

Satz 2.2.3. Seien x,y € Rund x < y. Dann gibt es ein ¢ € Q mit x < ¢ < .

Beweis. Wegen x < y gilt y — z > 0 (Notation nach Definition [2.1.4]). Also
gibt es ein n € N mit n(y — ) > 1 (Satz[2.2.2)). Sei A = {m € Z|m < ny}.

e Beh.: A # () und A ist nach oben beschrinkt.
Bew.: Falls ny > 0, so ist 0 € A, und es gibt ein N mit N > ny (Satz
(Wie muss man n,z,y aus dem Satz wihlen?)). Also ist N obere
Schranke von A.
Falls ny = 0 ist —1 € A und 0 obere Schranke von A.
Falls ny < 0 ist 0 obere Schranke von A und es gibt ein N mit N > —ny

(Satz[2.2.2)). Also —N € A.

Da A C Z ist, und nicht-leer und nach oben beschriankt ist, enthélt A ein
maximales Element s € A (Warum?). D.h. a < s fiir alle a € A.

e Beh.: nx < s < ny.
Bew.: Es gilt s +1 > ny (da sonst s +1 € A aber s ist bereits maximal).
Wegen n(y —x) > 1 gilt nx < ny — 1. Wegen s+ 1 > ny gilt ny — 1 < s.
Wegen s € A gilt s < ny. Also auch nx < s < ny.

Wegen n > 0 gilt 1/n > 0 (Satz [2.1.6/(vi)). Aus nz < s < ny folgt auch
r < s/n <y (Satz[2.1.6/(iii)). O

15



m Fiir n € N definieren wir 2™ = (--- ((xx)z) - - - )z, wobei rechts insgesamt
n-Mal z steht. Wegen der Assoziativitdt der Multiplikation spielt die Position
der Klammern keine Rolle, und es ist Konvention, sie ganz wegzulassen,

" =xxr---q .
—_—
n-Mal

Des weiteren definiert man 2% = 1 (auch fiir z = 0).

Satz 2.2.4. (Existenz von Wurzeln) Sei # € R positiv und n € N. Es gibt
genau ein positives y € R mit y" = z.

Wir schreiben {/Z oder xw fiir diese Zahl. Der Beweis kommt nach der
Hilfsaussage in folgendem Lemma.

Lemma 2.2.5. Sei z,y ¢ R, x >0,y >0,n € N.

(i) Wenn y" < x, dann gibt es ein reelles € > 0, sodass auch (y +¢)" < z.

(ii) Wenn y™ > z, dann gibt es ein reelles ¢ > 0, sodass auch (y —¢)" > x.

Der Beweis des Lemmas ist eine Ubungsaufgabe.

Beweis von Satz[2.2.4).

e Eindeutigkeit: Angenommen (y;)" = z und (y2)" = z fiir y; # y» und
y1,y2 > 0. Dann y; < yo oder y; > yo. Im ersten Fall gilt auch (y;)" <
(y2)™ (Warum?), im Widerspruch zu (y;)" = x = (y2)". Genauso fiihrt
y1 > yo zum Widerspruch

e Existenz: Sei F = {t € R|t > 0At" < z}. Dann:

(a) E ist nicht leer:
Es gilt 0" = 0 < z. Nach Lemma|2.2.5|gibt es ein € > 0 mit (0+¢)" <
x. Dann gilt € € E.

(b) E ist nach oben beschrankt:
Fir t > o + 1 gilt " >t (Warum?) und somit t" > z 4+ 1 > z. Also
ist © 4+ 1 eine obere Schranke fiir .

(¢) (sup E)" = x:
Wegen (a) und (b) existiert y = sup F.
®m Angenommen " < .
Nach Lemma existiert ein € > 0 sodass (y + &)™ < x. Also ist
y + ¢ € E. Widerspruch (zu “y ist obere Schranke von E”).
® Angenommen y" > x.
Nach Lemma existiert ein € > 0 sodass (y —&)" > z. Also ist
y — ¢ eine obere Schranke von E. Widerspruch (zu y = sup F).
Also bleibt nur die Moglichkeit y™ = x.
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]

1 1
anbn.

Korollar 2.2.6. Sei a,b € R mit a,b > 0 und n € N. Dann (ab)%

Beweis. Setze u = an und v = bn. Dann u" = @ und v" = b. Wegen Kommu-
tativitdt und Assoziativitdt von R gilt (uv)™ = u™v", und somit (uv)™ = ab.
Wegen Eindeutigkeit der (positiven) Losung zu y™ = ab gilt (ab)% =uv. O

2.3 Dezimalschreibweise

Sei
rzeR mit x>0
gegeben. Bestimme rekursiv ganze Zahlen ng,ny,ns, ng, ... wie folgt. Seien
ng, ...,NnE_1 bereits gewdhlt. Sei n; die grofite ganze Zahl, sodass
ny Ny Ng—1 N,
no+ — 4+ —> 4+ + <.
° 10t 102 10+=1 " 108 =

Die Existenz von ny, folgt aus der Archimedischen Eigenschaft von R (Wie?). @
Dies definiert eine Funktion

d:{z € Rz > 0} — { Folgen (ng)ken, mit ny € Ny } .
Es gilt (Ubung):
1. Es gilt ng € Ny und fiir £ > 0 gilt 0 < n; < 9.

2. Sei

k

n,

E:{Zmr|k€N0}-
r=0

Dann x = sup £. Man schreibt
T = Ng,N1NaN3 ...

Dies ist die Dezimalschreibweise der reellen Zahlen. Jede reelle Zahl > 0
kann auf diese Weise in Dezimalschreibweise geschrieben werden. (Was @
macht man mit negative reellen Zahlen? (Ihre Antwort sollte ,,inf £ bein-
halten.))

3. Umgekehrt sei ny € Ny fiir £ € Ny und 0 < ng <9 fiir £ > 1. Definiere £
wie oben. Dann ist F beschrankt und somit existiert sup E. Jede solche
Zahlenfolge ng, ninsng ... definiert also eine reelle Zahl.

17



4. Verschiedene Zahlenfolgen ng,ny,ns, ... und mgy, my, ms, ... konnen das
gleiche Supremum haben. Z.B.

1.0000... =0.9999...

Nebenbemerkung zur Information: Wenn wir Reihen und Konvergenz defi-
niert haben, kénnen wir folgende Aussage machen: Gegeben eine Zahlenfolge ny
wie in Teil 3 oben, so konvergiert die Reihe ;2 n,107%. Der Grenzwert z dieser
Reihe ist gleich dem Supremum sup £ in Teil 2.

Der Grenzwert z € R der Reihe )7, ni107% ist die iibliche Interpretation der
Dezimalschreibweise. Wegen x = sup E stimmt dies mit der Beschreibung oben
iiberein.

2.4 Komplexe Zahlen
m Sei n € Nund 2 € R. Gibt es ein y € R, sodass y" = 2? (Ubung)

‘ x>0 =0 <0
n ungerade | ja ja ja
n gerade ja ja nein

Definition 2.4.1. Die komplexen Zahlen sind

C:=RxR
mit

Addition Multiplikation
Funktion +:CxC—-C :CxC—=C

(a,b) + (a',b) (a,b)(a', V)

=(a+d,b+V0) = (aa’ — b, ab’ + ba')

neutrales Element | 0 := (0, 0) 1:=(1,0)
Inverses —(a,b) == (—a,=b)  (a,b)" = (=%, =)

Nebenbemerkung zur Information: Wir werden spéter, wenn wir die kom-
plexe Exponentialfunktion definiert haben, folgendes geometrische Bild fiir die
Addition und Multiplikation von komplexen Zahlen begriinden konnen:

[Bild in Vorlesung]
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Satz 2.4.2.
(i) Die komplexen Zahlen sind ein Kérper.

(ii) Die Funktion f: R — C, f(z) = (x,0) ist injektiv und erfiillt
flet+y) =)+ fly) » fley) = f@)fy) .

Das beweist man durch Nachrechnen der Kérperaxiome in Definition[2.1.1]

(Details?) Wir zeigen exemplarisch 1z = z und f(zy) = f(x)f(y): Sei @

z = (a/,0). Dann 1z = (1,0)(a/,0') = (1a’ — OV, 10" + 0d’) = (a’, V). Sei-
en z,y € R. f(zy) = (xy,0) and f(2)f(y) = (x,0)(y,0) = (zy,0).

m Fiir € R schreiben wir z = (2,0) € C. (Das ist konsistent mit 0 = (0, 0)
und 1 = (1, 0) aus Definition [2.4.1}) Wir sagen, eine komplexe Zahl (z,0) € C
ist reell.

m Definiere

Es gilt

und fir z,y € R

r+iy = (z,y) €C.
m Die Beobachtung i? = —1 zeigt, dass man auf C keine Ordnung definieren
kann. Denn angenommen, es gibt eine Ordnung auf C. Nach Korollar [2.1.7

gilt dann, dass 1 > 0, und somit —1 < 0. Da —1 = 42 folgt aber nach
Satz [2.1.6(v), dass —1 > 0. Widerspruch.

m Sein € Nund z € R. Gibt es ein y € C, sodass y" = 2? (Ubung)
‘x>0 r=0 <0

n ungerade ja ja ja
n gerade ja ja ja

m Die komplere Konjugation ist die Funktion ( ) : C — C,

(a,b) = (a,—D) .

Sie erfiillt, fir z,w € C

zt+tw=z4+w , ZW=ZW,

und fiir z,y € R,

rTHiy=x—1 .

19



m Definiere Funktionen Re : C — R, Re((a,b)) = @ und Im : C — R,
Im((a,b)) = b. Fiir z € C heisst Re(z) der Realteil von z und Im(z) der
Imagindrteil von z. Es gilt:

1
z+7Z=2Re(z) und ;(2—3):21111(2).

R™ und C"
m F{ir eine Menge X sei X™ die Menge der geordneten n-Tupel (z1, 2, ..., )
mit T1,L2,...,Ty € X.

m Alternativ konnen wir auch rekursiv definieren X! = X, X"l = X" x X,
Dann
Xt=(((XxX)xX)---xX)x X

und wir schreiben
(x1,T2,%3, ..., Ty_1,T,) statt (( (1, 29), x3) . ... ,wn,l),xn) .

B Sei K =R oder K =C. Fiir x € K" schreiben wir
r=(x1,T9,...,Tp)

und nennen x einen Vektor und z;, die k-te Koordinate von x. Fir ¢ € K und
x,y € K™ definieren wir

e Vektoraddition: x +y = (z1 +y1, T2+ Yo, .- -, Tp + Yn), also (x +y)p =
Tk +yk7

e Multiplikation von Vektoren und Skalaren: cx = (czy, cxa, . . . czy,), also
(cx)p = cay,.

Fir x € K™ setzen wir

2.5 Konstruktion von R

Hier beweisen wir Satz[2.2.1] d.h. die Existenz eines geordneten Korpers mit
Supremums-Eigenschaft, der Q enthélt. Nachdem wir die Existenz gezeigt
haben, werden wie die konkrete Konstruktion, die in diesem Kapitel préasen-
tiert wird, nie wieder verwenden.

Definition 2.5.1. Ein Dedekind Schnitt (oder kurz Schnitt) ist eine Unter-
menge « von Q, sodass
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() o #0und a £Q,

(ii) wenn p,q € Q, p < ¢ und ¢q € «, dann auch p € a,
(iii) es fiir alle p € « ein ¢ € a gibt mit p < gq.
Beispiel 2.5.2.

(1) Sei r € Q. Die Menge
r*i={q€Qlg <1}

ist ein Schnitt (Warum?). Die Menge {¢ € Q|¢ < r} ist kein Schnitt @
(Eigenschaft (iii) ist nicht erfiillt).

(2) Sei ng,ningng ... eine Dezimalzahl. Die Menge {r € Q|3m € N : r <
Sy nk/10%} ist ein Schnitt (Warum?). @

Definition 2.5.3. Die reellen Zahlen sind R = {a C Q| « ist ein Schnitt}.

Die reellen Zahlen sind also eine Untermenge der Potenzmenge von Q.

m Die Teilmenge P C R der positiven reellen Zahlen ist definiert als
P:={acR|0€a}.

Wie vorher schreiben wir o > 0 falls o € P. Bevor wir priifen kénnen, das
dies eine Ordnung definiert, miissen wir aus R einen Kérper machen.

m Fiir die neutralen Element der Addition und Multiplikation in R machen
wir den Ansatz 0 = 0*, 1 = 1*.
m Gegeben «, f € R, definiere

pla, B) ={r+slr€a,s e p}.
Dann ist p(a, 8) ein Schnitt (Warum?). Wir definieren die Funktion @
+:RxR—=R | a+p=pa,pH).
m Gegeben a € R, definiere
—a={peQ|esgibteinr >0,r€Q, sodass —p—1r ¢ a}.
Dies ist ein Schnitt (Warum?). @

Beispiel 2.5.4. Fiir r,s € Q gilt r* + s* = (r + s)* und —(r*) = (—r)*

(Warum?). @
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m Fir o, 8 € R, a, f > 0 definieren wir
m(a,f)={p€Q|esgibtreca,r>0,s€f,s>0,sodass p <rs}.

Dies definiert einen Schnitt (Warum? Und warum ist es wichtig, in der De-
finition von m(a, B) die Bedingungen r, s > 0 dabei zu haben?). Falls nicht
gilt, dass «, 8 > 0, setzen wir

m(—a,—p) ;a<0AB<0
—m(—a,f) ;a<0AB>0
—m(a,—f) ;a>0AF<0
0* ;a=0oder =0

m(a, f) =

Wir definieren die Funktion
RxR—=R |, af=m(a,p).

m FiraeR, a> 0 sei

a'={peQesgibt eina € a,a>0, sodassp<a'}.
Dies ist ein Schnitt (Warum?). Fiir o < 0 definiere o™ := —(—a) ™. @
Beispiel 2.5.5. Fiirr, s € Q gilt r*s* = (rs)* und (r~1)* = (r*)~! (Warum?). @

Lemma 2.5.6. R, mit +, -, 0, 1, —a, o~ ! wie oben, ist ein Korper.

Wir beweisen eine Eigenschaft als Beispiel:
m Beh.: (A3) a+ 0" =«
Bew.: Es gilt
a+0"={r+slrea,sc0}.
Aber s € 0" = s < 0" =r+s<r=r+s € a Also a C a+ 0*. Sei
umgekehrt r € «. Dann gibt es ein p > r, p € . Also gilt r = p+ (r — p)
mit 7 — p € 0*. Somit a + 0* C «a.

Lemma 2.5.7. R, mit der Teilmenge P wie oben, ist ein geordneter Korper.

Wir beweisen eine Eigenschaft als Beispiel:
m Beh.: a, f € P impliziert, dass aff € P:
Bew.: aff = {p € Q| es gibt a € 0, b € B, sodass a,b > 0 und p < ab}. Da Q
geordnet ist, gilt ab > 0. Also 0 € af.

m Per Definition gilt aw < g falls f — a € P. Es gilt: (Warum?) @
a<f & (aCBAha#p).

22



Beispiel 2.5.8. Fiir r,; s € Q gilt r < s genau dann, wenn r* < s* (warum?).
Lemma 2.5.9. R hat die Supremums-Eigenschaft.

Beweis. Sei A C R nicht leer und sei ¢ € R eine obere Schranke von A.
Definiere

v={p € Q)| es gibt ein a € A, sodass p € a} (: UOé)‘

acA
e Beh..y e R:
Bew.: Es gilt
— v # (): Es gibt ein @ € A, und « ist nicht leer (per Definition eines
Schnittes).
— v #£ Q: fir a € A gilt a < o, also auch p € v = p € o, und
o # Q.

— Wenn p € v, ¢ € Q und ¢ < p, dann g € v: Sei a € A, sodass
p € a. Dann ¢ € o und somit g € 7.
— Fiir p € v gibt es ein ¢ € v mit p < ¢: Genauso.
e Beh.: v =sup A:
Bew.: Per Definition o C 7 fiir alle « € A, somit o < . Also ist 7 eine
obere Schranke von A. Sei § < 7. Dann gibt es ein p € v mit p € 9. Sei

p € a mit o € A. Dann gilt nicht o < ¢, also ist d keine obere Schranke
von A.

]

Es bleibt noch zu zeigen, dass R auch Q als Unterkorper enthilt. Setze
dazu Q* = {r* € R|r € Q}. Betrachte die Funktion f: Q — Q*, f(r) =r*.

Lemma 2.5.10. Es gilt:

(i) f ist eine Bijektion,

(i) f(r+s)=[f(r)+ f(s), f(rs) = f(r)f(s),
(ili) » < s <& f(r) < f(s).

Beweis. Teile (ii) und (iii) sind Beispiele 2.5.4) [2.5.5 [2.5.8] Zu (i): f ist
surjektiv per Definition von Q*. Seien z,y € R mit = # y. Sei oBdA = < v.

Wegen (iii) gilt f(z) < f(y), also auch f(z) # f(y). Also z # y = f(x) #
f(y). Also ist f injektiv. 0

Damit ist Satz 2.2.1] bewiesen.
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3 Metrische Riaume

3.1 Betrag und Norm
m Definiere die Funktion | | : R — R durch

x ;x>0
x| = .
—x ;x <0
|z| heisst Betrag von x oder Absolutbetrag von . Fiir alle x € R gilt (Warum?): @
@20, [o|=0ez=0, |o|=|-a|, |z+yl<|el+yl, |o|=Va?.
Satz 3.1.1. Fiir z,y,z € R und d(z,y) = |z — y| gilt
(i) d(z,y) > 0und d(z,y) =0 x =y,
(i) d(z,y) = d(y, ),
(iii) d(z,z) < d(z,y) + d(y, 2).
Beweis. Wir zeigen (iii) als Beispiel:
d(z,2) = |z —z[ =[x —y) + (y = 2)| < o —y[ + |y — 2| = d(2,y) + d(y, 2) -
Der Rest ist klar. O

m Definiere die Funktion | | : C — R durch

(@ 9) | =V +y°.

|z| heisst Betrag von z oder Absolutbetrag von z. Fiir z € C gilt |z| = V2%,
oder, fdquivalent dazu, |z|* = 2z (Warum ist das dquivalent?).

Lemma 3.1.2. Seien z,w € C.

(1) |2 = [z,
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(vii) |z 4+ w| < |z] + |w].

Beweis. Wir beweisen Teil (vi) als Beispiel: Fiir z,y € R, x,y > 0 gilt
(Warum?)
<y &Vr<\y.
Sei z = (a,b). Es gilt 0 < a® < a® + b2, also auch Va2 < Va2 + b2 (und
la| = Va2). Also
|Rez| < |z|

Rest: Ubung / selber iiberlegen. @
O

Satz 3.1.3. Fiir z,y,2z € C und d(z,y) = |z — y| gelten (i)—(iii) von Satz
811

Der Beweis ist wegen Lemma identisch zu dem von Satz [3.1.1}
(Hétten wir in dem Satz oben auch d(z,y) = |z —2y| oder d(z,y) = |z+y| @
nehmen konnen?)

m Definiere eine Funktion | | : R" — R durch

| (x1,...,2) | =/ + - +22 also |:v|:< (mk)2>
k=1

1
2

|z| heisst (Euklidische) Norm. Setze d(z,y) = |x — y|. Dann gelten (i)—(iii)
aus Satz [3.1.3] Beweis: siehe néchstes Beispiel.

m Definiere eine Funktion | | : C* — R durch

[ (21, z) | = Vazi+ -+ 2z
|z| heisst (Hermitesche) Norm.

Satz 3.1.4. (Schwarzsche Ungleichung) Seien a,b € C". Dann gilt

S| < el
j=1
Beweis: [Satz 1.35 aus Rudin]
(Fallen Thnen Beispiele ein, bei denen sogar ,,=* gilt?) @

Fir z,y € C" setze d(z,y) = |z — y|.
Satz 3.1.5. Es gelten (i)-(iii) aus Satz [3.1.1]
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Beweis. (i) und (ii) sind klar.
Fiir a,b € C" gilt

a4 =705+ b;)(@ +By) < lal* + b +2| 3 ahy
J

J
*)
< la]* + [b]* + 2|a| [B] = (Ja] + [B])*

(Warum gilt die erste Ungleichung?) Bei (%) haben wir die Schwarzsche Un- @
gleichung benutzt. Somit auch |a +b| < |a| + |b]. Mita =2z —y, b=y — 2
folgt die Behauptung. O]

Definition 3.1.6. Ein metrischer Raum ist eine Menge X zusammen mit
einer Funktion d : X x X — R, die Metrik oder Abstandsfunktion, sodass fiir
alle x,y,z € X,

(i) d(z,y) > 0und d(x,y) =0 < x =y,
(i) d(z,y) = d(y,z),
(iii) d(z,2) <d(z,y) +d(y, 2).

m Eigenschaft (iii) nennt man Dreiecksungleichung. Wir schreiben auch (X, d)
fiir einen metrischen Raum X mit Metrik d.

Beispiel 3.1.7.
(1) (R, |xz—y]), (C,|x—y|), (R, |z —y]|), (C", |x —y|) sind metrische Raume.
(2) Sei K entweder R oder C. Fiir x € K™ setze

|z]loe = max{|z1],...,|zal} .

Dies nennt man auch die Supremums-Norm (wir habe allerdings nicht
definiert, was eine Norm ist). Es gilt: (K™, || — y||«) ist ein metrischer
Raum (Warum?). @

(3) Sei X eine Menge. Wie in Kapitel [I| bezeichne [—1, 1] das Intervall {z €
R| — 1 <z <1} und Fun(X, [-1,1]) die Menge aller Funktionen X —
[—1,1]. Fir f, g € Fun(X, [—1,1]) setze

1flloe = sup { [f(2)|[z € X} .
d(f,9) = If =9l -

Dann ist (Fun(X, [—1,1}), || f —¢||o) €in metrischer Raum. (Warum? Und @
warum existiert das Supremum in der Definition von || f|o?)

Z.B.: Spéter (nach Einfithren der komplexen Exponentialfunktion) kénnen
wir nachpriifen: Fiir X = R gilt d(sin, cos) = v/2.
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Satz 3.1.8. Sei (X, d) ein metrischer Raum, sei Y C X und d': Y xY — R
gegeben durch d'(z,y) = d(z,y). Dann ist (Y, d’) ein metrischer Raum.

Beweis. Aus z,y,z € Y folgt z,y,z € X, also gelten (i)—(iii) aus Definition
da d eine Metrik auf X definiert. n

m Wenn X ein metrischer Raum ist und Y C X, dann behandeln wir Y als
metrischen Raum wie im vorherigen Satz definiert. Wir sagen: “Y hat die
von X induzierte Metrik”, und wir benutzen hierfiir das gleiche Symbol wie
fiir die Metrik auf X.

3.2 Offene und abgeschlossene Mengen

Definition 3.2.1. Sei (X,d) ein metrischer Raum. Eine Umgebung eines
Punktes p € X ist eine Menge

Ur(p) = {x € X |d(z,p) <r}.
fiir ein reelles r > 0. r heisst Radius von U,(p).
Beispiel 3.2.2. Betrachte R” mit Euklidischer Metrik.

(1) Fiir a,b € R definiere die Intervalle

la,b) ={z e R|a<z ANz <b}
(a,b) ={x € Rla <z < b}
a,b) ={z €R|a <z <b}

[
(a,b) ={r e Rla <z < b}

Fiir a < b ist (a,b) eine Umgebung des Punktes “* mit Radius %2 in

R. Die Intervalle [a,b], (a,b], [a,b) sind keine Umgebungen in R.

(2) Fiir R! ist U,(p) ein Intervall, fiir R? eine Kreisscheibe mit Mittelpunkt
p und Radius r (aber ohne den Rand), fiir R® eine Kugel (aber ohne den
Rand).

(3) [0,1) ist eine Umgebung von 0 in R>g = {z € R|z > 0}, aber es ist keine
Umgebung von 0 in R.

Definition 3.2.3. Sei X ein metrischer Raum und sei V C X.

(i) Ein p € V heisst innerer Punkt von V, wenn es eine Umgebung U von
p gibt, sodass U C V.
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(ii) V heisst offen in X, wenn jeder Punkt von V' ein innerer Punkt ist.

(iii) Ein z € X heisst Haufungspunkt von V, wenn jede Umgebung U von z
ein y € V mit x # y enthalt.

(iv) V heisst abgeschlossen in X, wenn jeder Haufungspunkt von V in V
liegt.

m Wenn klar ist, welche umgebende Menge gemeint ist, sagen wir auch “V
ist offen” statt “V ist offen in X”.

Beispiel 3.2.4. Betrachte den metrischen Raum (R, |z — y|).

(1) [0, 1] ist abgeschlossen in R, nicht offen in R, abgeschlossen in [0, 1], offen
in [0, 1] (Warum?).

(2) (0,1) ist offen in R, offen in [0, 1], nicht abgeschlossen in [0, 1], abge-

schlossen in (0,1) (Warum?).

(3) Eine endliche Untermenge von R ist abgeschlossen in R, denn eine end-
liche Untermenge von R hat keine Haufungspunkte (— Ubung).

Satz 3.2.5. Sei X ein metrischer Raum. Jede Umgebung in X ist offen in
X.

Beweis. Seiq € U,(p). Setze s = r—d(p, q). Es gilt s > 0. Fiir jedes x € U,(q)
gilt

d(p,x) < d(p,q) +d(q,z) <r—s+s=r,
also € U,(p). Somit Us(q) C U,(p) und jedes g € U,(p) ist innerer Punkt
von U, (p) in X. O

Satz 3.2.6. Sei X ein metrischer Raum. () und X sind sowohl abgeschlossen
als auch offen in X.

Beweis. () ist offen nach (ii), da () keine Elemente hat (also ist jeder Punkt
inner), und () ist abgeschlossen nach (iv), da () keine Haufungspunkte hat.
X ist offen, da jede Umgebung U,.(p) in X liegt (per Definition einer
Umgebung) und X ist abgeschlossen, da jeder Haufungspunkt in X liegt
(nach Definition eines Hiufungspunktes). O

Satz 3.2.7. Sei X ein metrischer Raum und V C X.
(i) V ist offen < CxV ist abgeschlossen.

(i) V ist abgeschlossen < CxV ist offen.
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Beweis. (i) ,=“: Sei  Haufungspunkt von CxV. Es gilt zu zeigen, dass
x € CxV. Angenommen, z ¢ CxV. Dann x € V. Da V offen ist, existiert
eine Umgebung U von z mit U C V. Dann aber U NCxV = 0, Widerspruch
(zu ,,x ist Haufungspunkt von Cx V).

,<="“: Sei v € V. Es gilt zu zeigen, dass es eine Umgebung U von v gibt,
sodass U C V. Angenommen, es gibe kein U mit U N CxV = 0. Dann wire
v ein Haufungspunkt von CxV, und somit v € CxV, da CxV abgeschlossen
ist. Widerspruch (zu v € V).

(ii) folgt aus (i) (Wie?). O

Definition 3.2.8. Seien A, X Mengen. Eine (durch A indizierte) Familie
von Mengen in X ist eine Funktion F : A — P(X).

m Wir schreiben E, statt F(a) und {E,}aca oder nur {E,} statt E.
m Vereinigung und Schnitt aller Mengen in einer Familie sind definiert als

UEa::{:EEXHaGA:xEEa},
acA
ﬂEa::{xeXWozeA:xEEa}.

acA
Falls A = N schreibt man auch |J7"; E, statt |, .y En, und genauso fiir ).

Lemma 3.2.9. Sei {E,},ca eine Familie von Mengen in X.

Cx () E) = U (CxEw)

acA a€A

Beweis zum selber iiberlegen (Details?). Der Satz gilt auch mit () und |J
vertauscht (Warum?).

Satz 3.2.10. Sei {E,}aca eine Familie von Mengen in einem metrischen
Raum X.

(i) Sei E, offen in X fiir alle « € A. Dann ist auch |J, ., £, offen in X.

(ii) Sei E, abgeschlossen in X fiir alle a € A. Dann ist auch (., Fqo
abgeschlossen in X.

Beweis. (i) Sei z € |J,c4 Fo- Dann gibt es ein a € A, sodass x € E,. Da E,
offen ist, gibt es eine Umgebung U von z mit U C E,. Da E, C |J,c4 Fa
gilt auch U C J,c 4 Ea-

(ii) Da E, abgeschlossen ist, ist CxE, offen (Satz[3.2.7). Nach Teil (i) ist

auch |J, ., Cx E, offen. Nach Lemma ist dies gleich Cy (N, c 4 Ea- Somit
32).

ist (,c4 Lo abgeschlossen (Satz O
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Beispiel 3.2.11. In diesem Beispiel betrachten wir Teilmengen von R. Die
Umkehrung von Satz |3.2.10| gilt nicht:

(1) Ui (2,2+ 1) = (0,3) ist offen, aber (77, (£,24+ 1) = (1,2] ist weder
offen noch abgeschlossen.

(2) N, [5,24 L] = [1,2] ist abgeschlossen, aber J;7,[£,2+ 1] = (0, 3] ist

n=1
weder offen noch abgeschlossen.

(Warum?) @
Satz 3.2.12. Sei X ein metrischer Raum.
(i) Seien Vi,...,V, C X offen in X. Dann ist ();_, Vj offen in X.

(ii) Seien Vi,...,V, C X abgeschlossen in X. Dann ist | J,_, Vi abgeschlos-
sen in X.

Beweis. (i) Sei p € (_; Vi- Dann p € Vj fiir & = 1,...,n. Da V} offen

ist in X gibt es rp > 0, sodass U,,(p) C Vi. Sei r = min(ry,...,r,). Dann
U.(p) C Uy, (p) und somit auch U,(p) C (r_; Vi

(i) folgt aus (i) (Wie? Und wo geht der Beweis von (i) und (ii) schief, wenn @
wir unendliche Familien {V;};cn zulassen?). O

Definition 3.2.13. Sei X ein metrischer Raum und V' C X. Setze
V =V U{r € X |z ist Hiufungspunkt von V in X } .

V heisst Abschluss oder abgeschlossene Hiille von V in X.

Beispiel 3.2.14.

(1) Wir miissen V mit dazu nehmen, damit V' C V gilt. Sonst z.B.

{z € R|x ist Hiufungspunkt von Z in R } = 0 .

(2) Der Abschluss (0,1) des offenen Intervals (0,1) in R ist [0, 1]. Der Ab-
schluss von Q in R ist Q = R. Der Abschluss von Z in R ist Z = Z.

(3) Sei K =R oder K = C. Der Abschluss der Umgebung U,.(p) in K™ (mit
Euklidischer, bzw. Hermitescher Metrik, aber das wollten wir bei K" ja
immer annehmen, wenn nichts anderes gesagt wurde) ist

Un(p) = {z € X |d(z,p) <r} .
(Warum?) @
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Satz 3.2.15. Sei X ein metrischer Raum und V' C X. V ist abgeschlossen
in X.

Beweis. Wir zeigen, dass CxV offen ist. Nach Satz impliziert dies die
Behauptung.

Sei p € CxV. Dann v ¢ V. Es gibt ein r > 0, sodass U,.(p) NV = () (sonst
wire p Haufungspunkt von V und damit in V).

Beh.: Es gilt U,2(p) NV = 0.

Per Konstruktion U, 2(p)NV = 0. Sei z € V\ V. Also ist « ist Hiufungspunkt
von V. Per Definition ist somit U, s(z) NV # ). Also gibt es ein v € V mit
d(x,v) < 5. Aber d(p,v) > r (da U,(p)NV = 0) und d(p, z)+d(x,v) > d(p,v).
Es folgt, dass d(p,x) > r —d(z,v) > r — 5 = § (da d(z,v) < 7). Also
z & Urpa(p)-

Insgesamt gilt also, dass es fiir jedes p € CxV ein r > 0 gibt, sodass
Ur2(p) C CxV. Somit ist CxV offen. O

3.3 Kompakte Mengen

Definition 3.3.1. Sei X ein metrischer Raum und sei V' eine Teilmenge
von X. Eine offene Uberdeckung von V' (in X ) ist eine Familie { £, }aca von
offenen Mengen (in X), sodass V' C (J,c4 Fa-

Beispiel 3.3.2.

(1) Die Familie {X}, die nur aus dem gesamte Raum X besteht, ist eine
offene Uberdeckung von jeder Teilmenge V C X.

(2) {(—1,2),(1,4)} ist eine offene Uberdeckung von [0, 3] in R.

(3) {(a,a+2)|a € Z} ist eine offene Uberdeckung von R, aber {(a,a+1)|a €
Z} ist keine offene Uberdeckung von R.

(4) Fiir jedes € > 0 sind {U.(p) }per» und {U.(p) } peqn offene Uberdeckquen
von R™. Aber {U.(p)}pez» ist nur fir € grof§ genug eine offene Uber-

deckung von R™. (Wie grof muss ¢ sein? Gibt es eine kleinste Wahl fiir
e7)

(5) Sei B, = (5, +) C R, also

n+2’

Elz(%vl) ’ EQZ (lea%) ) E3: (%a%) )
dann ist {E,}nen eine offene Uberdeckung von (0,1) und |

aber nicht von [0, 3.

1 17 .
E’i] m R,
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Definition 3.3.3. Sei X ein metrischer Raum. Eine Teilmenge K C X
heisst kompakt (in X ) genau dann, wenn jede offene Uberdeckung von K
eine endliche Teiliiberdeckung besitzt.

m “endliche Teiliiberdeckung” heisst Folgendes: Wenn {E,},ca eine offene
Uberdeckung von K ist, dann gibt es endlich viele Elemente aq, . .., a, € A,
sodass

KCE,U---UE, .

m Die zentrale Idee hier ist, dass diese Endlichkeitseigenschaft fiir jede offene
Uberdeckung von K gilt. (Warum macht es keinen Sinn, in der Definition @
oben zu sagen ,, K heifit kompakt in X genau dann, wenn es eine endliche
offene Uberdeckung von K in X gibt.“?)

m Mit Definition ist es leicht, zu zeigen, dass eine Menge nicht kompakt

ist (gebe eine einzige offene Uberdeckung an, die keine endliche Teiliiber-
deckung hat). Aber es ist schwer, zu zeigen, dass eine Menge kompakt ist
(priife etwas fiir alle offenen Uberdeckungen).

Beispiel 3.3.4.

(1) R ist nicht kompakt (die Uberdeckung aus Beispiel [3.3.2/(3) hat keine
endliche Teiliitberdeckung).

(2) {E)}nen aus Beispiel (5) ist offene Uberdeckung von |
die endliche Teiliiberdeckung

1, 3) und hat

=

{(Bi=(G1),. . Bo= (L, b))

| kompakt ist, dazu muss man die

Ol

Y

[

; ; 11
(Das beweist noch nicht, dass [E’ 3

Eigenschaft fiir jede offene Uberdeckung nachweisen, nicht nur fiir eine.)

(3) {E,}nen aus Beispiel [3.3.2/(5) ist offene Uberdeckung von (0, 1) und hat
keine endliche Teilitberdeckung. Also ist (0, 1) nicht kompakt.

(4) Jede endliche Teilmenge {z1,xs,...,z,} C R ist kompakt. (Warum?) @

Satz 3.3.5. Sei X ein metrischer Raum und seien K C Y € X. Dann ist K
kompakt in X genau dann, wenn K in Y kompakt ist.

Der Beweis ist Selbststudium, siche [Satz 2.33 aus Rudin]. Dort wird fol-
gendes Lemma benutzt (auch Selbststudium, siehe [Satz 2.30 aus Rudin]).

Lemma 3.3.6. Sei X ein metrischer Raum und Y € X. Dann ist £ C Y
offen in Y genau dann, wenn es ein offenes G C X gibt mit E =G NY.
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m Sei X ein metrischer Raum und V' C X. Die Aussage “V ist kompakt” ist
unabhéngig von der umgebenden Menge X. Dagegen hidngen die Aussagen
“V ist offen” oder “V ist abgeschlossen” von der umgebenden Menge X ab.

Satz 3.3.7. Sei X ein metrischer Raum und K C X kompakt. Dann ist K
abgeschlossen in X.

Beweis. Wir zeigen: Oy K ist offen in X. Sei p € X, p ¢ K. Fiir v € K setze
Vo=U,(p) , W,=U(z) mitr=3id(z,p).

Dann V, N W, = @ (Warum? Kann man auch r = $d(z,p) nechmen?) und
K C U,ex We. Somit ist {W, }.ex eine offene Uberdeckung von K. Da K
kompakt ist, gibt es eine endliche Teilberdeckung, d.h. es gibt {x1,...,2,} €
K, sodass

KCW,,U---UW,, .

Sei V=V, Nn---NV, . Esgilt
1) V ist eine Umgebung von p (mit Radius § min(d(p, z1),...,d(p, z,))).
2) VN, =0 (daV cV,, und V,, NW,, =0).
Es folgt, dass
VW, U---UW, )=0,

also auch VN K = (). Somit V C Cx K, und p ist innerer Punkt von Cx K. O

m Die Kontraposition des Satzes ist niitzlich: Ist A C X nicht abgeschlossen,
dann ist A auch nicht kompakt. Z.B. sind deshalb (0,1] C R oder {*|n € N}
nicht kompakt.

Die Umkehrung des Satzes gilt nicht. Z.B. ist R abgeschlossen aber nicht
kompakt. Oder (0, 1] ist abgeschlossen in (0, 1], aber nicht kompakt.

Satz 3.3.8. Sei K kompakt und V' C K abgeschlossen in K. Dann ist V'
kompakt.

Beweis. Da V' abgeschlossen ist in K, ist CxV offen in K. Sei {E,}qca eine
offene Uberdeckung von V. Dann ist {E,}oca zusammen mit CxV eine offene
Uberdeckung von K. Sei

By, U---UE, ULV

eine endliche Teilitberdeckung von K. (Diese existiert, da K kompakt ist.
Wenn CxV nicht Teil der endlichen Teiliiberdeckung ist, konnen wir es in
jedem Fall dazunehmen und erhalten wieder eine endliche Teiliiberdeckung
von K.) DalxgV NV =0, ist E,, U---U E,, eine endliche Teiliiberdeckung
von V. 0
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Satz 3.3.9. Sei K kompakt und £ C K eine unendliche Teilmenge. Dann
hat E einen Haufungspunkt in K.

Beweis. Angenommen, E hat keinen Haufungspunkt in K. Dann ist E ab-
geschlossen in K (jeder Haufungspunkt von E in K liegt in K). Also ist
selber kompakt (Satz[3.3.8)). Fiir jedes e € E gibt es eine Umgebung U, von e,
sodass U.NE = {e} (oder e wire ein Haufungspunkt von F). {U, }ccp ist eine
offene Uberdeckung von E. Aber {U. }.cr hat keine endliche Teiliiberdeckung
(Warum?). Widerspruch (zu “E' ist kompakt”). O

Satz 3.3.10. Seien [,,, n € N nicht-leere geschlossene Intervalle in R, sodass
I41 C I,,. Dann ist ()7, I, nicht leer.

Beweis. Sei I, = [a,, b,] mit a,, < b, (falls a, > b, wire I,, nach Definition
leer). Setze A = {a,|n € N} C R. Da [, C I, fur alle m > n (warum?) gilt
ay, < ay, < b, < b, Somit ist jedes b, eine obere Schranke fiir A. Ferner
ist A nicht leer, also existiert x = sup A. Fiir alle n € N gilt a,, < = < b,
(Warum?). In anderen Worten, fiir alle n € N gilt = € I,,. O

m Fiir offene Intervalle gilt die Aussage im obigen Satz nicht. (Kénnen Sie
ein Gegenbeispiel angeben?)

Definition 3.3.11. Sei k € N. Eine k-Zelle ist eine Untermenge von R* der
Form [al, bl] X X [ak,bk] mit a;, bl € R und a; < bl

m Ausgeschrieben heisst dies, dass I C R” eine k-Zelle ist genau dann, wenn
a; < b; existieren, sodass

I={(zy,...,2;) € RF| fiir alle 1 <i <k gilt a; < x; < b;} .
Eine k-Zelle ist nie leer.

Beispiel 3.3.12. Eine 1-Zelle ist ein (nicht-leeres) geschlossenes Intervall in
R, eine 2-Zelle ist ein Rechteck in R?, eine 3-Zelle ist ein Quader in R3.

Satz 3.3.13. Sei k € N fix und [,,, n € N k-Zellen, sodass I,,,; C I,. Dann
ist (2, I,, nicht leer.

Beweis. Sei I, = [a(n)q,b(n)1] X - - x[a(n)g, b(n)]. Die Bedingung I,,41 C I,
impliziert [a(n+1);,b(n+1);] C [a(n);, b(n);]. Nach Satz[3.3.10/gibt es z; € R,
sodass a(n); < z; < b(n);. Also (z1,...,2x) € ()~ In. O

Satz 3.3.14. Jede k-Zelle ist kompakt.
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Beweis. Sei I eine k-Zelle. Angenommen, {FE,}aca ist eine offene Uber-
deckung von I, die keine endliche Teiliiberdeckung enthélt. Sei I = [aq, by] X
- X [ag, by]. Setze

§=/(br—ar )+ + (b — az)? .

Dann gilt fiir z,y € I, dass

=yl =V (@1—y)2+ -+ @) < V(bi—a)? 4+ + (b—ap)? =6 ,

da (z; — y:)? < (b; — a;)?. Setze ¢; = % Die Intervalle [a;, ¢;] und [c;, b
geben 2% k-Zellen Q; mit | J ; (); = I. Mindestens ein (); hat keine endliche
Teilitberdeckung von {E, }4ca. Definiere I; als dieses Q;. Fiir z,y € I; gilt
|z — y| < 16. Wiederhole die obige Konstruktion mit I; statt . Man erhéls
rekursiv Intervalle [,,, n € N, mit

NDID>DL DI D. ..,

2) I,, hat keine endliche Teiliiberdeckung von {E,}aca,

3)x,yel, = |xr—y| <27"0.

Sei p € 2, I, (existiert nach Satz . Es gibt ein o € A, sodass
p € E, (existiert, da { E, }aca die k-Zelle I iiberdeckt). Es gibt r > 0, sodass
U.(p) C E, (da E, offen ist in R¥). Wihle n € N, sodass 27§ < r. Es gilt
I, C E,, da

r€l, = |[t—p/ <27 = |[z—p|<r = z€U.(p) = z€E,,
Widerspruch (zu ,, I, hat keine endliche Teiliiberdeckung®). O

Definition 3.3.15. Sei (X, d) ein metrischer Raum. Eine Teilmenge V' C X
ist beschrdnkt genau dann, wenn es ein ¢ € X und ein R € R gibt, sodass
d(v,q) < R fiir alle v € V.,

® [n Quantorenschreibweise liest sich die Definition so:
V beschrinkt % (Elq EX,RER : veV = d(vq) < R> .

Man zeigt (Wie?), dass auch gilt: @
V beschrinkt < (vq €XIRER : veV = dv,q) < R) .

Beispiel 3.3.16.
(1) [0,1) C R ist beschrénkt (¢ =0, R = 2).

(2) R ist nicht beschrénkt.
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(3) D ={z € C||z| = 1} ist beschrinkt, aber L = {z € C|0 < Rez < 1} ist
nicht beschrénkt.

(4) Jede k-Zelle ist beschrankt (Warum?).
Satz 3.3.17. Sei £ C R¥. Es sind dquivalent:
(i) E ist abgeschlossen und beschrinkt.

(ii) F ist kompakt.
(iii) Jede unendliche Untermenge von E hat einen Haufungspunkt in F.

Beweis. (1) = (ii):

E ist beschrankt. Also gibt es eine k-Zelle I, sodass £ C I. Damit ist E eine

abgeschlossene Teilmenge einer kompakten Menge I (Satz . Nach Satz

ist £ kompakt.

(ii) = (iii):

Satz 3.3.9.

(iii) = (i):

Angenommen, E sei nicht beschriankt. Dann gibt es z, € E, |x,| > n. Sei

A = {z,|n € N}. A ist unendlich und hat keine Hiufungspunkte in RF

(Warum?). Widerspruch zur Voraussetzung in (iii). Also ist £ beschrinkt.
Angenommen, E sei nicht abgeschlossen. Dann gibt es p € R, p ¢ F,

sodass p ein Haufungspunkt von E ist. Dann gilt U,(p) N E # ( fiir alle

r > 0. Also gibt es fiir jedes m € N ein ,, € E, sodass |z, — p| < L. Sei

A ={x,|m € N} C E. A ist unendlich (Warum?). Sei ¢ ein Haufungspunkt

von A in F (existiert nach Voraussetzung in (iii)). Wir werden zeigen, dass

p = ¢, im Widerspruch zu p ¢ E. Es folgt dann, dass F abgeschlossen ist,

was (iil)=(i) beweist.

Angenommen p # ¢q. Wahle m, sodass % < %|p — q|. Wegen der Dreiecksun-

gleichung gilt d(p, q) < d(p, x,) +d(x,, q), und somit auch |p—q|—d(p, z,) <

d(z,,q). Fiir alle n > m folgt dann, dass |[p — ¢q| — 3|p — ¢q| < d(zn,q), da

d(p,z,) < £[p — q|. Somit gilt fiir alle n > m, dass d(z,,q) > %\p —q|. Es

kann also hochstens endlich viele x,, geben mit d(z,,q) < %|p —ql, also ist ¢

kein Haufungspunkt von A (Warum?), Widerspruch. ]

m Die Aquivalenz von (i) und (ii) heisst auch ,Satz von Heine-Borel“.

Satz 3.3.18. (Weierstral) Jede beschrinkte unendliche Teilmenge von R*
hat einen Haufungspunkt in R¥.

Beweis. (Siehe auch [Satz 2.42 aus Rudin].) Sei A die Menge. Dann A C I
fiir eine k-Zelle I (da A beschrénkt). I ist kompakt, also gilt (ii) von Satz
3.3.17, und somit auch (iii). Also hat A einen Haufungspunkt in 7. O
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4 Folgen und Reihen

Einige Beispiele von Reihen, die wir im Laufe der Vorlesung behandeln wer-
den.

1 1 1 1 o] 1
1. §+Z+§+1_6+“':Zn:12_":1'

2. 14343 +1+14.. =3 1=

n=1n

bol+i+s+stast =2 m=r.
n=1

(Eigentlich ist ¢ definiert als ((s) = Y7, n™ fiir Re s > 1 und dann als
yanalytische Fortsetzung®, aber dann kann man die Vermutung unten
nicht so einfach formulieren.)

6. ((s)= (2" —1)71 3> (;ﬁ fir s € Cund Res > 0, s # 1.

m Vermutung: Fiir s € C und Res > 0 gilt: ((s) =0 = Res =1 (Riemann
Vermutung, siehe www.claymath.org/millennium-problems).

4.1 Konvergenz

Definition 4.1.1. Sei X eine Menge. Eine Folge (in X ) ist eine Funktion
f:N—=X.

Wir schreiben (f,,)nen, oder (f,), oder fi, fa, fs,... statt f: N — X,

Definition 4.1.2. Sei (X, d) ein metrischer Raum. Eine Folge (x,,) konver-
giert (in X ) genau dann, wenn ein p € X mit folgender Eigenschaft existiert:
Fiir alle e > 0 gibt es ein N € N, sodass fiir alle n > N gilt

d(zn,p) <€ .

Wir sagen (x,) konvergiert gegen p und schreiben z,, — p, oder
lim x, =p .
n—oo

In diesem Fall nennen wir p den Grenzwert der Folge.
Falls (z,) nicht konvergiert, sagen wir (z,,) divergiert.
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m Wir schreiben die Definition 4.1.2 noch einmal mit Formeln auf:

o Def,
(Zn)nen konvergiert in X &=

dpeX Ve>0INeNVn>N :d(x,,p) <e

und .
(n)nen konvergiert gegen p € X 2L

Ve>03dNeNVn>N : dw,p) <e¢

(Wie lauten die Negationen dieser Aussagen? — Diese sagen dann, wie man @
beweist, dass eine Folge nicht (gegen p) konvergiert.)

(Was passiert, wenn man die Quantoren anders setzt? Gibt es z.B. Folgen, @
die der Bedingung Ve > 0 VN € N In > N : d(x,,p) < €“ gehorchen, aber
nicht konvergieren?)

m Bei der Definition einer konvergenten Folge kommt es nicht nur auf die
Menge X, sondern auch auf die Metrik d an.

Satz 4.1.3. Sei (p,)nen eine Folge in einem metrischen Raum (X, d). (pn)nen
konvergiert genau dann gegen ein p € X, wenn jede Umgebung von p bis
auf endlich viele Ausnahmen alle Glieder von (p,,)nen enthélt.

Beweis. Siehe [Satz 3.2 (a) aus Rudin]. (In der Vorlesung wurde ,,= ange- @
schrieben. Wie geht ,,<=“7?) O

Mit diesem Satz machen wir uns klar, was Konvergenz einer Folge in R
oder C bedeutet:

Beispiel 4.1.4. Sei X = R oder C mit der Betragsmetrik
dz,y) = |r —y| fir z,ye X
(1) X =R: Fiir pe R und ¢ > 0 gilt
Usp) = (p—e,p+e)
und “lim, _,. pn = p” besagt:

B T

p—e P p+eé

Egal, wie klein Sie das ¢ (mit ¢ € R, ¢ > 0) wéhlen: Im Intervall

(p —e,p+¢) liegen alle Folgenglieder mit Ausnahme héchstens endlich
vieler, ndmlich derjenigen mit einem Index n < N, wobei das N von ¢
abhéngt.
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(2) X = C: Umgebungen sind von der Form

Uep) ={yeCllp—yl<e},

also der Kreis um p mit Radius ¢ in der komplexen Ebene. Die Aussage

, limy, oo pn, = p“ bedeutet: In jedem noch so kleinen Kreis um p
mit Radius € > 0 liegen alle Folgenglieder, mit hochstens endlich vielen
Ausnahmen :

Im

~ Re

Satz 4.1.5. Sei (pn)nen eine Folge in einem metrischen Raum (X, d), und
seien p, p’ € X . Konvergiert (p,)neny sowohl gegen p als auch gegen p’ |
dann ist p = p’. Mit anderen Worten: Der Grenzwert von (py,)nen iSt, wenn
er existiert, eindeutig bestimmt.

Beweis. Siehe [Satz 3.2 (b) aus Rudin]. O

Definition 4.1.6. Eine Folge (p,)nen in einem metrischen Raum X heifit
beschrankt, wenn die Menge {p,|n € N} in X beschrénkt ist.

Beispiel 4.1.7. Betrachte Folgen in R bzw. C mit Metrik d(z,y) = |x—y|:
(1) Fir s, := % gilt lim,, ,o s, = 0 (Warum?) @
(2) Die Folge (n?)nen divergiert.

Beweis. Wir miissen die Negation der Konvergenzaussage zeigen:

VpeCIe>0YNeNIn>N : [n®—p|>e¢.
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Sei also p € C, dann nehmen wir ¢ := 1. Sei N € N beliebig. Wihle

ein n € N mit
n > max{+/|p|+1,N} .
Dann n > N und n > /|p| + 1. Somit auch

> —p| > [n*—|p|| = n*—p| > [p|+1—1|p] = 1.
O

Kiirzer wird der Beweis der Divergenz mit dem folgenden Satz [4.1.8] (c),
denn die Menge {n? |n € N} ist unbeschrinkt.

(3) Die Folge (1 + %) konvergiert, und lim,, (1 + %) =1.

neN

Beweis. Sei € € R, ¢ > 0 beliebig. Dann nehmen wir uns ein N € N
mit N>§.F1'ir neN,n>N gilt

‘1—(1+<_1)n>' = M:%< % <e.

n n B

[
Dabei gilt: Die Menge {1 + % IneN } ist beschrankt und unendlich.

(4) Die Folge (i")nenist beschrankt und divergent. Die Menge

{i"|n €N} ist endlich, also beschrinkt.

(5) Die Folge (1)nen konvergiert gegen 1.

Satz 4.1.8. Sei (p,)nen eine Folge in einem metrischen Raum (X, d). Dann
gilt:

(i) Wenn (pp)nen konvergiert, dann ist (p,)nen beschriankt.

(ii)) Ist £ C X und p ein Haufungspunkt von F, dann existiert eine Folge

Beweis. siehe [Satz 3.2 (c), (d) aus Rudin]. O

Bei Folgen in R, C versucht man, den Grenzwert, statt direkt mit Defi-
nition 4.1.2] mit folgenden Rechenregeln zu berechnen:
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Satz 4.1.9. Seien (Sy)nen, (tn)nen Folgen komplexer Zahlen mit
lms, =s , limt, =1t
n—oo n—oo

Dann gilt:

(1) limy, yoo(Sy +t,) = s+t .

(ii) Fiir jedes ¢ € C gilt lim, o cs, = cs, lim, ,(c+ s,) = c+ 5.

(ill) limy oo Sp-tn = S+t .

(iv) Wenn s # 0 ist und fiir alle n € N : s, # 0, dann gilt

.1 1
lim — = -
Beweis. siche [Satz 3.3 aus Rudin]. O

Satz 4.1.10. Sei K = R oder K = C, und sei (P,),ey eine Folge in K.
Schreibe P, = (pn1, - - ., Pna) mit p,; € K. Es sind dquivalent:

(i) Firi=1,...,d gilt: lim, 0o P = ¢:-
(— Beweis als Ubung.)

Definition 4.1.11. Sei (p,)nen eine Folge in einem metrischen Raum X,
und sei (ng)gen eine Folge natiirlicher Zahlen, sodass ny < ny < .... Dann
heiBt (pn, )ken eine Teilfolge von (p,). Falls (p,, ) konvergiert, so nennt man
den Grenzwert einen Teilfolgengrenzwert.

Beispiel 4.1.12.
(1) Fiir (pn)nen mit p, = % und (ng)gen mit ng, = 28 ist (pn, Jren = (27 ken-

(2) Fir (pp)ney mit p, = (—=1)" und und (ng)keny mit ny = 2k + 1 ist
(Pry Jken = (—1)gen.

(3) Sei (p,) eine Folge. Dann p, — p genau dann, wenn p,, — p fiir jede
Teilfolge von (p,). (Warum? Diirfte da auch stehen ... fiir mindestens @
eine Teilfolge von (p,)“?f)
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Satz 4.1.13.

(i) Jede Folge in einem kompakten metrischen Raum X enthilt eine in X
konvergente Teilfolge.

(ii) Jede beschrinkte Folge in R? enthélt eine konvergente Teilfolge.
Beweis. siche [Satz 3.6 aus Rudin]. O

(Konnen Sie Gegenbeispiele finden fiir ,,Jede Folge in einem metrischen
Raum entélt eine konvergente Teilfolge* und fiir ,,Jede beschrankte Folge in
einem metrischen Raum enthélt eine konvergente Teilfolge*?)

4.2 Cauchy Folgen

Definition 4.2.1. Eine Folge (p,) in einem metrischen Raum X heifit Cauchy
Folge, wenn fiir jedes ¢ > 0 ein N € N existiert, sodass fiir alle m,n > N
gilt:

d(pm,pn) <.

(Kénnen Sie eine Folge R finden, fiir die gilt: Ve > 0 AN Vn > N
d(xn, Tpy1) < €, aber die trotzdem keine Cauchy-Folge ist?)

Beispiel 4.2.2.

(1) (%)neN ist konvergent in R und eine Cauchy-Folge in R. (Fir alle € > 0

wihle N > 2 dann gilt fiir m,n > N dass | -—2| < [ Z|+]2] < 5+5 =€)

(2) (l)neN ist nicht konvergent in R\ {0}, aber es ist eine Cauchy-Folge in

n

R\ 10}.

(3) Sei (z,) rekursiv definiert durch z; = 2 und z,4, = 3z, + z,'. Diese
Folge ist eine Cauchy-Folge in Q, nicht konvergent in Q, aber konvergent
in R (gegen v/2, — Ubung).

Satz 4.2.3. Sei X ein metrischer Raum und (p,) eine Cauchy-Folge in X.
Dann ist (p,) beschrénkt.

Beweis. Wéhle € = 1. Da (p,,) eine Cauchy-Folge ist, gibt es N > 0, sodass
fir alle m,n > N gilt d(py,, pn) < 1. Wahle ¢ = py und

R = max(d(plaQ);d(p2aQ>> cee Jd(pN—laq)7 1) +1

Sei n € N. Falls n < N, dann d(p,, q) < R (nach Konstruktion von R). Falls
n > N, dann d(pp,q) < 1 (nach Konstruktion von N). Da R > 1 gilt somit
fiir alle n € N, dass d(pn, q) < R. Somit ist (p,) beschrénkt. O
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Satz 4.2.4. Sei X ein metrischer Raum.
(i) Jede in X konvergente Folge ist eine Cauchy Folge.

(ii) Ist X kompakt und (p,) eine Cauchy Folge in X, so konvergiert (p,)
gegen einen Punkt aus X.

(iii) In R* konvergiert jede Cauchy Folge.

Beweis. wie in [Satz 3.11 aus Rudin], ausser:
(i) Nach Satz}4.1.13|(a) gibt es eine Teilfolge (p,, ) von (p,) und ¢ € X sodass

Jim pn, =
Wir werden zeigen, dass sogar lim,,_,., p, = ¢. Sei € > 0. Da p,, — ¢ gibt
es K > 0, sodass fiir alle k& > K gilt, dass d(p,,,q) < 5. Da (p,) eine
Cauchy-Folge ist, gibt es ein M > 0, sodass

vn7m Z M : d(pmapn) <

Do M

Wiéhle N = max(M,ng). Fiir alle n > N gilt: es gibt | > K, sodass n; > n,
und mit diesem n; gilt weiter

€

S
d(pn; @) < d(pa; o) + APy @) <5+ 5 =€

]

Definition 4.2.5. Ein metrischer Raum, in dem jede Cauchy-Folge konver-
giert, heiflt vollstindig.

Beispiel 4.2.6.
1) R ist vollstdndig. Q ist nicht vollsténdig.

2) R\ {0} ist nicht vollstandig. R\ (0, 1) ist vollstéindig. (Warum?) @

4) Jeder kompakte Raum ist vollstéandig.

(1)
(2)
(3) R* und C* sind vollstéindig.
(4)
(5)

Eine abgeschlossene Teilmenge eines vollstdndigen Raumes ist vollstandig.
(Warum? Was ist mit offenen Teilmengen? Sind diese immer / manch-
mal / nie vollstandig?)

43



4.3 Monotone Folgen, einige Grenzwerte
Definition 4.3.1. Eine Folge (s,) von reellen Zahlen heifit

(i) monoton steigend, falls s, < s, fiir alle n € N|
(ii) monoton fallend, falls s, > s, fir alle n € N,

(ili) monoton, falls sie monoton steigend oder monoton fallend ist.

Satz 4.3.2. Eine monotone Folge in R konverigert genau dann, wenn sie
beschrénkt ist.

Beweis. siehe [Satz 3.14 aus Rudin]. O

Lemma 4.3.3. Sei K = R oder K = C. Sei (v,) eine Folge in K und (s,)
eine Folge in R. Angenommen, es gibt ein N € N, sodass fiir alle n > N gilt

[un] < s -
Falls lim,,_, s, = 0, dann auch lim,,_,, v, = 0.
Der Beweis ist —Ubung.

Beispiel 4.3.4. Betrachte die Folge v, = (i"/n, (—1)"/n?) € C?. Dann

Mit s, = % sehen wir also, dass die Folge (v,) gegen 0 konvergiert.

Satz 4.3.5.
(i) Fir p > 0 ist limy, o /p = 1.
(i) Es gilt lim,, o, /n = 1.

Beweis.
(i) Zettel 2, Aufgabe 4.2: Fiir z > 0 und n € N gilt (1 4+ 2)" > 1 + nx.
Fall 1: p > 1. Setze x, = {/p — 1. Dann z,, > 0 (Warum?). Dann auch @
p=(1+z,)" > 1+ nx, und somit

—1
<P
n

Mit Lemma, folgt lim,, o0 2, = 0, und daher auch lim,,_,, /p = 1.
Fall 2: p = 1. Klar.

Fall 3: 0 < p < 1. Dann ¢ := 1/p > 1 und mit Satz folgt Fall 3
aus Fall 1. (Details?)
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(i) Setze z, = {/n — 1. Dann wieder x,, > 0 und wir schitzen ab: Fiir
n > 2 gilt

- -1 -1
n= (te) = Y (Z)”“"f > Lo+ 2O M
k=0

Dann aber auch (fiir n > 2)

ngng 2 )
Vn—1

Lemma m gibt lim,, o, x, = 0, also auch lim,, ., {/n = 1.

4.4 Limes Superior und Limes Inferior
Definition 4.4.1. Sei (s, )nen eine Folge reeller Zahlen. Wir schreiben

(i) x, = oo (,,die Folge divergiert gegen +00), falls gilt: Fiir jedes M € R
gibt es ein N € N, sodass x,, > M fiir alle n > N.

(ii) x, — —oo (,,die Folge divergiert gegen —o0), falls gilt: Fiir jedes M € R
gibt es ein N € N, sodass x,, < M fiir alle n > N.

m Falls fiir eine Folge gilt, dass x,, — +00, so bedeutet dies insbesondere,
dass die Folge nicht konvergiert. Das ist nicht zu verwechseln mit x,, — x fiir
ein x € R, was bedeutet, dass die Folge gegen x € R konvergiert.

m Wir ordnen die Menge RU{+00}, sodass fiir alle € R gilt —0o < & < 400.
Wir legen fest, dass eine Menge, die 400 (bzw. —o0) enthilt, nicht nach oben
(bzw. unten) beschrankt ist. Fiir eine nicht-leere Teilmenge F C R U {+o0}
definieren wir

+00 falls F nicht nach oben beschrankt
(E) sup(E \ {—o0}) falls E nach oben beschrankt und E
su =
P mindestens eine reele Zahl enthalt
—00 falls £ = {—o0}
und genauso
—00 falls £ nicht nach unten beschrankt

inf(E \ {+o0c}) falls F nach unten beschrinkt und E
mindestens eine reele Zahl enthélt
+00 falls £ = {+o0}

inf(F) =
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m Sei (x,)nen eine Folge reeller Zahlen und

E:={r e RU{xoo}| es gibt eine Teilfolge (x,, )ken mit z,, — = }
(Hierbei sind +oo als Werte fiir  im Sinne der obigen Definition erlaubt.)
Beispiel 4.4.2.
(1) Fiir z,, = L gilt £ = {0}.
(2) Fiir z,, = (-1)"(1+ %) gilt £ = {+1,—-1}.
(3) Fiir z,, = n gilt £ = {o0}.
(4)
(5)

E =RU{o0,—00}. (Warum?)
Lemma 4.4.3. E ist nicht leer.

Beweis. Falls die Folge (x,)nen nicht beschrinkt ist, gibt es eine Teilfolge
T, mit entweder z,, — oo oder z,, — —o00. Wenn die Folge beschrénkt ist,
dann hat sie eine konvergente Teilfolge nach Satz [4.1.13] [

Definition 4.4.4. Fiir (z,),en eine Folge in R und E wie oben definieren
wir
lim sup z,, = sup(F) : liminf z,, = inf(FE) .

n—o00 n—oo

Beispiel 4.4.5. Mit der gleichen Nummerierung wie oben gilt:

1) limsup,,_, . *, = 0 und liminf,, , z, = 0.

2) limsup,,_,. , = 1 und liminf, , z, = —1.

(1)

(2)

(3) limsup,,_, .z, = liminf,_, z, = occ.

(4) limsup,,_, ., x, = oo und liminf, . =, = —oc.
(5)

5) limsup,, ,., =, = oo und liminf,,_, z, = —oc0.
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4.5 Reihen

Definition 4.5.1. Sei K = R oder K = C und (a,)nen eine Folge in K¢.
Definiere eine neue Folge (s, )nen in K¢ durch

n
Sp — E ag .
k=1

(i) Statt (s,)nen schreiben wir auch
>
k=1

und nennen dies eine unendliche Reihe oder auch kurz Reihe. Manchmal
schreiben wir auch kurz nur ) ay.

Die s,, heiflen Partialsummen der Reihe. Die a;, heilen Summanden oder
Glieder der Reihe.

(ii) Falls die Folge (s,)nen konvergiert, mit Grenzwert s, so schreiben wir

oo
s = E ag .
k=1

Wir nennen s die Summe der Reihe. Divergiert die Folge (s,,), so sagen
wir, die Rethe ist divergent.

m Achtung: Die Schreibeweise Y -, a; macht noch keine Aussage iiber die
Konvergenz. Die Aussage s = )/~ a, bedeutet also 1) die Reihe konvergiert,
und 2) ihre Summe ist s.

m Anstelle von K™ kann man in der Definition oben genausogut einen belie-
bigen K-Vektorraum V nehmen, der gleichzeitig ein metrischer Raum ist.

Beispiel 4.5.2.

(1) Die Reihe Y >2 |+ divergiert. (Siehe Kapitel 0.)

=ln
(2) Die Reihe Y | -5 konvergiert.

(Denn nach Zettel 1, Aufgabe 3 ist die Folge (s,) der Partialsummen
nach oben beschrénkt. Uberdies ist die Folge (s,) monoton steigend,
und damit konvergent nach Satz 4.3.2]).

(3) Fiir ¢ € Cmit g < 1gilt 307 ¢" = =, (= Ubung).
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(4) Mit (3) dann z.B. Y ">7 ;27" =2 (alsoauch Y~ 27" = 1, wie in Kapitel
0 behauptet). Oder auch

10

o0 1
0,9999... = 9:.107* = 9. (—— —1) = 1.

(5) Die Reihe Y 2 (—1)™ divergiert.

n=1
Satz 4.5.3. Sei > .°° . a, eine Reihe in K.

n=1

(i) (Cauchy-Kriterium fiir Reihen) Die Reihe )7 a, konvergiert genau
dann, wenn gilt:

Ve>03NVm>n>N : |) af<e.
k=n

(ii) Falls die Reihe 7 | @, konvergiert, dann gilt lim,,_, a, = 0.

Der Beweis ist zum selber Uberlegen (siche [Satz 3.22 und 3.23 aus Rudin]).
(Details?)

m Die Umkehrung von Teil (i) gilt nicht, da Y~ 7 | + divergiert.

Satz 4.5.4. Eine Reihe mit nichtnegativen (rellen) Summanden konvergiert
genau dann, wenn ihre Partialsummen eine beschrénkte Folge bilden.

Der Beweis ist zum selber Uberlegen (siche [Satz 3.24 aus Rudin]). (Details?) @
Satz 4.5.5. (Majorantenkriterium)

(i) Sei Y a, eine Reihe in K¢ (mit K = R oder K = C, wie gehabt), und
sei Y ¢, eine Reihe in R. Gibt es ein N € N, sodass |a,| < ¢, fiir alle
n > N, und konvergiert > ¢,, dann konvergiert auch ) a,,.

(ii) Seien )b, und ) ¢, Reihen in R. Gibt es ein N € N, sodass b,, > ¢,, >
0 fiir alle n > N, und divergiert > ¢,, so divergiert auch auch > b,,.

Beweis. Siehe [Satz 3.25 aus Rudin]. O

m Mit der Notation aus Satz Aus |a,| > ¢, und ) ¢, divergent folgt
nicht, dass auch Y a, divergiert: Y >°  (—1)"/n. (Warum ist das ein Gegen- @
beispiel?)
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Satz 4.5.6. Sei (a,) eine Folge in R, sodass a; > ag > ag > --+- > 0. Dann
konvergiert die Reihe > a, genau dann, wenn die Reihe

Z2ka2k :CL1+26L2+4CL4+86L8+...
k=0

konvergiert.
Beweis. Siehe [Satz 3.27 aus Rudin]. O

(Allerdings sind die Summen der Reihen " a,, und " 2%a,e im Allgemei-
nen verscheiden. Koénnen Sie ein Beispiel angeben?)

mSeip€eQ,p>0mit p=a/b, a,b € Nund z € R, z > 0. Definiere
f = (x%)a = (x“)z )

(Warum gilt die Gleichheit? Warum ist die Definition von der Wahl von a
und b in N mit p = a/b unabhéngig?)

Wenn wir die Exponentialfunktion und Logarithmen behandelt haben (in
Kapitel 5), konnen wir dies auch fiir p € R definieren.

Satz 4.5.7. Sei p € Q, p > 0. Die Reihe 7, % konvergiert fiir p > 1 und
divergiert fiir p < 1.

Beweis. Siehe [Satz 3.28 aus Rudin]. O

4.6 Wurzel- und Quotientenkriterium

Lemma 4.6.1. Sei (x,)nen eine Folge in R und limsup,,_, .z, = a € R.
Dann gibt es fiir alle § > « ein N € N, sodass

VYn>N:x,<p.

Beweis. Angenommen, x,, > [ fiir unendlich viele n. Dann gibt es eine Teil-
folge (2n, Jkeny mit x,, > S fiir alle k. Da limsup,,_, . x,, # 00 ist (z,, ) nach
oben beschrankt.

Sei R eine obere Schranke. Dann x,, € [, R] und nach Satz [4.1.13| gibt
es eine konvergente Teilfolge (2, )ien mit

fim z,, €[5, R],

im Widerspruch zu a = limsup,,_, ., z,, und o < 5. O
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Satz 4.6.2. (Wurzelkriterium) Sei > a,, eine Reihe in R? oder C?. Setze

a = limsup {/|a,| € RU{oco} .

n—00
Dann gilt:
(i) Fiir a < 1 konvergiert Y a,,.
(ii) Fiir o > 1 divergiert Y ay,.
(iii) Fiir o = 1 gibt es Reihen, die konvergieren, und Reihen, die divergieren.

Beweis. (i) Wihle 8 € R, sodass a < < 1. Nach Lemmam gibt es
N € N, sodass Vn > N : {/|a,| < . Dann |a,| < 8". Da g < 1 konver-
giert Y 8" (geometrische Reihe) und nach dem Majorantenkriterium

(Satz |4.5.5) auch > a,.
(ii) Setze x, = {/|an|.

Beh.: Es gibt ein 5 > 1 und eine Teilfolge z,, , sodass z,,, — 8 (wobei
B = oo zugelassen ist).

Bew.: Da a > 1 und da a das Supremum aller Teilfolgengrenzwerte ist,
gibt es eine Teilfolge (z,, )key mit x,, — [ fiir ein f mit o« > 5 > 1
(oder 1 wére bereits eine obere Schranke der Teilfolgengrenzwerte).

(Man hétte auch eine Teilfolge mit z,, — a nehmen knnen, aber dann
muss man erst zeigen, dass es eine solche gibt. Warum gibt es die?
Anders gesagt: Warum enthélt die Menge der Teilfolgengrenzwerte ihr
Supremum?)

Es folgt, dass z,, > 1 fiir unendlich viele n. Also auch (z,)" > 1

fiir unendlich viele n. Da (z,)" = |a,| kann somit nicht gelten, dass
lim, 0 @, = 0. Nach Satz [£.5.3|(ii) divergiert > a,.

(iii) >-1/n und > (—1)"/n geben Beispiele. In beiden Fillen ist a = 1, da
lim,, o 1/{/n =1 (Satz 4.3.5). (Warum muss man hier keinen lim sup

ausrechnen?)
[

Satz 4.6.3. (Quotientenkriterium) Sei > a, eine Reihe in R? oder C? mit
a, # 0 fiir alle n. Es gilt:

(i) Falls limsup,,_, |ans1|/ |an] < 1, so konvergiert die Reihe.

(ii) Falls es ein N gibt, sodass |a,+1|/ |a,| > 1 fiir alle n > N, so divergiert
die Reihe.
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Beweis. Siehe [Satz 3.34 aus Rudin]. O

Beispiel 4.6.4.

(1)

(2)

Sei a,, = 27". Dann /a, = 1/2 und a,1/a, = 1/2. Also konvergiert
> ap, sowohl nach dem Wurzelkriterium als auch nach dem Quotienten-
kriterium.

Sei

27" ; n gerade 1+1+1+1+

Ty = = — —_ J— J— e

37" ; n ungerade 3 22 3 2
Dann
| 3 ; n gerade g |Fnr $(2/3)" ; n gerade

Tn| = un =
3 ; n ungerade Tp $(3/2)" ; n ungerade

1 Ty,
limsup {/|z,| = = und limsup‘ Hl = .

n—o00 2 n—00 Ty

Somit konvergiert die Reihe ) x,, nach dem Wurzelkriterium. Das Quo-
tientenkriterium zeigt die Konvergenz nicht an. Die Divergenzaussage
im Quotientenkriterium ist nicht anwendbar, da es kein N gibt mit
|Tpi1/x,] > 1 fiir alle n > N.

Bemerkung 4.6.5.

(1)

Zu Teil (ii) von Satz [4.6.3; Aus limsup,, ., |ans1]/ |a,| > 1 konnen wir
nicht schlieflen, dass ) a,, divergiert, siche Beispiel 4.6.4|(2).

Auch aus limsup,,_, |ant1]|/|an] > 1 kann man nicht auf Divergenz
schlieBen. Ein Gegenbeispiel ist die Reihe > a, mit as,_; = 2k~2 und
asr = k2. Die Reihe konvergiert (und ist gleich 3 n™2), und es gilt

lim sup [an 1]/ Jan] = 2
n—oo

Angenommen, der Grenzwert lim, o |ant1|/ |an] =: « existiert. Dann
kann man das Quotientenkriterium dhnlicher zum Wurzelkriterium for-
mulieren:

(i) Fiir o < 1 konvergiert »  a,,.
(ii) Fir a > 1 divergiert ) ay,.
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(iii) Fiir o =1 gibt es Reihen, die konvergieren, und Reihen, die diver-
gieren.

(Wie folgt dies aus dem Quotientenkriterium? Warum ist Teil 1 jetzt

kein Gegenbeispiel mehr?)

Nebenbemerkung zur Information: Das Quotientenkriterium léasst sich zwar
leichter anwenden, aber das Wurzelkriterium ist besser. Genauer gesagt: Falls die
Reihe Y a, nach QK konvergiert, so konvergiert sie auch nach dem WK. Wenn
das WK keine Konvergenzaussage iiber ) a,, macht, so macht auch das QK keine
Konvergenzaussage. Dies folgt aus [Satz 3.37 aus Rudin].

4.7 Potenzreihen

Definition 4.7.1. Sei (¢,) eine Folge in C und sei z € C. Eine Reihe der

Form
oo
g cp 2"
n=0

heifit Potenzreihe, und die ¢, heiflen Koeffizienten der Potenzreihe.

m Fiir eine Potenzreihe )7 ¢,2" betrachte

a = limsup {/|c,| € RU{oo} .

n—o0

Wir vereinbaren, dass 1/oo = 0 und 1/0 = oo, und dass z < oo fiir alle
r € R. Setze R:=a ! € RU{o0}.

Satz 4.7.2. Mit der Notation wie oben: Die Potenzreihe Y7, ¢,2" konver-
giert fiir |2| < R und divergiert fiir |z| > R.

Beweis. Siehe [Satz 3.39 aus Rudin]. O

m R heifit Konvergenzradius der Potenzreihe. Fiir |z| = R konnen wir keine
allgemeine Aussage machen, ob die Reihe konvergiert oder divergiert hangt
von den Koeffizienten der Potenzreihe ab, siehe Beispiele unten.

Bemerkung 4.7.3. Aus Satz erhélt man folgende Aussage:

Angenommen, fiir ein z € C konvergiert die Reihe Y >°  ¢,2".
Dann gilt fiir den Konvergenzradius, dass R > |z|.

(Warum? Und warum > und nicht >7?)
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Beispiel 4.7.4.
(1) Die Potenzreihe ) n"z™ hat Konvergenzradius R = 0.

(2) >>z"/n! hat R = o0
(Warum? Kénnen Sie R tiber limsup,,_,., ¥/|c,| berechnen? Wie kann @

man R = oo einfach mit dem Quotientenkriterium beweisen?)
(3) Bei |z| = R kann alles passieren:

(a) >_ 2" hat R = 1, und fiir jedes z € C mit |z| = 1 divergiert die

Reihe.
(b) > 2"/n hat R = 1, und fiir z = 1 divergiert die Reihe, aber fiir
z = —1 konvergiert die Reihe.

(¢) 3 2"/n* hat R =1, und fiir jedes z € C mit |z| = 1 konvergiert die
Reihe. (Wie sieht man R = 17 Warum konvergiert die Reihe wie
angegeben?)

4.8 Alternierende Reihen

Satz 4.8.1. Sei (a,,) eine Folge in C und (b,,) eine Folge in R mit den Eigen-
schaften:

(i) Die Folge (A,) mit A, =Y ,_, a; ist beschréinkt.
(ii) Die Folge (b,) ist monoton fallend und es gilt lim,,_,o, b, = 0.

Dann konvergiert die Reihe
D nbn
n=1

Beweis. Siehe [Satz 3.41 und 3.42 aus Rudin]. O
Beispiel 4.8.2.

(1) (Alternierende Reihen) Sei (b,) eine monoton fallende Folge in R, sodass
lim,, .o b, = 0. Dann konvergiert die Reihe

oo

> (=1)"b, .

n=1

ZB. Y 5 oder o
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(2) (Potenzreihen am Rand der Konvergenz) Sei ) | ¢, 2" eine Potenzreihe mit
Konvergenzradius 1. Die Folge (¢,) der Koeffizienten sei reell, monoton
fallend, und erfiille lim,, ,~ ¢, = 0. Dann konvergiert die Reihe

oo
E 2"
n=1

fir alle z € C mit |2] =1, z # 1.

(Benutze Satz |4.8.1 Fiir z # 1 gilt >} 2% = 1’12:1;1, was beschrinkt
ist wegen |z| = 1.)

Z.B. > 2" /n konvergiert fiir alle z € C mit |z] = 1 und 2z # 1.

4.9 Absolute Konvergenz und Umordnung

Definition 4.9.1. Sei (a,)nen eine Folge in R* oder CF. Wir sagen > a,,
konvergiert absolut, falls die Reihe ) |a,| konvergiert.

Satz 4.9.2. Falls ) a, absolut konvergiert, so konvergiert > a,.
Beweis zum selber iiberlegen, sieche [Satz 3.45 aus Rudin]. (Details?)
Beispiel 4.9.3.

(1) S2(=1)"/n? konvergiert absolut, Y (—1)"/n konvergiert nicht absolut,
aber beide Reihen konvergieren.

(2) Reihen, die nach dem Majorantenkriterium, Wurzelkriterium oder Quoti-
entenkriterium konvergieren, konvergieren auch absolut. Reihen, die nach
Satz konvergieren (z.B. alternierende Reihen) konvergieren nicht
unbedingt absolut. (Warum gilt das alles?)

(3) Sei > c¢,z™ eine Potenzreihe mit Konvergenzradius R. Fiir alle z € C mit
|z| < R konvergiert die Reihe absolut. (Warum?)

Definition 4.9.4. Sei >~ a, eine Reihe und k : N — N eine Bijektion.

n=1
Setze b, := ay(n). Dann nennt man die Reihe fo:l b, eine Umordnung der

Reihe Y07 | ay.

Beispiel 4.9.5. Umordnungen von Reihen koénnen gegen verscheidene Werte
konvergieren. Ein Beispiel ist > (—1)"/n und die Umordnung, die immer zwei
ungerade und dann einen geraden Term nimmt (— Ubung):

@
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Nebenbemerkung zur Information: Man kann zeigen [Satz 3.54 aus Rudin]:
Sei > a, eine Reihe reeller Zahlen, die konvergiert, aber nicht absolut konvergiert.
Fiir jedes p € R kann man eine Umordnung k : N — N finden, sodass ) | Ap(n) = P-
Z.B. gibt es eine Umordnung von > (—1)"/n, die gegen 2019 konvergiert.

Satz 4.9.6. Sei ) a, eine absolut konvergente Reihe komplexer Zahlen.
Dann ist auch jede Umordnung dieser Reihe absolut konvergernt, und al-
le Umordnungen ergeben die gleiche Summe.

Beweis. Siehe [Satz 3.55 aus Rudin]. O

Bemerkung 4.9.7. Eine Anwendung von Satz[1.9.6} Sei A C C eine abzéhl-
bare Teilmenge mit folgender Eigenschaft: Es gibt ein S € R, sodass fiir jede
endliche Teilmenge {a1,...,a,} C A gilt

n
> gl < S
k=1

Sei nun f : N — A eine Bijektion. Schreibe fj statt f(k). Dann ist die Reihe
Y rey fr absolut konvergent, und ihre Summe héngt nicht von der Wahl der
Bijektion f : N — A ab. Die Summe héngt somit nur von A ab, und wir
kénnen schreiben Z

a.

acA
Wenn die Bedingung oben nicht erfiillt ist, macht diese Schreibweise keinen
Sinn. (Warum gilt das alles? Was ist ein Beispiel, das die ,,macht keinen Sinn“
Behauptung illustriert?)

Nebenbemerkung zur Information: Den Satz oben nennt man auch den , klei-
nen Umordnungssatz“. Es gibt auch den ,groflen Umordnungssatz*. Dieser sagt
folgendes: Sei {A;}icr eine endliche oder abzihlbare Familie von Teilmengen von
N, die disjunkt sind, und die | J;c; A; = N erfiillen. Sei ) a,, eine absolut konver-
gente Reihe komplexer Zahlen mit a = ) a,,. Dann ist auch jede Reihe )
absolut konvergent. Mit

b; = Z an

neA; an

neA;
gilt dann ferner
a = Z bi s
el

wobei auch diese Reihe absolut konvergent ist. Z.B. gilt also fiir eine absolut kon-
vergente Reihe

o0 0o (S
E an = § Gn + E Qn
n=1 n gerade n ungerade
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was man aus Satz nicht folgern kann. Den groflen Umordnungssatz versteht
man am besten mit Mafitheorie und Lebesque-Integration, siche [Satz 11.24 aus
Rudin]. (Eine Summe oder eine Reihe ist ein Spezialfall von Lebesque-Integration
fiir einen geeignet gewihlten Mafiraum.)

4.10 Produkte von Reihen

Gegeben zwei konvergente Folgen ¢, — ¢ und d,, — d in C, so kénnen wir
leicht eine Folge angeben, die gegen cd konvergiert, namlich (c,d,) (Satz[4.1.9).
Gegeben zwei konvergente Reihen @ = ) a, und b = ) b,,, konnen wir eine
Reihe angeben, die gegen ab konvergiert? Zumindest »  a,b, funktioniert im
Allgemeinen nicht (Gegenbeispiel?). @

Definition 4.10.1. Seien > ja, und Y b, Reihen in R oder C. Setze
Cn ::Zakbn_k fir n=20,1,2,...
k=0

Die Reihe )" ¢, nennt man das Cauchy-Produkt (oder kurz Produkt) der
Reihen Y a, und Y by,.

Bemerkung 4.10.2. Betrachte den Spezialfall, dass es N gibt mit a, =
b, = 0 fiir alle n > N. Dann sind die ¢, eindeutig dadurch festgelegt, dass
fiir alle z € C gilt

( g anz"> ( g bnz"> = g cnZ" .

Hier sind wegen unserer Annahme alle Summen endlich. (Warum gilt die @
Formel oben?) Z.B. finden wir fiir die ersten paar z-Potenzen:

(a0+a12+a2z2+...)(b0+b1z—|—b2z2—|—...)
= aobo + (a0b1 + (llbO)Z + (agbo + a1b1 + CL()bQ)Z2 + ...

Fiir 2 = 1 erhélt man das Cauchy-Produkt.
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Satz 4.10.3. Seien ) a, und b, Reihen in C. Es gelte
(i) >°°,an, konvergiert absolut und hat die Summe A.
(i) >0, b, konvergiert und hat die Summe B.

Dann konvergiert das Cauchy-Produkt >~ ¢, der beiden Reihen, und es

gilt
Z c, = AB .
n=0
Beweis. Siehe [Satz 3.50 aus Rudin]. O

Nebenbemerkung zur Information: Wenn man im Satz oben die Bedingung
weglésst, dass eine der beiden Reihen absolut konvergiert, dann kann das Cauchy-
Produkt zweier konvergenter Reihen auch divergieren, siche [Beispiel 3.49 aus Ru-
din]. Wenn aber alle drei Reihen konvergieren, dann gilt immer auch Y 2 ¢, =
AB, siehe [Satz 3.51 aus Rudin].

Satz 4.10.4. Sei R, der Konvergenzradius der Reihe ) a,z" und R, der
Konvergenzradius der Reihe > b, 2". Betrachte die Reihe

(o] n
E 2" mit ¢, = E rbn_t .
n=0 k=0

Dann:
(i) Der Konvergenzradius R, der Reihe ) ¢, 2" erfillt R. > min(R,, Ry).

(ii) Fir z € C mit |z| < min(R,, Rp) gilt

( Z anz”) ( Z bnz") = Z 2"
n=0 n=0 n=0

Beweis. Fiir |z| < min(R,, R,) konvergieren die Reihen ) a,z" und ) b, 2"
absolut (Beispiel . Satz (mit Ersetzungen a, ~ a,z" und b, ~»
b,2") gibt die Behauptung in Teil (ii). Aus Bemerkung folgt dann
R, > |z| fiir alle |z| < min(R,, Ry). Das impliziert Teil (i). O

m Das Beispiel A = )~ 2" = 1/(1 — z) (Konvergenzradius R, = 1) und
B =1 — z (endliche Summe, also B = ) b,2" mit b, = 0 fiir n > 2,
Konvergenzradius R, = co) zeigt, dass der Konvergenzradius des Produktes
grofler sein kann als min(R,, R). Denn hier gilt AB =1= "¢, mit ¢y = 1,
¢, =0 fiirn > 1, also R, = oc.
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4.11 exp, sin, cos

Die Ezponentialreihe ist definiert als

und hat Konvergenzradius oo (Beispiel [4.7.4)). Also definiert exp(z) eine
Funktion
exp:C—C | z+—exp(z),

die Exponentialfunktion. Bislang kennen wir nur den Wert exp(0) = 1. Wir
definieren die Fulersche Zahl

e:=exp(l) .

Uber e kénnen wir zumindest sagen, dass e € R und e > 1. (Warum?) Aber @
Ihr Taschenrechner weiss schon mehr: e = 2, 71828 . . ..

Satz 4.11.1. Fiir alle z,y € C gilt exp(z) exp(y) = exp(z + y).
Beweis. Da exp(z) und exp(y) absolut konvergieren, gilt nach Satz [4.10.3

dass
exp() exp(y) Z (Z W ky”"“) -

Fiir den Term in Klammern gilt

n

— 1 1 k n—k _ Lfn\ g 1 n
];k!(n—k)!” _n!<k)xy =ty

Somit erhalten wir

1
exp(x) exp(y Zﬁx—ky =exp(z+vy) .
n=0
Satz 4.11.2. Fiir alle z € C gilt
(i) expz 0,
(i) exp(z) =expz.

Der Beweis ist eine —Ubung.
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Korollar 4.11.3. Fiir alle z € R gilt exp(x) > 0 und |exp(ix)| = 1.

Beweis. Falls x > 0 sind alle Summanden positiv, also exp(z) > 0. Falls
x < 0 haben wir exp(z) = 1/ exp(—z) > 0.

Sei z = exp(iz). Dann z = exp(iz) = exp(—izr). Somit |z|> = 2z
exp(iz) exp(—ix) = 1.

O

Definiere die Funktionen sin, cos : C — C durch, fiir z € C,

(exp(iz) + exp(—iz)) , sin(z) = %(exp(iz) — exp(—iz)) .

N —

cos(z) =

Dann gilt fiir alle z € C,

0 2k 2 4 6

_ Y I R T T
cos(z) = > (~1) oo LT tm et
k=0
o 2k+1 3 5 7
; — k_~ R
sin(2) = _(~1) kD) C 3 TE m T
k=0

sin(z)? + cos(z2)* =1 .
Fiir z € R sind sin(z), cos(z) € R und es gilt
exp(iz) = cos(z) +isin(x) , |sin(z)| <1 , |cos(z)| <1.

(Warum gilt das alles?) @
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5 Stetigkeit

Wir definieren Stetigkeit zunéchst allgemein fiir Funktionen zwischen metri-
schen Rédumen, dadurch werden die Begriffe klarer.

5.1 Grenzwerte von Funktionen

Erinnerung: Sei (X,dx) ein metrischer Raum und £ C X. Ein Element
p € X heifit Haufungspunkt von £, falls in jeder Umgebung von p in X ein
Element e € F liegt, sodass e # p. Oder dquivalent: In jeder Umgebung von
p in X liegen unendlich viele Elemente von E.

Definition 5.1.1. Seien (X,dx) und (Y,dy) metrische Rdume, £ C X
und
f:F—Y.

Sei p ein Haufungspunkt von E. Wenn es ein ¢ € Y gibt, sodass gilt
Ve>030>0Vz e E: (0<dx(z,p) <d = dy(f(z),q) <e¢)

dann schreiben wir
lim f(z) = ¢ , oder
T—p

flx) »q fir z—0p

und sagen: f hat an der Stelle p den Grenzwert q.

(Fiir jedes > und < in der Definition oben kann man sich fragen, was
passiert, wenn man statt dessen > bzw. < schreibt. Erhélt man dann eine
dquivalente Definition oder nicht? Schauen Sie sich insbesondere an, was
passiert, wenn man 0 < dx(x,p) < 0 betrachtet.)

Bemerkung 5.1.2.

(1) In der Definition ist p € X , aber nicht unbedingt p € F.Z.B. X =Y =
Cund £ =C\ {1}. Betrachte f : E — C, f(z) = (1 —2*)/(1 — ). Fiir
p=1gilt p¢ E und

lim f(z) =3 .

T—p

(Warum?)

(2) Falls p € E, kann trotzdem gelten, dass lim,_,, f(z) # f(p). Z.B. be-
trachte die Funktion f: R — R, mit f(z) = 0 fiir x # 0 und f(0) = 1.
Fiir p = 0 haben wir f(p) =1, aber lim,_,, f(z) = 0.
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Abbildung 5.1.1: Betrachte den Fall X =Y = R mit d(z,2') = |z — 2],
und eine Funktion f : X — Y wie oben gezeichnet. Dann gilt lim,_,,, f(z) =
q1, aber nicht lim,,,, f(z) = ¢2. In der Tat existiert in diesem Beispiel
lim,_,,, f(x) nicht.

Satz 5.1.3. Seien X,Y, E. f und p wie in der Definition, und sei ¢ € Y .
Es sind dquivalent:

() lim f(z) = g

T—p

(ii) Fiir jede Folge (pp)neny in E mit p, # p fiir alle n gilt
limp, =p = lim f(p,) = ¢
n—oo n—oo

Beweis. Siehe [Satz 4.2 aus Rudin]. O

Korollar 5.1.4. Wenn f an der Stelle p einen Grenzwert hat, so ist dieser
eindeutig bestimmt.

Beweis. Das folgt aus Teil (2) des Satzes, und daraus, dass der Grenzwert
einer Folge eindeutig bestimmt ist, siche Satz [4.1.5] O

Definition 5.1.5. Sei X ein metrischer Raum, £ C X, und sei K = R
oder K = C. Betrachte Funktionen

f,g: E— K.
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Schreibe [ fiir eine der Rechenoperationen +, -, —. Wir definieren die Funk-
tion flg: F — K durch

(fHg)(z) == f(z)Og(z) .
Falls g(x) # 0 fiir alle x € F, definieren wir die Funktion f/g : E — K durch
AV IC)]
<g>($) - og(x)

m Fiir Funktionen f,¢: £ — K% und ¢ € K kann man f + ¢ und cf genauso
definieren wie oben.

Satz 5.1.6. Mit der Notation wie in Definition|5.1.5¢ Sei p ein Haufungspunkt
von E und es gelte F' = lim,_,, f(z), G = lim,_,, g(x). Dann auch

lim(fOg)(z) = FOG

T—p

und, falls g(x) # 0 fiir alle x € F und G # 0,

i (1) @=5

(Insbesondere existieren alle diese Grenzwerte.)

Beweis. Dies folgt aus Satz (Grenzwerte von Funktionen vs. Grenzwerte
von Folgen) zusammen mit Satz m (Rechenoperationen fiir Folgengrenz-
werte). (Details?) O

Beispiel 5.1.7. Betrachte f: C\ {1} — C, f(z) = (1 — 2%)/(1 — z) wie in
Bemerkung Man muss nur einmal nachrechnen, dass

limz=p
Z—p

gilt. (Wie folgt dies genau aus der Definition?) Dann z.B. lim, 5 f(x) =
(1—2%)/(1 —2) =7, aber auf lim,_,; f(z) kann man die Rechenregeln oben
nicht direkt anwenden, da lim, ,;(1 —x) = 0. (Aber es gilt trotzdem, dass

lim,_,; f(z) = 3.)

5.2 Stetigkeit von Funktionen

Definition 5.2.1. Seien (X, dx) und (Y, dy) metrische Raume, sei £ C X,
und sei f: F — Y eine Funktion.
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(i) f heiBt stetig an der Stelle p € E, wenn gilt

Ve>036>0Ve e B @ dx(z,p) < = dy(f(z), f(p)) <e.

(ii) f heiBt stetig auf E, wenn f an allen p € E stetig ist.
Bemerkung 5.2.2.

(1) Die Aussage ., f ist stetig in p“ ist nur definiert, falls p € F. Das ist also
anders als bei Grenzwerten von Funktionen, wo p nur ein Haufungspunkt
von E sein musste (siehe Definition [5.1.1)).

(2) Es gilt: An isolierten Punkten ist eine Funktion immer stetig.
Denn: Ist p € E kein Héufungspunkt von E (also ist p ein isolierter
Punkt von F), dann gibt es ein § > 0, sodass

Us(p) N E = {p} .

Dann folgt aus z € E und dx(z,p) < ¢, dass © = p. Also insbesonere
auch dy (f(x), f(p)) = 0 < e. Somit ist f stetig in p.

Beispiel 5.2.3.

(1) Sei (X,d) ein metrischer Raum, zy € X, und sei f : X — R gegeben
durch f(x) = d(z, x).

Beh.: f stetig auf X.

Bew.: Sei p € X beliebig. Wir zeigen, dass f in p stetig ist. Sei ¢ > 0
gegeben. Wihle 0 = . Sei z € X beliebig, sodass d(z,p) < ¢. Es gilt

d(zo,z) < d(zg,p) +d(p,z) und d(zo,p) < d(xg,x)+ d(z,p)
Also insgesamt |d(xg, x) — d(zo,p)| < d(z,p). Somit

|f(x) = f(p)| = |d(zo, x) — d(z0,p)| < d(z,p) <d=c¢.

(2) Aus dem vorherigen Beispiel: Die Funktion |- | : R — R, z +— |z| ist
stetig auf R. Die Funktion

0 :2<0
R—R , = T
g g(z) {1 2> 0

ist stetig fir jedes p € R\ {0}. (Warum?)
Beh.: g ist nicht stetig in 0.
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Bew.: Wir zeigen die Negation der Stetigkeitsaussage
Je>0V0>03dx € Emit dx(z,p) <d : dy(f(z), f(p)) >¢.
Hier p = 0. Wahle ¢ = 1 und « = 14. Dann d(z,p) = |z| < 6 und
l9(z) —g(0)] =1 -0 =12=e.
Satz 5.2.4. Seien X,Y metrische Rdume, £ C X, und f : £ — Y. Fiir
jeden Haufungspunkt p € E von F gilt:

f stetiginp < lim f(z) = f(p)

T—p

Beweis. Man muss nur die beiden Definitionen nebeneinander schreiben.
(Details? Warum ist der Fall dx(z,p) = 0 in der Richtung ,,<*“ mit ab-
gedeckt?) O

Bemerkung 5.2.5. Wenn man (den Beweis von) Satz mit Satz
verbindet, erhélt man folgende Aussage: Seien X, Y metrische Rdume und
f:X — Y. Sei (p,) eine Folge in X mit p, — p (aber nicht unbedingt
pn # p). Wenn f an der Stelle p stetig ist, dann gilt

Tim f(pn) = f( lim py) .

Man kann in diesem Fall also Grenzwert und die Anwendung von f ver-
tauschen. (Details des Beweises? Was ist, wenn p kein Haufungspunkt von
X ist? Konnen Sie ein Gegenbeispiel angeben, wenn Sie ,, f ist stetig in p“
weglassen?)

Satz 5.2.6. (,,Verkettungen stetiger Funktionen sind stetig”) Seien XY, Z
metrische Rdume, F C X ,pe F,

f:E—Y , g: f(E)—Z

Sei f stetig in p und ¢ stetig in f(p), dann ist go f stetig in p. (Dabei
ist go f definiert durch (go f)(z) := g(f(x)).)

Beweis. Siehe [Satz 4.7 aus Rudin] O

m Seien X,Y Mengen und f : X — Y eine Funktion. Fiir eine Teilmenge
M C Y defininiert man das Urbild f~'(M) von M unter f als

M) ={zeX|f(z)eM}.

Achtung: f muss hier nicht invertierbar sein. Z.B. f : R — R, f(x) = 2%
Dann ist f nicht invertierbar, f~1(4) existiert also nicht, aber f~1({4}) =

{2},
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Satz 5.2.7. (,Urbilder offener Mengen sind offen“) Seien X, Y metrische
Réaume und f : X — Y. Dann gilt:

f ist stetig auf X = Fiir jede offene Menge V C Y ist
das Urbild f~'(V) offen in X .

Beweis. Siehe [Satz 4.8 aus Rudin] O

m Die zweite Aussage dieses Satzes erlaubt es, stetige Funktionen durch offene
Mengen zu charakterisieren, ohne konkret die Metriken in X bzw. Y zu
erwéahnen.

Korollar 5.2.8. Mit der Notation aus Satz gilt:

f ist stetig auf X —= Fiir jede abgeschlossene Menge A C Y ist
das Urbild f~!'(A) abgeschlossen in X .

Beweis. Dies folgt aus a) A ist abgeschlossen in X genau dann, wenn CA
offen in X ist (Satz[3.2.7), und b) f~YCE) = C f~1(E). (Details? Warum
gilt (b)?) [

Satz 5.2.9. Sei X ein metrischer Raum, K sei R oder C, und f,g: X — K
seien stetige Funktionen. Dann sind auch f £ g, fg stetig. Ist g(x) # 0 fiir
alle z € X, so ist f/g stetig.

Bewers. Seip € X. Falls p ein isolierter Punkt ist, so ist die Behauptung klar.
(Warum?) Falls p ein Haufungspunkt ist, folgt die Behauptung aus Satz
(, Rechenoperationen fiir Grenzwerte von Funktionen®). n

Satz 5.2.10. Sei X ein metrischer Raum, und sei K = R oder K = C.
Betrachte Funktionen f;,..., f;: X — K und setze

F:X_>Kd ) xH(fl(x%afd(x))
Dann ist F' genau dann stetig, wenn alle f; stetig sind.

Der Beweis ist eine —Ubung.

m Seien X, Y metrische Rdume und £ C X. Oben haben wir manchmal
Funktionen f : X — Y betrachtet, und manchmal Funktionen f : £ —
Y. Fiir den Stetigkeitsbegriff ist der umgebende Raum aber irrelevant, d.h.
die Aussage ,f : E — Y is stetig auf £“ héingt nicht davon ab, ob E als
Untermenge des metrischen Raumes X aufgefasst wird, oder ob E selber als
metrischer Raum aufgefasst wird. (Warum?)

Beispiel 5.2.11. Sei K =R oder K = C.

65

@



(1) (Identititsfunktion) Fiir jeden metrischen Raum X ist die Identitétsfunk-
tion id : X — X, x> x stetig. (Warum? Priifen Sie dies direkt mit der @
e-0-Definition.)

(2) (Koordinatenfunktionen) Die Funktionen ¢; : K¢ — K, (zy,...,24) —
z; sind stetig. (Denn id : K% — K¢ ist stetig nach (1) und damit auch
alle Komponentenfunktionen nach Satz |5.2.10})

(3) (Monome)Fiir ny,...,ng € Nysei M : K% — K die Funktion M ((z1,...,2q)) =
- xl?. Dann ist M stetig auf K¢ (wegen (2) und Satz [5.2.10)

(4) (Polynome) Sei P : K¢ — K von der Form

M((z1,...,2q)) = Z Crg g T T

wobei ¢, n, € K und S € N.

.....

(5) (Rationale Funktionen) Seien P,Q : K¢ — K polynomiale Funktionen
wie in (4). Sei E C K? gegeben durch

E={ze K| Q(z)#0} .

Dann ist die Funktion P/Q : E — K stetig. Solche Funktionen heiflen
rationale Funktionen.

Satz 5.2.12. (Zwischenwertsatz) Sei a < b und f : [a,b] — R stetig. Fiir
jedes v € R zwischen f(a) und f(b) gibt es ein ¢ € [a,b] mit f(c) = .

Beweis. (Dies ist aus [Abschnitt 7.4 aus Konigsberger] und [§11 Satz 1 aus
Forster].)

Sei f(a) < f(b) (fiir f(a) > f(b) geht der Beweis genauso). Dann gilt per
Annahme

fla) <y < f(b) .

Wir konstruieren nicht-leere Intervalle I,, = [a,,, b,] mit den Eigenschaften
1. Iy C 1,

2. flan) < v < f(bn),
3. bn —a, = 27n(b — a).
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Setze I} = [a,b]. Angenommen, I, sei konstruiert. Sei x = (a, + b,)/2.
Definiere

Lyt = [ans1, bost] = {[an,x] ;v < f(x)

Die so gewonnenen [, erfiillen 1.-3.
Nach Satz [3.3.10] ist N>°, I, nicht leer, und wegen 3. besteht der Durch-

n=

schnitt aus genau einem Punkt,
Moz1ln = {C} )
fiir ein ¢ € I;. Es gilt (wegen 3. und da per Definition ¢ € I,, fiir alle n)

lim a, =¢c und lim b, =c.
n—oo n—oo

Da f stetig ist, gilt (Satz
lim f(an) = f(c) und  lim f(bn) = f(c) ,

n—o0 n—oo

und wegen 2. weiterhin

lim f(a,) <7 und  lim f(b,) > 7 .
n—oo

n—oo
Insgesamt also v = f(c). ]

Beispiel 5.2.13. Man kann mit dem Zwischenwertsatz z.B. folgende Frage
beantworten: Sei f : R — R, f(z) = 2219 — 2'2 + 24, Gibt es ein z € R,
sodass f(z) = 0?7 Die Antwort ist ,,Ja.“. Denn: Es gibt ein a < 0 mit f(a) <0
und ein b > 0 mit f(b) > 0 (da das fithrende Monom eine ungerade Potenz
ist). Wende dann den Zwischenwertsatz auf die Einschrankung f : [a,b] — R
an, mit v = 0. Der Beweis des Zwischenwertsatzes gibt sogar ein interatives
Verfahren, eine solche Nullstelle zu finden.

5.3 Stetig und kompakt

Satz 5.3.1. Seien X,Y metrische Rdume und f : X — Y stetig. Falls X
kompakt ist, dann ist auch f(X) kompakt.

Beweis. Sei {V,} eine offene Uberdeckung von f(X). Setze U, := f~'(V4).
Nach Satz (,Urbilder offener Mengen sind offen*) ist U, offen in X.
Somit ist {U,} eine offene Uberdeckung von X (Warum ist es eine Uber-
deckung?).
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Da X kompakt ist, gibt es eine endliche Teiliiberdeckung U,,,...,U,,
von X. Es gilt einerseits, dass f(U,) C V, (Warum? Gilt immer ,,=*“ oder
manchmal auch ,C“7), und andererseits, dass f(X) = f(Uy,)U---U f(Uy,).
Also auch

f(X)CVy,U-- UV, .

Insgesamt haben wir also in {V,,} eine endliche Teiliiberdeckung von f(X)
gefunden. ]

m Bei offenen Mengen waren Urbilder wieder offen, Bilder aber nicht un-
bedingt. Bei kompakten Mengen sind Bilder kompakt, Urbilder aber nicht
unbedingt. (Beispiel?) @

Definition 5.3.2. Sei X eine Menge und K = R oder K = C. Eine Funktion
f: X — K9 heiit beschrinkt, falls es ein M € R gibt, sodass |f(z)] < M fiir
alle z € X gilt.

Aus Satz und der Charakterisierung kompakter Mengen in K¢ (Satz
3.3.17)) folgt:

Korollar 5.3.3. Sei X ein kompakter metrischer Raum und f : X — K¢
stetig. Dann ist f beschrankt.

Beispiel 5.3.4. Es gibt keine surjektive stetig Abbildung f : [0, 1] — R, oder

g :10,1] = (—1,1]. Denn dann wire z.B. f([0,1]) = R, aber [0, 1] ist kompakt

und R ist nicht kompakt. (Es gibt aber nicht-stetige surjektive Abbildungen. @
Féllt Thnen eine ein?)

Satz 5.3.5. (Satz vom Minimum und Maximum)
Sei X # () ein kompakter metrischer Raum und f : X — R stetig. Dann gibt
es p,q € X, sodass fiir alle x € X gilt:

flp) < f(z) < f(q)-

Beweis. Da X # ) ist f(X) nicht leer. Nach Korollar ist f(X) be-
schrénkt. Also existieren sup f(X) und inf f(X). Des weiteren gilt (Warum?) @

sup f(X),inf f(X) € f(X)

(hier ist f(X) der Abschluss von f(X), siehe Definition|3.2.13)). Nach Satz
(und Satz|3.3.7)) ist f(X) abgeschlossen, und somit

sup f(X),inf f(X) € f(X) .
Also gibt es p,q € X mit f(p) = inf f(X) und f(q) = sup f(X). O]
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Bemerkung 5.3.6.

(1) Im Beweis haben wir gesehen, dass man kann die Aussage auch so for-
mulieren: Setze M = sup f(X) und m = inf f(X). Dann gibt es p,q € X
mit p,q € X mit f(p) =m und f(q) = M.

(2) Wenn X nicht kompakt ist, gilt die Aussage nicht mehr. Z.B. f : (0,1) —

R, f(z) =xz. Oder g : R — R, g(z) = R (Warum sind dies Gegenbei-

spiele?)

Satz 5.3.7. Seien X,Y metrische Rdume und f : X — Y eine stetige Ab-
bildung. Angenommen, X ist kompakt, und f ist bijektiv. Dann ist die Um-
kehrabbildung f~!:Y — X stetig.

Beweis. Siehe [Satz 4.17 aus Rudin]. O
Beispiel 5.3.8.

(1) Kompaktheit ist eine notwendige Voraussetzung in Satz Die Menge
0,1]U [2,3] C R ist kompakt (Satz[3.3.17). Lassen wir nun den Punkt 2
weg und betrachten

X =101 U (2,3].

Diese Menge ist nicht kompakt (da nicht abgeschlossen). Betrachte die
Funktion

T <z <1
: X — 0,2 = T T
FixX =02 1) {x_l S

[ ist stetig (Warum?) und bijektiv, aber f~! ist nicht stetig in 1, da
f71(1) =1, aber f7!(1+ z) = 2 + z fiir jedes noch so kleine = > 0.

(2) Fiir n € N betrachte die Funktionen

[,g:Rsg = Rso , flz)=2" , g(x):%.

Dann ist g die Umkehrfunktion von f.
Beh.: g ist stetig.

Wir kénnen Satz nicht direkt anwenden, da R>( nicht kompakt ist.
Aber folgendes geht: sei L > 0 beliebig. Da 0 < x < L #dquivalent ist zu
0< Yz < /L, ist g:[0,L] = [0, VL] eine Bijektion mit Umkehrfunk-
tion f. Da [0, /L] kompakt ist, und f stetig ist, folgt, dass g auf [0, L]
stetig ist. Da L beliebig war, ist ¢ auch auf Rx( stetig. (Warum?)
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Definition 5.3.9. Seien X, Y metrische Rdume und f : X — Y eine Funk-
tion. Wir sagen, dass f gleichmdfsig stetig ist, falls fiir jedes € > 0 ein 6 > 0
existiert, sodass

Ve, o' € X ¢ dy(z,2') <§ = dy(f(x), f(2')) <e.

Bemerkung 5.3.10. Vergleiche ,stetig® und ,,gleichméfig stetig*:

B oVreXVe>030>0Va € X

dx(z,2') <6 = dy(f(z), f(2)) <e.
f ist gleichm. stetig <& Ve>036>0Vr,a' € X :
dx(z,2') <6 = dy(f(x), f(2") <e.

f ist stetig

Somit folgt aus gleichméBiger Stetigkeit insbesondere Stetigkeit. Die Umkeh-
rung gilt nicht, wie das nichste Beispiel zeigt.

Beispiel 5.3.11.

(1) Sei f: R — R, f(x) = 2% Dann ist f stetig, aber nicht gleichmiBig
stetig. Denn: Wahle ¢ = 1. Sei 6 > 0 beliebig. Wihle x = 4/§ und
¥’ =x +0/2. Dann

W

=2>1.

N

[o* = @)’ = e —a|le+ 2| = 5 5
(2) Sei f:]0,1] — [0,1], f(x) = 2. Dann ist f stetig und gleichmiBig stetig.

Denn: Sei € > 0 beliebig. Wéhle § = /2. Seien x, 2’ € [0, 1] gegeben mit
|z — 2’| < 4. Dann gilt:

|22 — (22| = |z — 2|z + 2| < 2|z —2/| <26 =¢ .

Satz 5.3.12. Eine stetige Abbildung von einem kompakten metrischen Raum
in einen metrischen Raum ist gleichméfBig stetig.

Beweis. Siehe [Satz 4.19 aus Rudin]. O

5.4 Monotone Funktionen
Definition 5.4.1. [§12 aus Forster] Sei D C Rund f : D — R eine Funktion.

monoton steigend f(z) < f(y)
£ heisst streng monoton steigend falls flx) < f(y)
monoton fallend f(x) > f(y)
streng monoton fallend f(x) > f(y)
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fir alle z,y € D mit x < y. Gilt eine dieser Bedingungen (streng), so sagen
wir f ist (streng) monoton.

Bemerkung 5.4.2.

(1) Ist f streng monoton, so ist f injektiv. Sei z.B. f streng monoton stei-
gend, und sei x # y. Sei 0.B.d.A. x < y. Dann folgt f(z) < f(y), also

insbesondere f(x) # f(y).

(2) Sei f: D — R streng monoton. Setze E := f(D). Dannist f: D — E
eine bijektive Abbildung, d.h. es gibt eine Umkehrfunktion f~!: £ — D.

Satz 5.4.3. (Stetigkeit der Umkehrfunktion)

Sei U C R offen und f : U — R streng monoton steigend (bzw. fallend) und
stetig. Setze V := f(U). Dann ist V C R offen und f~' : V — U ist streng
monoton steigend (bzw. fallend) und stetig.

Beweis. (Siehe auch [§12 Satz 1 aus Forster].) Wir zeigen die Aussage fiir f
streng monoton steigend. Fiir streng monoton fallend ist der Beweis analog.

m [~ st stetig: (Fiir U = () ist nichts zu zeigen. Sei also U # ().) Sei ¢ € V
beliebig. Wir zeigen, dass f~! in ¢ stetig ist. Sei p = f~!(q ) Da U offen ist,
gibt es r > 0, sodass U,(p) C U. Setze I = [a,b] mit a =p— 5, b=p+ 5.
Dann I C U und [ ist kompakt. Setze ¢ = f(a), d = f(b) und J =[c,d]. Da
a < b, gilt auch ¢ < d.

Beh.: f(I) =

Bew.: Aus a < z < b folgt, dass f(a) < f(x) < f(b), sodass f(I) C J. Sei
y € J beliebig. Da f(a) < yund f(b) > y, gibt es nach dem ZWlschenwertsatz

(Satz[5.2.12)) ein z € [a,b] mit f(z) =y. Also auch f(I) D

Sei F': I — J die Einschrankung von f auf I. Dann ist F' bijektiv und
F~1:J — I ist die Einschrinkung von f~! auf J.

Da I kompakt ist, und F stetig ist, ist auch F~! stetig (Satz . Da
J eine (in R) offene Umgebung Uy(¢) von ¢ enthilt, und F~! auf dieser
mit f~! iibereinstimmt, ist auch f~' auf U,(q) stetig (—Ubung), und somit
insbesondere stetig in q.

Da f~!in jedem q € V stetig ist, ist f~! auf V stetig.
m V' st offen: Wir haben oben gesehen, dass Us(q) C J C V.

m [l st streng monoton steigend: Seien ¢,d € V mit ¢ < d. Setze a = f~!(c)
und b = f~!(d). Angenommen, dass a > b (Warum tritt a = b nicht auf7)
Aus b < a folgt f(b) < f(a), also d < ¢, Widerspruch. O
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m Wenn wir die Bedingung ,,U C R offen“ im Satz oben weglassen, dann gibt
Beispiel ein Gegenbeispiel.

Satz 5.4.4. Betrachte die Einschriankung exp : R — R. Es gilt:
(i) exp: R — R ist stetig.

(iii) expa > 0 fiir alle z € R.
i

)
(ii) expx > 1+ z fiir alle z > 0.

)
(iv) exp: R — Ry ist streng monoton steigend und bijektiv.
Beweis.

(i) Aus —Ubung: Es ist sogar exp : C — C stetig.

(ii) exp(z) = 1 4+ x + Ro(z) und alle Summanden der Reihe Ry(z) sind
nicht-negativ.

(iii) Fiir > 0 folgt dies aus (ii) und fiir x < 0 aus exp(z) = 1/ exp(—z).

(iv) Streng monton steigend: Sei y > x. Dann

exp(y) = exp(y — x) exp(z) > (1 + (y — z)) exp(z) > exp(z) ,

wobei die erste Ungleichung aus (ii) folgt, und die zweite aus y —z > 0

und exp(z) > 0.

Bigektiv: Es gentigt, zu zeigen, dass exp(R) = R5o (Warum?). @
Nach (iii) gilt exp(x) > 0, also exp(R) C Rx,.

Sei a > 1. Wegen (1) gibt es ein y > 0, sodass exp(y) > a. Also gilt
1 = exp(0) < a < exp(y). Nach dem Zwischenwertsatz gibt es
ein z € [0,y] mit exp(z) = a. Sei 0 < a < 1. Dann gibt es b € R, sodass
exp(b) = 1/a, also exp(—b) = a. Somit gilt auch Ry C exp(R).

]

Definition 5.4.5. Der (natirliche) Logarithmus log : R<y — R ist die Um-
kehrfunktion von exp : R — R<,.

Satz 5.4.6. Es gilt:
(i) log ist stetig und streng monoton steigend.

(i) Fiir z,y € Ryg gilt log(zy) = log(z) + log(y).
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(iii) Fir ¢ € Q und = € Ry gilt 27 = exp(qlog x).
Beweis.

(i) Folgt aus Satz und Satz [5.4.3|

(ii) Da exp bijektiv ist, folgt die Aussage aus exp(log(zy)) = exp(log(z) +

log(y)).

(iii) Sei ¢ = m/n, m,n € N. Per Definition ist dann 29 = {/2™. Es geniigt,
zu zeigen, dass fiir alle y > 0, n € N,

Yy =exp(;logy) , y"=exp(nlogy) .
ZB. y* = y---y = exp(log(y)) - - -exp(log(y)) = exp(log(y) + --- +
log(y)) = exp(nlog(y)). (Wie geht der Beweis fiir {/y? Und warum
zeigt das die Behauptung aus Teil (iii)?)
[

m Wegen Teil (iii) macht es Sinn, fiir a € Ryy und z € C zu definieren:
a® :=exp(zloga) .

5.5 Grenzwerte und Unendlich

Sei a € R. Genauso wie offene Mengen der Form (a — r,a + r) fiir r > 0
Umgebungen von a hielen (siehe Definition [3.2.1)), so nennen wir

(—00,a) :={z € Rz < a} eine Umgebung von —oo, und

(a,00) :={z € Rlz > a} eine Umgebung von oo.

Definition 5.5.1. Sei £ C R und sei f : ' — R eine Funktion. Seien p, A €
R U {400}, wobei wir verlangen, dass in jeder Umgebung von p mindestens
ein Punkt aus E \ {p} enthalten ist. Wir schreiben

flz) = A fir x —p,

falls es fiir jede Umgebung U von A eine Umgebung V' von p gibt mit

firallez e VNE, z#p: f(zx)eU.
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m Statt f(z) — too fiir x — p schreibt man auch

lim f(t) = o0

T—p

und sagt ,.fiir x gegen p hat f den uneigentlichen Grenzwert +00*.

Notationsfalle: Falls lim,_,, f(x) = o0, so existiert der Grenzwert von f an
der Stelle p nicht. Daher der Zusatz ,,uneigentlich®.

Beispiel 5.5.2. Die folgenden Beispiele zeigen, wie sich Definition [5.5.1
durch Ungleichungen ausdriicken l&sst.

(1) p, A € R: Zunédchst muss p ein Haufungspunt von E sein. (Wo steht
das in der Definition?) Dann heifit lim,,, f(z) = A: fir jedes ¢ > 0
(esist U = (A — ¢, A+ ¢) Umgebung von A) gibt es ein § > 0 (es ist
V = (p—0,p+ ¢) Umgebung von p), sodass fiir alle x € F,

O<|z—p|l<d = |flx)—Al<e.

(Warum ist das dquivalent zu Vt € VN E s.d. t £ x: f(t) € U?)

In diesem Fall ist Definition also dquivalent zur urspriinglichen De-
finition [5.1.1], sodass die Notation Sinn macht.

(2) p € R Haufungspunkt von E, A = oo: lim,_, f(x) = A heisst: fiir jedes
c € R (esist U = (¢,00) Umgebung von oo) gibt es ein 6 > 0 (es ist
V = (p—0,p+ ¢) Umgebung von p), sodass fir alle x € F,

O<l|lzr—p|<d = f(z)>c.

7.B.

(aber der uneigentliche Grenzwert limm_m% existiert nicht (zumindest
wenn wir R \ {0} als Definitionsbereich nehmen)). (Warum héngt das
vom Definitionsbereich ab?)

(3) p = 00, A = oo Zunéichst muss E nach oben unbeschriankt sein. (Wo
steht das in der Definition?). Dann heifit lim,_,, f(z) = A: fir jedes
c € R (esist U = (¢,00) Umgebung von co) gibt es ein d € R (es ist
V = (d, 00) Umgebung von o), sodass fiir alle z € E,

r>d = f(x)>c.

7.B.

lim 22 = co .
Tr—r00
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Beispiel 5.5.3. Fiir exp : R — R und log : R.g — R gilt (mit n € N):

lim expx = oo lim expx =0 lim 2" exp(—z) =0
T—>00 T—>—00 T—00
}:12(1) log(z) = —o0 xh_)rgo log(z) = o0 wh_}r& z " log(x) =0

Der Beweis ist eine —Ubung.

Satz 5.5.4. (Reduktionslemma) Sei £ C R nach oben nicht beschrinkt und
f: E — R eine Funktion. Setze D = {x € R.oo|z~! € £} und

p:D—=R | &) =f(E").

Dann gilt: lim,_,, f(x) existiert genau dann, wenn auch limg_, (&) existiert,
und in diesem Fall gilt

lim f(z) = lim o(¢) .

T—00 £—0

Beweis. (Siehe auch [Abschnitt 7.8 aus Konigsberger])
lim, . f(z) = a bedeutet

Ve>03deRVzeE : z>d = |f(z)—a|<e,
und limg_,o p(§) = a bedeutet
Ve>036>0VEmitEPeE 1 0<E<d = |p(é)—al<e.
Daraus folgt die Behauptung. (Warum?) O @

m Analog gilt lim, ,_, f(x) = limg_,o p(€), wobei ¢ jetzt auf einer Teilmenge
von R_q definiert ist. (Details?)

Nebenbemerkung zur Information: Fiir Funktionen f : (a,b) — X defi-
niert man auch einseitige Grenzwerte. Sei ¢ € (a,b). Bezeichne mit Fy die Ein-
schrinkungen Fy : (¢,b) — X, F(z) = f(z) fiir alle z € (¢,b), und genauso fiir
F_ : (a,c) — X. Dann schreibt man

Tr—rcC

lim f(z) := lim Fly(x) , lim f(z):= lim F_(x) .
I\(f( ) T—C +( ) ’ w/x(gf( ) ( )

7.B.

T
lIm —=1, lim — =-1.
x\0 | I" z 0 ‘ ‘

Die Aussage von Satz kann man dann auch so schreiben:

Jim f(z) = Jim o(6)

Mehr dazu in [Abschnitt 7.8 aus Konigsberger] oder [Abschnitt 10 aus Forster].
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6 Differentiation

6.1 Definition der Ableitung

In diesem Unterkapitel steht [a, b] C R fiir ein abgeschlossenes nichtentartetes
Intervall, d.h. wir nehmen an, dass a < b.

Definition 6.1.1. Sei f : [a,b] — R. Fiir « € [a, b] setze

£ = ()

t—x

¢:la b\ {z} — R , ot)=

Wir sagen, f ist an der Stelle x differenzierbar, falls der Grenzwert lim,_,, ¢(t)
existiert. Den Grenzwert selber nennen wir die Ableitung von f an der Stelle
2 und schreiben

F() = lm o(t) .

t—zx

Bemerkung 6.1.2.

(1) Statt f : [a,b] — R sind auch andere Definitionsbereiche méoglich, z.B. f :
U — R fiir U C R offen. Wichtig ist, dass jeder Punkt ein Haufungspunkt
ist, sonst macht der Grenzwert in der Definition von Differenzierbarkeit
keinen Sinn.

(2) Analog zur Stetigkeit (siehe Z11A2) gilt: ,Gilt f = g auf einer offenen
Umgebung von x und ist ¢ in x differenzierbar, so auch f mit gleichen
Wert fiir die Ableitung.“ (Warum?)

(3) Bei den Randpunkten des abgeschlossenen Intervals gilt die Aussage aus
Teil 2 nicht: Sei f: R — R und F : [a,b] = R, F' = f|,4 (das Symbol
heifit: ,, f eingeschréankt auf [a, b]“). Dann kann es sein, dass F' in a und
b differenzierbar ist, f aber nicht. (Beispiel?)

Beispiel 6.1.3.
(1) Seien a,b € Rund f:R — R, f(x) = ax + b. Dann

o(t) — (f(t) — f(x) :at—i-b—a:c—b:

t—2x t—x

a.
Also ist f an jeder Stelle x € R differenzierbar, und es gilt

f(x) =1limo¢(t) =a .

t—x
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(2) Sei f : R — R, f(z) = |z|. Dann ist f an der Stelle z = 0 nicht
differenzierbar:
f@) = f0) _ It

=T T

Der Grenzwert ¢t — 0 von ¢(t) existiert nicht.
(3) Sei f:R — R, f(z) = 2% Dann
t2 2

o(t) = t_i =tta.

Also ist f an jeder Stelle z € R differenzierbar, und es gilt

f(z) =limo¢(t) = 2z .

t—x

(4) Sei f :[a,b] — R an der Stelle p differenzierbar. Definiere r : [a,b] — R
durch die Gleichung

f@)=fp)+ f'(p)(x—p) +r().
Dann gilt

lim r(z)
T=p T — P

=0.

(Warum?) Den Ausdruck fiir f(z) oben kann man verstehen als ,die
beste lineare Approximation der Funktion f and er Stelle p“, denn der
Rest r(x) geht schneller als linear gegen 0, wenn man sich p annéhrt.

(5) [Bilder: Differenzenquotient, Illustration der drei Beispiele oben]

Satz 6.1.4. Sei f : [a,b] — R differenzierbar an der Stelle p € [a,b]. Dann
ist f stetig in p.

Beweis. Klar aus Beispiel (4) oben, da lim,_,,7(x) = 0 (Warum?). Damit
folgt lim,_,, f(x) = f(p) + 0+ 0, also ist f stetig in p nach Satz[5.2.4 O]

m Die Umkehrung ist falsch. Beispiel (2) oben ist ein Gegenbeispiel.

Satz 6.1.5. Die Funktionen f, g : [a,b] — R seien differenzierbar an einer
Stelle p € [a, b]. Dann gilt

(i) f 4+ g ist differenzierbar in p mit Ableitung (f + g)'(p) = f'(p) + ¢'(p).

(ii) fgist differenzierbar in p mit Ableitung (fg) (p) = f'(p)g(p)+f(p)d (p).
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(iii) Falls g(z) # 0 auf [a, b], so ist f/g differenzierbar in p mit Ableitung

N9 f'(p) — fp)g' ()
<g> ®) = 9(p)? '

Beweis. Siehe [Satz 5.3 aus Rudin]. O
Beispiel 6.1.6.

(1) (z) = na™! fir n € N: Dies folgt induktiv mit dem vorherigen Satz,
z.B.
(23 = (z-2) =20+ 22’ =22 .

(2) (@™) = na"! fir n € Z, n < 0: Induktiv, z.B.

() =(1/a) =(x-0—-1-1)/a® = (=1)z~*
Satz 6.1.7. (Kettenregel) Sei f : [a,b] — R und ¢ : [¢,d] — R, sodass
f([a,b]) C [e,d]. Angenommen, f ist an der Stelle z € [a, b] differenzierbar

und g ist an der Stelle f(z) € [c,d] differenzierbar. Dann ist g o f an der
Stelle = differenzierbar, und es gilt

(gof)(x) =g (f(x))- f(x).
Beweis. Siehe [Satz 5.5 aus Rudin]. O
Beispiel 6.1.8.

(1) Mit der Restgliedabschiatzung zeigt man, dass fiir exp : C — C gilt:

et —1
lim =
z—0 z

(Details?) @

Eingeschréinkt auf R ist das gerade die Aussage, dass exp’(0) = 1.

1.

(2) Beh.: Fiir alle z € R gilt exp/(z) = exp(z).

Bew.: Sei zy € R beliebig. Setze f(x) = z—x und ¢g(y) = exp(zo) exp(y).
Dann g(f(z)) = exp(x) und nach der Kettenregel:

(go f)(wo) = g'(f(w0)) - f'(w0) = exp(wo) exp’(0) - 1 .
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(3) Ebenfalls direkt mit der Restgliedabschitzung bekommt man, dass sin(z)
und cos(z) auf ganz R differenzierbar sind, und das gilt:

sin’ = cos , cos' = —sin

(Details?)
Achtung: Um z.B. cos(z) = 1(e™ + e'*) abzuleiten, kénnen wir nicht
Teil 2 benutzen, da die Ableitung von exp(iz) noch nicht definiert ist

(da sie Werte in C annimmt). Siehe Kapitel [6.5]

Satz 6.1.9. (Ableitung der Umkehrfunktion)

Sei U C R offen und f : U — R streng monoton steigend (bzw. fallend) und
stetig. Sei V' = f(U) und g : V. — U die Umkehrfunktion von f. Sei y € V.
Ist f in g(y) differenzierbar mit f'(g(y)) # 0, so ist g in y differenzierbar mit

L
g@y_f@@D'

Beweis. (Siehe auch [Aufgabe 5.2 aus Rudin] und [§15 Satz 3 aus Forster].)
Setze p = g(y) und

[0 g
= S—p
vie) {f@) ;s =p

Dann limg_,, 9(s) = f'(p) = ¥(p), also ist ¢ stetig in p. Fiir alle s € U gilt
¥(s) # 0. (Warum?)
Setze s = g(t), t € V. Dann gilt fiir ¢ # y,
1 9(t) = 9(y)

v(glt)  t—y

g ist stetig in y (Satz »Stetigkeit der Umkehrfunktion®) und v ist stetig

in p = g(y) und ¢¥(p) # 0. Also gilt (Satz »1/1 ist stetig® und Satz
,» Verkettung ist stetig")

lim = =

=y P(g(t)  wlp)  f'p)

]

m Wenn wir schon wissen, dass die Umkehrfunktion g von f differenzierbar
ist, dann folgt die Formel fiir die Ableitung auch aus der Ableitung von
f(g(z)) = x mit der Kettenregel. Der Vorteil des vorherigen Satzes ist, dass
er gleich auch die Differenzierbarkeit der Umkehrfunktion beweist.
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Beispiel 6.1.10.

(1) Sei n € N und seien f,g : Rog = Ryg, f(z) = 2", g(x) = /. Dann
f'(x) =nz""' > 0 und somit

(2) Sei f:R — Ry, f(x) =exp(x) und g : Rog — R, g(z) = log(x). Dann
f'(x) = exp(z) und somit

1 1 1

log'(y) =9'W) = 5] ~ eplogw) 5

(3) Ableitung reeller Potenzen: Fiir ¢ € R betrachte die Funktion f(x) = z¢
auf R.y. Mit der Definition von a* am Ende von Abschnitt [5.4] gilt

f(x) = exp(clog(x))

und

c—1

J'(x) = exp(clog(x))= = cexp(clog()) exp(—log(x)) = ca
x
(4) Die Funktion f: R — R, f(x) = x?, ist bijektiv mit Umkehrfunktion
Jr cx >0
glz) =1 ", ,
—/]z| ;x<0.
Aber g(z) ist in 0 nicht differenzierbar. (Warum ist das kein Widerspruch @

zum Satz oben?)

6.2 Mittelwertsitze
Definition 6.2.1. Sei X ein metrischer Raum und f : X — R.

(i) Wir sagen, dass f an der Stelle p € X ein lokales Maximum hat, wenn
es eine Umgebung U von p gibt, sodass f(z) < f(p) fur alle x € U.

(ii) Ein lokales Minimum definiert man entsprechend.

(iii) Hat eine Funktion in p ein lokales Minimum oder Maximum, so sagen
wir, f hat in p ein lokales Extremum.
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Satz 6.2.2. Die Funktion f : [a,b] — R habe in p € (a,b) ein lokales
Extremum. Dann gilt: falls f'(p) existiert, so ist f/(p) = 0.

Beweis. Siehe [Satz 5.8 aus Rudin]. O

(Der Satz falsch ist, wenn man p € [a,b] zuldsst anstatt p € (a,b). Fallt @
Ihnen dazu ein Beispiel ein? Es kann sein, dass f’(p) in einem lokalen Extre-
mum gar nicht existiert. Féllt Thnen ein Beispiel ein?)

Satz 6.2.3. Seien f, ¢ : [a,b] — R stetig und auf (a,b) differenzierbar. Dann
gibt es ein p € (a,b), sodass

Beweis. Siehe [Satz 5.9 aus Rudin]. O

(Es ist nicht gefordert, dass f in a oder b differenzierbar ist. Fallt Thnen @
ein Beispiel fiir eine Funktion ein, auf die man die Satz anwenden kann, und
die z.B. in a nicht differenzierbar ist?)

Satz 6.2.4. (Mittelwertsatz)
Sei f : [a,b] — R stetig und auf (a,b) differenzierbar. Dann gibt es ein
p € (a,b), sodass

f(b) = fa) = (b—a)f'(p) .
Beweis. Setze g(z) = x in Satz[6.2.3] O

(Gilt der Satz noch, wenn f an einem einzelnen Punkt z¢ € (a,b) nicht @
differenzierbar ist?)

Beispiel 6.2.5. (1) Mit dem Mittelwertsatz kann man Funktionen abschétzen:
Sei f wie in Satz[6.2.4 Angenommen es gilt u < f’(z) < v. Dann auch

(b—a)u < f(b) = fla) < (b—a)v.

Denn f(b) — f(a) = (b —a)f'(p) < (b — a)v und dito fiir die andere

Abschitzung. Z.B. gilt fiir t > 0 und = € [t+1,¢], dass (t+1)7! <a7! <

t=1. Mit log’(z) = 27! erhilt man
1

— < log(t+1) —log(t) <
7 < log(t+ 1)~ loglt) <

~ | =

(2) Eine einfache aber wichtige Anwendung ist: Sei f wie in Satz An-
genommen, f’'(z) =0 fiir alle € (a,b). Dann ist f auf [a,b] konstant.
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(3) Sei f: R — R differenzierbar auf R und erfiille f'(x) = cf(z) fiir ein
¢ € Rund alle z € R. Dann gilt f(z) = Aexp(cz) fiir ein A € R. Dies
sieht man so:

Setze F(x) = f(x)e . F ist differenzierbar auf R und

F'(z) = fl(@)e”™ + f(z)e™ " (=c) = cf(z)e™™ + fz)e” (=) =0,
also ist F'(z) = A fiir eine Konstante A € R (Teil 2).

Satz 6.2.6. Sei f : [a,b] — R stetig und auf (a,b) differenzierbar. Gilt fiir
alle x € (a,b), dass

4 r .
>0 streng monoton steigend.
>0 monoton steigend.

f(x)< =0, dannist f(x) { konstant.
<0 monoton fallend.
(<0 | streng monoton fallend.

Beweis. Seien z,y € [a,b], mit © < y. Dann f(y) — f(z) = (y — ) f'(p) fiir
ein p € (z,y) (Satz|6.2.4). Da y — z > 0 folgen die Aussagen hieraus. O

m Die Umkehrung des Satzes gilt nur fiir die nicht-strengen Félle. Z.B. ist
f(z) = 23 streng monoton steigend auf ganz R, aber f/(0) = 0.

Bemerkung 6.2.7.

(1) Die Ableitung von differenzierbaren Funktionen muss nicht stetig sein:
Betrachte f : R — R,

0 i <0
€Tr) =
/(@) {x2 sin(z™!) ;x>0
Dann ist f auf R differenzierbar mit
0 s <0

2zsin(x™!) —cos(x™!) ;x>0

Fir x # 0 ergibt sich das aus Produkt— und Kettenregel, bei x = 0
muss man direkt den Grenzwert des Differenzenquotienten ¢(t) = f(t)/t

berechnen. (Details?) @
Die Funktion f': R — R ist in 0 nicht stetig
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(2)

Sei f : [a,b] — R auf [a,b] differenzierbar. Obwohl die Ableitung f’ :
[a,b] — R nicht stetig sein muss, erfiillt sie folgende Zwischenwerteigen-
schaft (vergleiche mit Satz [5.2.12| ,, Zwischenwertsatz*):

Beh.: Fiir jedes 7 € R echt zwischen f’(a) und f'(b) gibt es ein ¢ € (a, b),
sodass f'(c) = .

Bew.: Betrachte g(t) = f(t)—~t. Dann ¢'(a) < 0, also g(a) < g(a) fiir ein
a > a und ¢'(b) > 0, also gibt es ein f < b mit g(5) < g(b) (Warum?).
Nach Satz ,Minimum und Maximum* nimmt ¢ sein Minimum an

einem Punkt ¢ an, und ¢ muss im offenen Intervall (a, b) liegen (Warum?).
Nach Satz gilt ¢'(c) = 0.

Betrachte die Funktion h : [-1,1] — R,

h(x):{o <0

1 ;2>0

Nach Teil 2 gibt es keine Funktion F : [-1,1] — R, die auf [—1,1]
differenzierbar ist, und die fiir alle € [—1, 1] erfiillt, dass F'(z) = h(x).

6.3 Die I’'Hospitalsche Regel

Satz 6.3.1. (Regel von I’'Hospital)

Fir —oo < a < b < +oo seien f,g : (a,b) — R differenzierbar auf (a,b).
Ferner sei g(z) # 0 und ¢'(z) # 0 fiir alle x € (a,b). Sei p = a oder p = b.
Fiir ein A € RU {%o00} gelte

f'(=)

p — Afirz—p.
g'(x)

Falls eine der Bedingungen

(i) f(z) = 0 und g(z) — 0 fiir x — p, oder

(ii) g(x) — oo oder g(x) — —oo fiir £ — p (und keine Annahme an f(z))

gilt, dann auch

f(z)

2 S Afirr —a.
g9()

Beweis. Wir zeigen die Aussage nur fiir den Fall p = a, und fiir Bedingung
(i) betrachten wir nur den Fall g(x) — oo. Die anderen Félle gehen dhnlich.

Betrachte die folgenden zwei Behauptungen:
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1. Sei —oo < A < oo. Fiir jedes ¢ € R mit A < ¢ gibt es ein ¢ mit
a < ¢ < b, sodass
x
z € (a,c) = @) <q
g(x)
2. Sei —o0 < A < oo. Fiir jedes p € R mit p < A gibt es ein ¢ mit
a < ¢ < b, sodass

Wir zeigen gleich Behauptung 1. Der Beweis von Behauptung 2 ist so dhnlich
und wird weggelassen. Vorher wollen wir sehen, wie aus Behauptung 1 und
2 die Aussage des Satzes folgt.

Seien z.B. a, A € R (also nicht £00). Die Aussage lim,,, f(z)/g(z) = A
bedeuted dann:

V5>035>0Vm6(a,a+5):Me(A—e,Aan).

g9(z)

Wihle ¢ = A+ ¢ in Behauptung 1 und p = A —¢ in Behauptung 2. Setze 6 =
a — min(c, ). Dann folgt aus Behauptung 1 und 2, dass p < f(x)/g(x) < gq.

Die anderen Félle (also @ = —oo und/oder A = 4+00) gehen so #hnlich.
(Details?)

Beweis von Behauptung 1:
Sei g € R gegeben mit A < ¢q. Wéhle r, sodass A < r < ¢.Da f'(z)/¢'(z) = A
fiir x — a, gibt es ein d € (a, b), sodass

f(x)
g'(x)

Sei z € (a,d) und z € (a,x). (Also bislang insgesamt a < z < z < d < b.)
Nach Satz gibt es t € (z,x), sodass

(f(2) = F(2)d (1) = (9(x) = g(2))f'(2) -

Nach dem Mittelwertsatz (Satz|6.2.4]) gilt @iberdies g(x) —g(2) = (x —2)d'(§)
fiir ein £ € (z,2). Da z # y und per Annahme ¢'(y) # 0 fiir alle y, folgt
g(x) — g(y) # 0. Wir kénnen also umformen:

@)~ 1) _ F)
g(@) —9(z) ~ g(0)

Fiir den Rest des Beweises von Behauptung 1 miissen wir unterschiedlich
vorgehen, je nachdem, ob Bedingung (i) oder (ii) aus dem Satz erfiillt ist.

Vz € (a,d)

<r.

<r. (%)
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(i) Wihle ¢ = d. Dann gilt fiir alle x € (a, ¢):

i £(8) = f(2) Bea. iy f(2)

—0®
==a g(x) = g(2) g(x) =0

<r<gqg.
(ii) (Hier betrachten wir nur den Fall, dass g(z) — oo fir 2 — a.) Da
g(x) — oo, gibt es ein d’ mit a < d’ < b, sodass
z € (a,d) = g(x)>0.

Wihle z,z € R, sodass a < z < = < min(d,d’). Wenn man (%) mit
(9(2) — g(x))/g(z) multipliziert, erhdlt man

fz) = fl@) _ f'() g(z) —g(=)

9(2) q'(t) g(2)
1) W gwy | 1)
® 5 = 7o) T

Auf der rechten Seite der zweiten Gleichung ist f'(t)/¢'(t) < r, und die
beiden Terme g(z)/g(z) und f(z)/f(z) gehen gegen O fiir x — a. Also
gibt es in ¢ mit a < ¢ < min(d, d’), sodass

Vze(a,c):M<q.

9(2)

(Warum muss man hier ¢ nehmen und nicht r?)

Beispiel 6.3.2.

(1) Es gilt

| , 5t
lim = lim =
sl 2 — g =12 —1

Y

was wir schon wissen, wegen 2° — 1= (z — 1)(z* +---+1) und 2% — 2z =
(x —1)x. Die Bedingung (i), (ii) aus dem Satz kann man nicht weglassen.

7.B. 5 - -
lim . —1 aber lim * .
z—1732 — x z——12x — 1 3

(2) Fiir n € N gilt (siehe auch Beispiel |5.5.3))

log(x) _ fim z!

lim 7" log(z) = lim -=0,
T—00 rz—oo " z—00 ML

1 -1
lim 2" log(z) = lim og(2) = lim x—l =0.
z—0 z—0 g~ =0 —nxr—"—
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6.4 Der Taylorsche Satz

Definition 6.4.1. Sei f : [a,b] — R differenzierbar auf [a,b], und die Ablei-
tung f’' : [a,b] — R sei ebenfalls auf [a, b] differenzierbar. Fiir die Ableitung
von f’ schreiben wir f” : [a,b] — R und nennen dies die zweite Ableitung von
f. Tterativ erhélt man:

o, =1 0

Wir nennen ™ die n-te Ableitung von f. Man schreibt auch f = f© (die
nullte Ableitung) und f = f1). Fiir n > 2 nennt man die f™ auch Ablei-
tungen hoherer Ordnunyg.

m Man muss nicht fordern, dass alle hoheren Ableitungen auf ganz |a, b] exi-
stieren. Aber damit man f™ an einer Stelle p € [a, b] definieren kann, muss
f™=Y zumindest in einer Umgebung von p (in [a, b]) existieren.

Beispiel 6.4.2.
(1) Betrachte f: R — R,
x? ;x>0
€T) =
/() {—xQ ;<0

Dann existiert f" auf ganz R und es gilt f'(z) = 2|z|. (Warum? Insbe-
sondere: Warum stimmt das bei x = 07)

Die zweite Ableitung f” ist nur auf R\ {0} definiert und ist gegeben
durch
2 ;x>0
i ) = )
/@) {—2 ;<0

Damit sind alle f™ fiir n > 2 auch nur auf R\ {0} definiert, und es gilt
70 (@) = 0.

(2) Fiir die Ableitung von f(x) = sin(x) gilt: Alle f™ sind auf ganz R
definiert und gegeben durch:

n ‘ 0 (mod 4) 1 (mod4) 2 (mod4) 3 (mod 4)
)

sin(z) cos(x) —sin(x)  —cos(x)

(3) Fiir f: Rog — R, f(x) = log(z) gilt f'(z) = 1/x. Alle f™ sind auf R
definiert und, fiir n > 2,

JO @) = (~1)(=2) - (—n+ o " = (n— 1) (-1 2"
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m Beliebig oft differenzierbare Funktionen nennt man auch glatte Funktionen.

Satz 6.4.3. (Taylorscher Satz)
Sei f : [a,b] = R und n € Ny, sodass

o ™ existiert und auf [a, b] stetig ist, und
o "V auf (a,b) existiert.

Sei p € [a,b]. Setze P: R — R,

" fk)
Py =3 TP gy

Es gilt: Fiir jedes x € [a, b] gibt es ein t zwischen x und p, sodass

(n+1)
fa) = Pla) + i =

Beweis. Siehe [Satz 5.15 aus Rudin]. O
Bemerkung 6.4.4.

(1) Die Funktion P aus dem Satz nennt man das n-te Taylorpolynom von f
im Punkt p. Es ist das eindeutige Polynom P, so dass

o fB(p)=PW(p) fiir k=0,1,...,n, und
e P®)(z) =0 fiir alle K > n und = € R.
(Warum?) @

(2) Fir n = 0 ist der Taylorsche Satz gerade der Mittelwertsatz: f(z) =
fp) + ') (x = p).

(3) Wenn man eine Abschétzung der Form |f™+1)(2)| < C fiir alle 2 € (a, b)
finden kann, so erhélt man:

[f(z) = P(2)] < G5mile—pI".

Insbesondere geht der Fehler, den man bei der Anndhrung von f durch
das n-te Taylorpolynom P macht, schneller gegen 0 als |z — p|™.

Beispiel 6.4.5.
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(1) Fiir f(x) = sin(z) und p = 0 ist das (2m+ 1)-ste Taylorpolynom gegeben
durch

$2k+1

P(z) = Z<—1)km .

k=0
(Warum?) Da |f™(z)| < 1 fiir alle n und z erhélten wir die Abschétzung @

1

|sin(z) — P(x)| < m

’x‘2m+2

Y

giiltig fiir alle x € R.

(2) Fiir f(z) = log(z) und p = 1 gilt f® (1) = (—=1)*'(k — 1)! und das n-te
Taylorpolynom ist

k=1

Fiir ein t zwischen x = 1 + y und p = 1 gilt nach dem obigen Satz, dass

 (—1)kFt k (=D)" 1 i
log(1+y) =Y ~———y" + ——t .
py k n+1

Fiir —1 <y < 1gilt in jedem Fall |y/¢["** < 1 (Warum?). Im Grenziiber- @
gang n — oo folgt (fir —3 <y < 1)

— (D',
log(1+y) =) ~——".
k=1

(Dies gilt sogar fiir alle |y| < 1, aber man braucht dann einen anderen
Beweis. )

(3) Betrachte f: R — R,

f() = {exp(—l/x) cx >0

0 <0
Die n-te Ableitung £ (z) existiert auf ganz R. Mit g(x) = exp(—1/x)
gilt, dass f((x) = ¢ () fiir x > 0 und f™(x) = 0 fiir z < 0.
(Warum? Und insbesondere, warum gilt das bei 07 Hinweis: Aus Bei-
spiel|5.5.3f Fiir h : Ry — R, h(z) = 27" exp(—1/z) gilt, dass lim,_,o h(z) =
0).
Das n-te Taylorpolynom bei p = 0 ist daher P(x) = 0, obwohl f(z) > 0
fiir jedes x > 0.
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(4) In Teil 2 konnten wir zeigen: Das Taylorpolynom wird im Grenziibergang
zu einer Potenzreihe (der Taylorreihe), und diese Potenzreihe konvergiert
in einem gewissen Bereich gegen die urspriingliche Funktion. In Teil 3
haben wir gesehen: Es kann sein, dass die Taylorreihe konvergiert, aber
nur in einem Punkt mit der urspriinglichen Funktion iibereinstimmt.

6.5 Vektorwertige Funktionen

Definition funktioniert genauso fiir Funktionen, die Werte in R? annch-
men:

Definition 6.5.1. Sei f : [a,b] — R% Fiir z € [a, b] setze

F) = fz)

t—2x

¢ a0\ {z} — R | ¢@t) =

Wir sagen, f ist an der Stelle x differenzierbar, falls der Grenzwert lim,_,, ¢(t)
existiert. Den Grenzwert selber nennen wir die Ableitung von f an der Stelle
2 und schreiben

fi(@) =lime(t) .

t—z

Satz 6.5.2. Sei f : [a,b] = RY f = (f1,..., f1), wobei fy: [a,b] — R die
Komponentenfunktionen sind. Es sind dquivalent

(i) f ist differenzierbar in z mit Ableitung f'(z) = (v1,...,vaq),
(ii) f; ist differenzierbar in  mit Ableitung f/(z) = v; fiir jedesi =1,...,d.
Beweis. Fir t € [a,b], t # x setze

f(t) — f(z)

t—2x

fi(t) = fi(w) R

R* (t) =
€ und  ¢;(t) T

¢(t) =

wobei @ = 1,...,d. Fiir (i)=-(ii) benutzt man fiir jedes i = 1,...,d die
Abschétzung
9i(t) —vil < [o(t) — o] .

Dass (ii)=-(i) gilt, folgt aus der Abschitzung

|6(t) — v| < Vdmax {|¢i(t) —v,| fir i =1,...,k} .

(Details fiir diese Richtung?) O @

Bemerkung 6.5.3.
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1. Da C = R% Die Ableitung von f : [a,b] — C und von F : [a,b] — C?
ist nun auch definiert. (Aber nicht die Ableitung von f : C — C<.)

2. Die Aussagen (i)-(iii) von Satz [6.1.5] (Rechenregeln fiir Ableitungen)
gelten auch fiir f, g : [a,b] — C, mit dem gleichen Beweis. (Details?).

3. Fir K = R oder K = C. Da Mat,,x,(K) = K"™": Ableitung von F :
[a,b] = Mat,,«,(K) ist definiert.
Fir F : [a,b] — Mat,,»,(K) und G : [a,b] — Mat;x,,(K) haben wir
eine Produktregel fiir Matrixprodukte:
(G(z)F(x)) = G'(x)F(z) + G(z)F'(x) .

(Details?) Fiir Produkte von Matrix und Vektor gilt die Produktregel
analog.

Beispiel 6.5.4.
(1) Seice Cund f: R — C, f(z) = exp(cz).

Um f’(z) zu berechnen, kann man nicht die Kettenregel anwenden, denn
f(z) = (expoh)(z) mit h : R — C,  + cx, und exp : C — C, und wir
kénnen (noch) keine Funktionen C — C ableiten.

Also benutzen wir direkt die Definition:

ect — e

P(t) = P :Cecxc(t—_x),

Mit der Restgliedabschétzung erhilt man

f(z) =lim¢(t) = ce™ .

=z
(Details?)
(2) Sei f: R —C, f(z) = €. Dann f'(x) = ie'”, und mit
e = cos(x) + isin(z)

und Satz zeigt dies nochmal (aber einfacher), dass sin’ = cos und

cos’ = —sin.

(3) Der Mittelwertsatz gilt nicht fiir Funktionen [a, b] — C (oder fiir [a, b] —
RY d>1). Z.B. f:[0,27] = C, f(z) = €. Dann |f'(z)| = 1 fiir alle z,
aber f(2m) — f(0) =0 # (2r — 0) f'(t), egal welches ¢t man nimmt. Aber
Satz[6.5.6] unten ist ein Ersatz.
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m Fiir v, w € R? schreibe (v, w) = viw; + - - - + vgwy. Dann gilt insbesondere,
dass |v]? = (v, v).

Lemma 6.5.5. (Cauchy-Schwarzsche Ungleichung)
Fiir v,w € R? gilt
(v, w)] < [v] Jw]

und Gleichheit gilt nur, wenn v und w linear abhéngig sind.

Beweis. Fiir v = 0 ist die Aussage wahr. Sei v # 0. Setze

Die Aussage folgt, wenn man z in (x,z) einsetzt, da (z,z) > 0, und da
(x,z) = 0 nur fiir x = 0 (Details?). O

Satz 6.5.6. Sei f : [a,b] — R? stetig auf [a, b] und auf (a,b) differenzierbar.
Dann gibt es ein p € (a,b), sodass

£(0) = fla)| < (b—a) |f'(P)] -
Beweis. Siehe [Satz 5.19 aus Rudin]. O

6.6 Fundamentalsatz der Algebra

(Dieses Unterkapitel hétte auch schon am Ende von Kapitel |5 kommen
kénnen.)

Satz 6.6.1. (Polardarstellung komplexer Zahlen)
(i) Fiir jedes z € C gibt es r € Rsg und ¢ € R, so dass z = re'.

(ii) Seien r,7’ € Rsq und ¢, ¢' € R, sodass re’® = r'¢’®’. Dann folgt 7 = 7/
und, falls r,7" > 0, auch ¢ — ¢’ € 27Z.

Beweis. (1) Wir kénnen z # 0 annehmen. Dann r = |z|, und es bleibt,
ein ¢ zu finden mit e = 2/|z|. Dazu zeigt man mit Z12A3 (2), dass
cos die Werte +1 annimmt, und mit dem Zwischenwertsatz, dass auch
alle Werte dazwischen angenommen werden. Da e = cos(¢) + i sin(¢),
gibt es somit ein ¢, sodass der Realteil von € mit dem von z/|z| iiber-
einstimmt. Der Imaginérteil muss dann bis auf Vorzeichen stimmen.
Das Vorzeichen wiederum kann man durch Ersetzen ¢ ~ —¢ anpassen.
(Details?)
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(ii) Dass r = 7’ sieht man durch Betrag-nehmen. Das ¢ — ¢/ € 27Z folgt
aus Z12A3 (4).
O

Satz 6.6.2. (Fundamentalsatz der Algebra)
Sein > 1 und ag,ay,...,a, € Cmit a, # 0. Sei P: C — C gegeben durch

n

P(z) = Zak 2k

k=0
Dann gibt es ein z € C, sodass P(z) = 0.

m [n Worten: ,,Jedes nicht-konstante komplexe Polynom hat eine Nullstelle.“
Wenn man oben alle C durch R ersetzt, ist die Aussage falsch. (Gegenbeispiel?
Welche Nullstellen hat Thr Gegenbeispiel in C?)

Beweis. Wir konnen 0.B.d.A. annehmen, dass a,, = 1 (Warum?). Setze @
p:=inf {|P(2)||z € C} .

(Existiert, da die Menge durch 0 nach unten beschrinkt ist.)
Beh.: Es gibt Ry > 0, so dass fiir alle z € C mit |z| > Ry gilt, dass |P(z)| > u.
Bew.: Fiir z € C schreibe R = |z|. Dann

—_

n—

n—1
z"—(— akzkﬂz}%”—‘—g akzk‘
k=0

0
n—1 n—1

>R =Y Jay|RF = R”(l -y |ak|Rk_”> .
k=0 k=0

Der Term in Klammern geht gegen 1 fir R — oo (da k — n < 0), und der
Vorfaktor geht gegen unendlich. Somit gibt es ein Ry, sodass gilt:

|P(2)] =

B
Il

n—1
VR > Ry : R”(l - Z \ak|Rk7") > 1.
k=0

Dann auch |P(z)| > p fur alle z mit |z| > Ry.

Sei D = {z € C||z] < Ry} die abgeschlossene Kreisscheibe von Radius
Ry. Da |P(z)| > p fir z ¢ D folgt

w=1inf{|P(2)||z € D} .
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Aber D ist kompakt und P ist stetig, also gibt es nach Satz (, Min und
Max wird angenommen*) ein zo € D mit |P(z)| = p.

Nach Konstruktion gilt auch |P(z)| > p fiir alle z € C (nicht nur in D).
P hat also genau dann eine Nullstelle, wenn p = 0, und in diesem Fall ist z
eine Nullstelle von P.

Beh.: P(z) = 0.

Bew.: Wir miissen zeigen, dass p = 0. Dazu machen wir einen Widerspruchs-
beweis und nehmen an, dass p > 0.

Dann ist P(z9) # 0 (da |P(z9)] = ¢ > 0) und wir definieren ein neues
Polynom @) : C — C als

Qz) = mP(z + 29) -

Es gilt Q(0) = 1, @ ist nicht konstant, und Q(z) > 1 fiir alle z € C (Warum?).
Schreibe
Q(2) =1+biz+boz? -+ b2".

Per Konstruktion ist b, # 0 (Warum stimmt das, obwohl wir P(z+ zy)/P(z0)
betrachten?) Sei 1 < k < n minimal, so dass by # 0. Dann gilt also, dass

Q(2) =14 bpzf 4+ 4 b2™ .

Nach der Polardarstellung von komplexen Zahlen gibt es ein ¢ € R, so dass
—by = |bg|e*?. Mit 6 = —p/k erhilt man

eikebk = —|bk| .
Fiir jedes r > 0 mit 7%|by| < 1 gilt dann
|1+ 7%e™by,| = [1 = r¥[bi|| = 1 — r¥|by] -

(Ohne unsere spezielle Wahl von r und € hitten wir hier nur eine Ungleichung
mit ,>“.) Damit rechnen wir weiter

1Q(re”)| = |1+ byre™ + Z bmrmeime‘
m=k+1

< }1 + bkrkeik9| + ‘ Z bmrmeimal
m=k-+1

<1— o™+ > (bl

m=k-+1
— 1= bl (1= 3 [l /el ")
m=k+1
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Da in der Summe im letzten Ausdruck nur positive r-Potenzen stehen, geht
der Term in der Klammer gegen 1 fiir »r — 0. Somit gibt es ein r(, sodass:

Vr<ry : 1-— Z b /| Ok | 7™ >

m=k+1

DN | —

Fiir solche r gilt dann aber auch |Q(re”)| < 1—|by|r* < 1. Widerspruch zu
|Q(2)| > 1 fiir alle z € C. -

Bemerkung 6.6.3. Fiir ein beliebiges Polynom P(z) von Grad > 1 (also ist
das Polynom nicht konstant) und fiir ein beliebiges ¢ € C kénnen wir mittels
Polynomdivision schreiben

P(z)=(z—c)F(2)+d,

wobei d € C eine Konstante ist. F' ist wieder ein Polynom, aber der Grad
von F'ist um Eins kleiner als der von P. Sei nun zy eine Nullstelle von P,
also P(zp) = 0. Dann ergibt Polynomdivision, dass P(z) = (z — 29)F(2).
Wendet man den Fundamentalsatz wiederholt an, so erhédlt man Kon-
stantanten Ay, ..., A\, € C (nicht notwendigerweise alle verschieden), so dass

Pz)=an-(z—X\) (2= A\n) .

(Details?) Also gilt: ,,Jedes nicht-konstante komplexe Polynom zerfillt in
Linearfaktoren.“ Man iiberlegt sich weiter, dass die \; bis auf Reihenfolge
eindeutig sind.

94



Index

Abbildung, 6

abgeschlossene Hiille, 30

abgeschlossene Menge, 28

Ableitung einer Funktion, 76, 89

Ableitung hoherer Ordnung, 86

Abschluss, 30

Absolutbetrag (komplexe Zahl),
24

Absolutbetrag (reelle Zahl), 24

absolute Konvergenz, 54

Abstandsfunktion, 26

beschrankt, 12
beschrinkte Funktion, 68
beschrankte Menge, 35
Betrag (komplexe Zahl), 24
Betrag (reelle Zahl), 24
bijektiv, 7

Bildbereich, 6

Cauchy Folge, 42

Cauchy-Produkt von Reihen, 56

Cauchy-Schwarzsche Ungleichung,
91

Cosinus, 59

Dedekind Schnitt, 20
Definitionsbereich, 6
Dezimalschreibweise, 17
Differenzierbarkeit fiir reelle
Funktionen, 76, 89
divergente Folge, 37
divergente Reihe, 47
Dreiecksungleichung, 26

Euklidische Norm, 25
Eulersche Zahl, 58
Exponentialfunktion, 58
Exponentialreihe, 58

Familie von Mengen, 29

95

Folge, 37
Fundamentalsatz der Algebra, 92
Funktion, 6

geordneter Kérper, 10

glatte Funktion, 87

gleichméBig stetige Funktion, 70
Glieder einer Reihe, 47

Graph einer Funktion, 7
Grenzwert, 37

Grenzwert, an einer Stelle, 60

Héufungspunkt, 28
Heine-Borel, Satz von, 36
Hermitesche Norm, 25

Imaginarteil, 20
induzierte Metrik, 27
Infimum, 12
injektiv, 7

innerer Punkt, 27
Interval, 27

Inverses, 7
invertierbar, 7

kartesisches Produkt, 5
Kettenregel, 78

Koeffizienten einer Potenzreihe, 52
Korper, 9

kompakte Menge, 32

komplexe Konjugation, 19
komplexe Zahl, 18

konvergente Folge, 37
Konvergenzradius, 52

Koordinate, 20

I’Hospitalsche Regel, 83
leere Menge, 4

Limes, 37

Limes inferior, 46
Limes superior, 46



Logarithmus, 72

lokales Extremum einer Funktion,
80

lokales Maximum einer Funktion,
80

lokales Minimum einer Funktion,

80

Majorantenkriterium fiir Reihen,
48

Metrik, 26

metrischer Raum, 26

Mittelwertsatz, 81

monoton fallende Folge, 44

monoton fallende Funktion, 71

monoton steigende Folge, 44

monoton steigende Funktion, 71

monotone Folge, 44

monotone Funktion, 71

obere Schranke, 12
offene Menge, 28
offene Uberdeckung, 31

Partialsummen einer Reihe, 47
Polardarstellung, 91
polynomiale Funktion, 66
Potenzmenge, 4

Potenzreihe, 52

Quotientenkriterium, 50

Radius einer Umgebung, 27
rationale Funktion, 66
Realteil, 20

reelle Zahl, 21

Reihe, 47

96

Schwarzsche Ungleichung, 25

Sinus, 59

stetige Funktion, an einer Stelle,
63

stetige Funktion, auf einer Menge,
63

streng monotone Funktion, 71

Summanden einer Reihe, 47

Summe einer Reihe, 47

Supremum, 12

Supremums-Eigenschaft, 13

surjektiv, 7

Taylorpolynom, 87
Taylorreihe, 89
Taylorscher Satz, 87
Teilfolge, 41
Teilfolgengrenzwert, 41

Umgebung, 27

Umgebung von 400, 73
umkehrbar, 7

Umkehrfunktion, 7

Umordnung von Reihen, 54
uneigentlicher Grenzwert, 74
untere Schranke, 12

Urbild, unter einer Funktion, 64

Vektor, 20
Verkettung von Funktionen, 6
vollstandiger Raum, 43

Weierstraf, Satz von, 36
Wertebereich, 6
Wurzelkriterium fur Reihen, 50

Zwischenwertsatz, 66



	Mengen, etc
	Operationen auf Mengen
	Funktionen

	Die reellen Zahlen
	Geordnete Körper
	Eigenschaften der reellen Zahlen
	Dezimalschreibweise
	Komplexe Zahlen
	Konstruktion von R

	Metrische Räume
	Betrag und Norm
	Offene und abgeschlossene Mengen
	Kompakte Mengen

	Folgen und Reihen
	Konvergenz
	Cauchy Folgen
	Monotone Folgen, einige Grenzwerte
	Limes Superior und Limes Inferior
	Reihen
	Wurzel- und Quotientenkriterium
	Potenzreihen
	Alternierende Reihen
	Absolute Konvergenz und Umordnung
	Produkte von Reihen
	exp, sin, cos

	Stetigkeit
	Grenzwerte von Funktionen
	Stetigkeit von Funktionen
	Stetig und kompakt
	Monotone Funktionen
	Grenzwerte und Unendlich

	Differentiation
	Definition der Ableitung
	Mittelwertsätze
	Die l'Hospitalsche Regel
	Der Taylorsche Satz
	Vektorwertige Funktionen
	Fundamentalsatz der Algebra


