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11 Lebesgue Mafl und Integration

Dieses Kapitel folgt hauptsichlich [Kap. 11 aus Rudin].

11.1 Mengenfunktionen

Wir setzen _
R =R U {—o00,00}

und vereinbaren die Ordnungsrelation —oo < x < oo fiir alle x € R (zusam-
men mit der {iblichen Ordnung auf R), sowie die Rechenregeln

co+c = o0 (c € R\ {—o0})
—00o+c = —00 B (ce R\ {o0})
) iceER,c>0
e = {—oo ceR,e<0
1/(£o0) = 0

Nicht definiert sind oo — 00, 0 - 00, 1/0. Sei r € R.

Die Menge (r,00) U {oo} ist eine offene Umgebung von oo, die Menge
(—o0,7) U {—0oc} ist eine offene Umgebung von —oo. Fiir eine Folge a,, € R
definieren wir damit die Ausdriicke

lim a,, = o0 .
n—roo

Erinnerung: Fiir eine Menge (2 ist die Potenzmenge die Menge der Teil-
mengen von )

PQ) = {U|U c Q}.

Ziel dieses Abschnittes ist es, eine Theorie zu entwickeln, die Teilmengen
von R? ein ,, Volumen® zuordnet. Die folgenden Beispiele sollen illustrieren,
warum man dies nicht fiir alle Teilmengen gleichzeitig schaffen kann. Beide
benutzen das Auswahlaxiom.

Beispiel 11.1.1. Frage: Gibt es V : P(R) — R, sodass
(a) V(la,b]) =b—a fiir b > a,
(b) V(U 4 a) =V(U) fiir a € R (Translationsinvarianz),

(c) Fiir U; C R, i € N paarweise disjunkte Teilmengen gilt V(| J'~, U;) =
Y2 V(U;) (abzihlbare Additivitit)



gilt?
Antwort: Nein.
Gegenbeispiel: Fiir r € [0,1] setze M, = Q + r. Dann ist UTE[O,I] M, = R,
aber die M, sind nicht disjunkt, z.B. gilt My = M%.

Wihle X C [0,1], sodass J,cy M, = R, aber nun M, N M, = ( fiir
r,s € X, r # s. (Welche Variante des Auswahlaxioms benutzen wir hier?)

Wihle eine Bijektion N — Q N [—1, 1], also eine Abzdhlung ¢4, g2, g3, - - -
der rationalen Zahlen im Intervall [—1,1]. Setze nun

Fiir i # j ist dann U; N U; = ) (Warum?), und fir A = (J;2, U; gilt
0,1] c AcC[-1,2].

(Wieso gilt die erste Inklusion? Und warum ist es wichtig, dass die ¢; in
[—1,1] liegen und nicht z.B. in [0, 1]7)

Das Problem ist jetzt folgendes. Wegen der Inklusionen oben muss gelten
1 < V(A) <3 (Wie folgt das aus (a)—(c)?) Andererseits ist wegen (b) auch
V(U;) = V(U;) fiir alle 4, j € N. Nach (c) ist V(A) = >.2, V(U;), und da alle
V(U;) gleich sind, ist dies entweder 0 oder oo, aber liegt niemals zwischen 1
und 3.

Nebenbemerkung zur Information: Frage: Gibt es V : P(R3) — Rxq, sodass
(a) V([0,1%) =1,
(b) V(U) = V(U + a) fiir alle @ € R3 und V(U) = V(R(U)) fiir jede Rotation
R € SO(3). (Translations- und Rotationsinvarianz),
(c) Fiiralle UyW CR3mit UNW = gilt V(UUW) =V(U) + V(W) (endliche
Additivitit)
gilt?
Antwort: Nein.
Gegenbeispiel: Das Banach-Tarski Paradox. Sei B = {z € R?||z| < 1} der abge-
schlossene Einheitsball. Kurz gesagt: Man kann B in fiinf disjunkte Teilmengen
zerlegen,
B=AU---UA;5,
wobei A; N A; = () fiir i # j, und fiinf Isometrien F; : R — R3 finden, alle
Kompositionen aus Translation und Rotation, so dass F; (A1), ..., F5(As) immer
noch paarweise disjunkt sind, und

Fl(Al)U~-'UF(A5):BU(B+Y,V) , U:(SOO) .
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Aus einem Einheitsball sind also durch geschicktes zerteilen, und drehen und ver-
schieben der Teile zwei Einheitsbille geworden. Das ist ein Widerspruch zur Exi-
stenz von V', da wegen (a) V(B) > 0 gelten muss, und wegen (b) und (c), dass

V(B)=V(A1)+--+V(A45) =V(F(A1)) + -+ V(F(45)) =2V(B) .

Die Idee der Konstruktion der Zerlegung von B ist recht einfach, die Details
sind dann aber sehr technisch (siehe z.B. —wikipedia oder das Buch ,, The Banach-
Tarski paradox* von Tomkowicz und Wagon). Hier geben wir daher nur kurz die
Idee:

1. Betrachte die freie Gruppe F5 in zwei Erzeugern a, b. Diese kann man zerle-
gen als
Fy={e} UW,UW,-1 UW U W1 ,

wobei W, fiir (gekiirzte) Worte in den Erzeugern steht, die mit « beginnen.
Nun muss man sich iiberzeugen, dass

Fy =W, U (aW,-1) sowie Fy=W,U (bWy-1),
jeweils als disjunkte Vereinigung.

2. Es gibt injektive Gruppenhomomorphismen F» — SO(3). Z.B. indem man
a und b auf Rotationen um geeignete irrationale Winkel um verschiedene
Achsen abbildet. Sei ¢ : Fy < SO(3) ein solcher Gruppenhomomorphismus
und H = ¢(F3) das Bild von Fs.

Der Rand S? von B zerfillt jetzt in H-Orbits. Sei X C S? ein Repriisentatensystem

der Orbits. Dann gibt es also fiir jeden Punkt p € S? genau ein € X und
ein (nicht unbedingt eindeutiges) h € H, sodass p = h.z. Setze

Co=X, Cy,=W,X firge {a,a',bb'}.
Dann C; C S? und es gilt per Konstruktion, dass
S2=C,UC,UC,-1UC,UCy-1,

sowie

5% =C,U(a.Cy-1) sowie S? =CyU (b.Cy-r) .

Um von S? auf B zu kommen, ersetzt man p € S? durch den Radius von 0
zu p € S? (aber ohne den Punkt 0).

3. Ab jetzt fingt das Gebastel an. Zum einen hat man das Stiick C, nicht
benutzt. Schlimmer ist, dass die einzelnen Stiicke Cj nicht disjunkt sind.
Allerdings kann dies nur bei x € X passieren, die einen nicht-trivialen Sta-
bilisator in H haben (Warum?). Dies kann man alles reparieren, aber das
machen wir hier nicht.


https://en.wikipedia.org/wiki/Banach-Tarski_paradox

Definition 11.1.2. Sei 2 eine Menge, und sei R C P ().

(i) R heifit Ring (auf Q2), falls R nicht leer ist, und falls fiir alle A, B € R
gilt:
AUBeR , A\BeR.

(ii) R heifit o-Ring, falls R ein Ring ist, und fiir alle A; € R, i € N gilt:
U4 e rR.
i=1

(iii) Eine (0-)Algebra (auf Q) ist ein (o-)Ring, der €2 enthilt.
Bemerkung 11.1.3.

(1) Sei R ein Ring. Dann gilt € R und fiir alle A, B € R auch ANB € R.
(—Ubung [Z1A3])

(2) Sei R ein o-Ring. Fiir alle A; € R, i € N gilt (—Ubung [Z1A3]):
(4 € R.
i=1

(3) Sei (R:)zex eine durch X indizierte Familie von Ringen auf einer Menge
Q. Dann ist auch R = (),.y R, ein Ring auf Q. Das gleiche gilt ana-
log auch fiir o-Ringe und (o-)Algebren. (Warum? Stimmt das auch fiir

UCL‘EX Rz?)

(4) Wegen Teil 3 gibt es fiir eine beliebige Teilmenge S C P(2) einen klein-
sten Ring (oder kleinsten o-Ring, kleinste (o-)Algebra) R(S), der S
enthélt, ndmlich

R(S) = [ R.

R Ring,SCR
Der Durchschitt ist nicht leer, da zumindest R = P(2) erlaubt ist.

Beispiel 11.1.4.
(1) Fiir jedes Q ist P(Q2) eine o-Algebra.

(2) Fir A € Qist R = {0}, A} ein o-Ring, aber keine Algebra, und R =
{0,A,Q\ A, Q} ist eine o-Algebra.

(3) Alle endlichen Teilmengen von R sind ein Ring aber kein o-Ring. Alle
endlichen oder abzéhlbar-unendlichen Teilmengen von R sind ein o-Ring.
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(4) Die offenen Teilmengen von R bilden keinen Ring.

Definition 11.1.5. Sei R ein Ring. Eine Mengenfunktion (auf R) ist eine
Funktion ¢ : R — R, sodass

e entweder +o0o oder —oo nicht im Bild von ¢ enthalten sind, und
e ¢ nicht nur den Wert +o0o oder nur den Wert —oo annimmt.

Sei nun ¢ eine Mengenfunktion auf R.

e ¢ ist additiv, falls fiir alle A, B € R mit AN B = () gilt
P(AUB) = ¢(A) +¢(B) .

e Fiir einen o-Ring R heifit ¢ abzdhlbar additiv oder auch o-additiv, falls

=1 =1

Bemerkung 11.1.6. Sei ¢ eine additive Mengenfunktion auf einem Ring R.

(1) o(0) = 0.

[ Fiir jedes A € Rgilt AUD = Aund ANO = @. Somit
H(A) = p(AUD) = ¢(A) + (D). Per Annahme an ¢ gibt es ein
A, sodass ¢(A) # +oo. Dann ist die vorherige Gleichung nur
fir ¢(0) = 0 erfillt.

(Fiir ¢(A) = oo wiire auch ¢()) = oo erlaubt.) |

(2) Per Induktion gilt fiir paarweise disjunkte Aj,..., A, € R, dass ¢(A; U
o UA,) = o(Ar) 4+ B(Ay).

(3) Fiir (nicht unbedingt disjunkte) A, B € R gilt
¢(AUB) + (AN B) = ¢(A) + ¢(B) .
Falls A C B und ¢(A) # +o0, so gilt
d(B\A)=0o(B) —o(A) .

Falls ¢(A) > 0 fiir alle A € R, so folgt aus A C B, dass ¢(A) < ¢(B).
(—=Ubung [Z1A3])



(4) Wenn man fiir ¢ gleichzeitig die Werte +o00 und —oo erlauben wiirde,
dann kann auf der rechten Seite in der Additivitdtsbedingung der Fall
oo—o0 auftreten, was nicht definiert ist. Spater werden wir uns hauptséichlich
mit Mengenfunktionen befassen, die iiberall > 0 sind.

(5) o-additive Mengenfunktionen sind automatisch auch additiv. (Warum? @
Hinweis: Teil (1).)

(6) In der Definition von o-additiv hiangt A offensichtlich nicht von der Rei-
henfolge der Mengen A; ab. Damit muss dann auch die Summe der Rei-
he Y7, #(A;) unabhéngig von der Reihenfolge sein. Das geht aber nur,
wenn die Reihe absolut konvergiert. (Warum?) @

Beispiel 11.1.7.
(1) Fir R = P(N) ist die Funktion
¢(A) = ,Anzahl der Elemente in A“

eine o-additive Mengenfunktion mit Werten in Rsq. (Warum? Funktio- @
niert das gleiche ¢ auch mit R statt N?)

(2) Fir R = P(N) ist die Funktion

,Anzahl der Elemente in A“ ;A endlich
¢(A) = .
—00 ; A unendlich

eine additive Mengenfunktion, die nicht o-additiv ist. (Warum? Kann @
man statt —oo auch andere Werte nehmen?)

(3) Seip € R. Fiir R = P(R) ist

17 A
¢<A>={O -y

eine o-additive Mengenfunktion mit Werten in Rsq. (Warum?) @

Satz 11.1.8. Sei R ein o-Ring und ¢ eine o-additive Mengenfunktion auf
R. Seien A; € R, i € N, sodass A C Ay C A3 C ..., und sei A = ;= 4;.
Dann gilt

lim ¢(A,) = ¢(A) .

n—oo



Beweis. Setze By = Ay und B, = A, \ A, fiir n > 2, sodass 4, = B; U
---UB, und B; N B; =0 fiir i # j. Es gilt

i=1

und damit nach o-Additivitdt von ¢, dass

6(A) =D _o(B) = lim > 6(B;) = lim 6(A,) .

11.2 Das Lebesgue-Maf3

Ziel ist es, eine g-additive Mengenfunktion A auf bestimmten Teilmengen des
R? zu definieren, die wir als Volumen interpretieren werden.

Satz 11.2.1. Sei B die kleinste o-Algebra auf R?, die alle offenen Mengen
erhilt (siehe Bemerkung 11.1.3 (4)). Auf B gibt es eine eindeutige o-additive
Mengenfunktion A : B — R>( mit folgenden Eigenschaften:

(i) A ist translationsinvariant, d.h. fiir alle v € R? und M € B gilt A(M +
v) = A(M)

(i) Sei ay,...,aq € Rsg und sei I = {p € R*|0 < p; < a;} der abgeschlos-
sene Quader mit Seitenldangen ay, ..., aq. Dann A(I) = a1 - ay - - - aq.

Die so erhaltene Mengenfunktion A\ heifit das Lebesgue-Mafs auf B.

Der Beweis ist eine —Ubung [Z3A5], braucht aber noch das Material aus
diesem Kapitel und kommt daher erst spater.

Bemerkung 11.2.2.

(1) B enthélt insbesondere auch alle abgeschlossenen Mengen. Z.B. den ab-
geschlossenen Einheitsball B im R¢. Erstmal ist nicht so klar, welchen
Wert A(B) hat, aber aus dem obigen Satz wissen wir zumindest, dass
A(B) existiert und eindeutig ist.

(2) Die Mengenfunktion \ ist automatisch auch rotations- und spiegelungsin-
variant, d.h. fiir jedes R € O(n) und M € B haben wir A(R(M)) = A\(M).
Das ist nicht offensichtlich und wird erst in Kaptel 12.3 gezeigt werden.



(3) In der Tat werden wir A auf einer grofleren o-Algebra definieren als B,
dazu spéater mehr.

Jetzt machen wir uns auf den langlichen Weg, die Zutaten fiir die Kon-
struktion von A zu sammeln.

Definition 11.2.3.
(i) Ein Intervall im R? ist eine Menge der Form
{.IE]Rd’CLZ' Sl’l VAN Z; sz}

fiir a;,0; € R, a; < b;. Hier diirfen einige oder alle der ,<*“ durch ,, <*
ersetzt werden.

(ii) Eine Elementarmenge ist eine Vereinigung von endlich vielen Interval-
len. Die Menge aller Elementarmengen im RY nennen wir &.

Bemerkung 11.2.4.

(1) In der Definition ist a; = b; erlaubt. Auch in dem Fall kénnen alle Unglei-
chungen mit ,,<*“ gewéhlt werden, sodass () ein Intervall ist. Insbesondere

hek&.

(2) Ein Intervall im R¢ kann als Produkt von Intervalle in R geschrieben
werden, [ = I; X --- X Ig.

(3) Alle A € £ sind beschrinkte Teilmengen von R. Insbesondere ist € kein
o-Ring. (Warum?) @

Satz 11.2.5. &£ ist ein Ring.

Bewezs.
Beh.1: A Be& = AUuBef.

[ Klar. ]
Beh. 2: Fiir Intervalle 7, J im R? ist auch I N J ein Intervall.

[ Schreibe I = [} x -+~ Iy und J = J; X --- X Jy, wobei I; und
J; jeweils Intervalle in R sind. Fir © = (21,...,24) ist dann
x € INJ aquivalent zu z; € I; N J; fir alle i = 1,...,n. Somit ist
INJ= (L NJ)x--x(I;NJ;) wieder ein Intervall im RY. |

Beh.3: A,B€& = ANBeE.
[ Folgt aus Beh.1 und 2. (Wie?) | @
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Beh. 4: Fiir Intervalle I, J im R% ist T\ J € &.

[Dal\J=1I\({NJ)und I NJ nach 1) ein Intervall ist, konnen
wir 0.B.d.A. annehmen, dass J C I. Schreibe I = I; X --- I; und
J=Jy x---x Jg, und zerlege

L[ =KYUuKPUK?
in disjunkte Intervalle in R mit K ;2) = J;. Dann

I\NJ = U K" oo K

wobei die Vereinigung iiber alle d-Tupel (ay,...,aq) genommen
wird mit a; € {1,2,3}, ausser dem Tupel (2,2,...,2). Somit ist
I'\ J eine endliche (sogar disjunkte) Vereinigung von Intervallen. |

Beh.5: A, Be& = A\BeC.
[ Sei A= J;Z, [ und B = |Jj_, J;. Nach Beh. 4ist I;\ J; € €. Nach

Beh. 3 ist auch (\;_,(1; \ J;) € €. Letztendlich gilt (Warum?) @
A\B:U( (L—\Jj)) cc. |
=1 j=1

Beh.1 und 5 sind die beiden Eigenschaften, die wir fiir einen Ring nach-
weisen miissen. O

Sei I C R? ein Intervall. Wir definieren \(I) als das Produkt der Kan-
tenldngen. In der Notation von Definition 11.2.3 heifit dies

Hierbei ist es egal, ob in den einzelnen Ungleichungen in der Definition des
Intervalls I ,<* oder ,,<“ verwendet wird.

Im Rest des Kapitels werden wir A schrittweise auf immer gréflere Mengen
von Teilmengen von R? ausweiten. Das erste Ziel ist die Ausweitung von
Intervallen auf Elementarmengen.

Lemma 11.2.6. Fiir A € £ gibt es disjunkte Intervalle I,..., I, mit A =
LU---Ul,.

Der Beweis ist eine —Ubung [Z2A2].
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Lemma 11.2.7. Sei A € £ und seinen [4,..., [, paarweise disjunkte In-
tervalle, und Jp,...,J, paarweise disjunkte Intervalle, sodass sowohl A =
Uiz, i als auch A = J7_, J; gelten. Dann gilt

SOAML) =D M) -

i—1 j=1

Bewers. Die Idee ist: ,Zeige, dass beide Summen gleich der durch eine ge-
meinsame Verfeinerung gegebene Summe sind.“ Das Prinzip ,,gemeinsame
Verfeinerung® findet man in vielen Beweisen. Hier sieht es konkret so aus:

Sei I = K7 X --+ X K4, wobei jedes K; ein Intervall in R ist. Sei ferner
K, =U,K i(u) eine endliche disjunkte Vereinigung von Intervallen Ki(u) in R.

Beh.1: M) =Y MK o KMy

UL, Ud

[ Dies folgt aus der Definition von A. Ist ndmlich |Ki(u)| die Lénge

des Intervalls Ki(u), so ist die obige Gleichung gerade die Distri-
d

)= % (I

butivitdt der Multiplikation:
=1 g UT yenesUg =1 ) J

d

[T (3 ke
Sei I ein Intervall und I = J; U --- U J,, wobei die J; paarweise disjunkte
Intervalle sind.

Beh. 2: A(T) = 2", A(J;) .

Jj=1

[ Schreibe I = K x -+ x K4 wie in Beh.1. Zerlege die K; in

genug Intervalle K; = UuZ K Z-(ui), dass jedes J; als Vereinigung von

Intervallen K\ x - x K{"* geschricben werden kann. (Warum

geht das?) Dann ist jedes A(.J;) eine Summe wie in Beh.1 und
die Summe iiber j ergibt genau die Summe fiir A(I) nach Beh. 1.
(Details?) ]

Jetzt zeigen wir die Aussage des Lemmas. Nach Beh.2 im Beweis von
Satz 11.2.5 ist K;; = I; N J; ein Intervall. Es gilt I; = U;L:1 K;; disjunkt, und
daher nach Beh. 2, dass

A1) = Z A(KG;)

Somit ergibt sich

m m n

DAL =3 Y MKy) .

=1 1=1 ]:]_
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Fangt man mit J; = |J;-, K;; an, so erhélt man den gleichen Ausdruck fiir
21 AL;)- O
Nach Lemma 11.2.7 ist die folgende Definition sinnvoll: Fiir A € £ sei

A(A) = ZA(L) :

wobei A = I U---UI, eine beliebige Zerlegung von A in disjunkte Intervalle
ist.

Satz 11.2.8. X\ : £ — R ist eine additive Mengenfunktion.
Beweis. Seien A, B € £ mit AN B = (. Seien A =", [; und B=J", J;

=1
disjunkte Zerlegungen in Intervalle. Da ANB = () ist auch AUB = (U;~, I;)U
(UjZ, J;) eine disjunkte Zerlegung in Intervalle. Per Definition von A gilt

dann A(AUB) = Y71 ML) + 202, A(Jj), also A(AUB) = A(A)+A(B). O

Definition 11.2.9. Eine additive Mengenfunktion p : & — Rsq heifit re-
guldr, falls gilt: Fiir alle A € £ und € > 0 gibt es F' € £ abgeschlossen und
G € & offen mit FF C A C G und

w(G)—e < p(Ad) < p(F)+e.
Beispiel 11.2.10.
(1) Betrachte die Mengenfunktion ¢ : &€ — Rsq, ¢(A) = 1 falls 0 € A und

®(A) = 0 sonst (vergleiche Beispiel 11.1.7(3)). Dann ist ¢ additiv und
reguldr. (Warum?)

(2) Sei d = 1, so dass wir Elementarmengen £ in R ansehen. Definiere ¢ :
E — R wie folgt. ¥(A) = 1 falls es ein € > 0 gibt mit (0,¢) C A und
¥(A) = 0 sonst. Dann ist ¢ additiv (Warum?). Aber ¢ ist nicht regulér,
wie man an der Wahl A = {0} erkennt.

(3) A ist regulir. (—Ubung [Z2A2])

(Welche von den Mengenfunktionen in (1)—(3) wéren reguldr, wenn man in
der Definition statt dessen gefordert hétte, dass auch F' offen ist? Oder G
abgeschlossen?)

Definition 11.2.11. Sei i : £ = R eine additive reguldre Mengenfunktion
(die nur endliche Werte annimmt). Das duflere Mafl zu p ist definiert als, fiir
M c R,

w (M) = inf{iu(/ln) A, € & offen, M C [j An} )
n=1 n=1

(Warum existiert das Infimum?)

13



Bemerkung 11.2.12.

(1) p* ist fiir alle Teilmengen vom R? definiert.

(2) Fiir alle M C R? gilt p*(M) > 0. Fiir alle M, N C R? mit M C N gilt
p* (M) < p*(N) (Warum?).

(3) Mengen in & sind beschrinkt, also sind die abgeschlossenen Mengen
in £ auch kompakt. Die Bedingung in der Definition von p*, dass A,

offen sein muss, benutzen wir gleich in einem , kompakt hat endliche
Teiliiberdeckung* Argument.

Satz 11.2.13. Sei p : £ — Ry additiv und regulér. Fiir alle A € £ gilt
p(A) = u(A).
Beweis. Beh.: p*(A) < u(A) .
[ Sei € > 0 beliebig. Da u regulér ist, gibt es G € € offen mit A C G
und p(G) —e < u(A). Wegen seiner Definition als Infimum ist
p*(A) < u(@). Insgesamt also
Ve >0: p*(A) —e < pu(A) . ]
Beh.: p*(A) > u(A) .

[ Sei e > 0 beliebig. Da p*(A) die grofite untere Schranke ist, gibt
es offene Menge A,, € £ mit A C |J; 2, A, und

S plA) < (A4 + e

Da p reguldr ist, gibt es eine abgeschlossene Menge F' C A mit
p(A) < p(F)+e. Da A beschrinkt ist, ist auch F' beschrénkt, und
somit kompakt. Die (A, ),en bilden eine offene Uberlagerung von
F. Wir koénnen eine endliche Teiliiberlagerung finden, und diese
sei obdA gegeben durch Ay, ..., Ay. Da p additiv ist, erhalten
wir
p(F) < p(Ar) + -+ p(An) -

(Warum? Und warum mussten wir erst zu endlich vielen A,
iibergehen?) Insbesondere gilt

u(F) <3 (A, |

Insgesamt also

Ve >0: u(A) < p*(A)+ 2. |
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Satz 11.2.14. (Subadditivitét des dueren Mafles)
Sei 1 : €& — Rsq additiv und regulér. Seien M, C R? (n € N) und M =

U>2, M,,. Dann
<> (M,
n=1

Beweis. Hier benutzen wir den 27 "¢-Trick, den wir noch ein paar Mal ver-
wenden werden.

Sei € > 0 beliebig. Wegen der Definition von p*(M,) als Infimum gibt es
offene Mengen A™ € &, sodass M, c |, A™ und

> (A" <t (My) + 27"

Nun ist per Konstruktion die Familie (AE") )inen eine offene Uberdeckung von
M. Jetzt miissten wir eine Abzédhlung wéhlen und die unendliche Reihe bil-
den. Aber bei absolut konvergeten Reihen kénnen wir umordnen (Satz 4.9.6),
also konnen wir schreiben

) < ngnooz Z“ (A™) 2 i (iu(/xg"))) < i <,u*(Mn) + 2—"5)
n=1 =1 n=1 i=1 n=1
S =c+ fj (M)

Da dies fiir jedes € > 0 gilt, folgt die Behauptung.

Nun noch ein Wort zu (x). In der Tat ist dies sogar eine Gleichheit.
Das folgt aus dem groflen Umordnungssatz fiir absolut konvergente Reihen
(siehe ,Nebenbemerkung zur Information® unter Bemerkung 4.9.7). Aber den
wollen wir spéter mittels Lebesgue-Integration beweisen, da diirfen wir ihn
hier nicht schon benutzen. O

Beispiel 11.2.15. Betrachte den Fall d = 1 und g = A. Dann ist \* auf ganz
P(R) definiert. Nach Satz 11.2.13 gilt A\*([a, b]) = A([a,b]) = b — a fir b > a,
und A\* ist translationsinvariant (Warum?). Nach Beispiel 11.1.1 kann A\* also
nicht abzéhlbar additiv sein, und es muss eine Wahl von (M, ),en geben, wo
die Abschéitzung in Satz 11.2.14 wirklich ein ,<“ ist.

Hier ist so eine Wahl: Betrachte die Mengen X und U; aus Beispiel 11.1.1.
Da A* translationsinvariant ist, gilt A*(U;) = A*(X) fiir alle 7. Da [0,1] C
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\J; U; folgt (mit Bemerkung 11.2.12(2)) auch

1=2([0,1]) < A(GU) < iA*(U

Also M*(X) > 0 (sonst wire die rechte Seite Null).
Setze nun M; = U; und M = | J, U;. Aus Beispiel 11.1.1 wissen wir M C
[—1, 2], also
(M) < N ([-1,2]) =3.

Anderseits gilt
Z XM, Z N(X) =
Lemma 11.2.16. Sei M C R hichstens abzihlbar. Dann A\*(M) = 0.

Beweis. Sei M = {my,ma,...}. (M ist endlich, wenn die m; nur endlich
viele verschiedene Werte annehmen. Ansonsten ist M abzéhlbar.) Sei e > 0
beliebig. Wihle offene Intervalle I, (n € N) so dass m,, € I, und A(,,) <
€27". Dann gilt

(1) (2)

N (M) < A (U <Z)\* 3)§:A(1n)§§352—"=5
n=1 n=1

wobei (1) nach Bem. 11.2.12.2 gilt, (2) folgt direkt aus Def. 11.2.11, da | J. -, I,,
eine abzéhlbare Vereinigung offener Elementarmengen ist, und (3) ist gerade
Satz 11.2.13. ]

Definition 11.2.17.

(i) Sei 2 eine Menge und A, B C Q. Die symmetrische Differenz von A
und B ist
AAB = (A\B) U (B\ A4).

(i) Sei p: & — Rsp additiv und reguliir. Fiir A, B C R? setzen wir
d(A,B) = u*(AAB) .
Bemerkung 11.2.18.

(1) Seien A, B C R%, sodass mindestens eines von p*(A) und p*(B) endlich

ist. Dann
|u*(A) = p*(B)| < d(A, B) .

—Ubung [Z2A2].
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(2) Fiir A,B,C C R gilt d(A,B) = d(B,A) und d(A,C) < d(A,B) +
d(B,C). Ferner gilt fiir A, B’ C R,

d(AUA", BUB") < d(A,B)+d(A",B'),
und genauso fiir ,N* statt ,U“. (—Ubung [Z2A2])

(3) Teil 2 zeigt, dass man fiir jedes p eine Halbmetrik d auf P(R?) erhilt.
Eine Halbmetrik erfiillt alle Eigenschaften einer Metrik aufler d(A, B) = 0
= A=0.

Betrachte zum Beispiel p = A und d = 1. Dann d([0, a], [0,b]) = |a — b|,
aber auch d([0,1],(0,1)) = 0. Allgemeiner zeigt Lemma 11.2.16, dass
d(A, B) =0, falls AAB abzahlbar ist.

(4) Eine Teilmenge A C R? heifit Nullmenge (bzgl. 1), falls p*(A) = 0. Fiir
A, B C R? gilt d(A, B) = 0 genau dann, wenn man A durch Weglassen
und Hinzunehmen von Nullmengen in B iiberfiihren kann. (Warum?) @

Definition 11.2.19. Sei A C R<.

(i) Fiir eine Folge (A,)nen, A, € P(R?) von Teilmengen schreiben wir
A, — A falls lim,, . d(A4, A4,) = 0.

(ii) A heiit endlich p-messbar, falls es A,, € £ (n € N) gibt, sodass A,, — A.
Die Menge der endlich p-messbaren Mengen nennen wir M. (p).

(i) A heiit p-messbar (oder kurz messbar), falls es B, € M.(u) (n € N)
gibt, sodass A = J 7, B,. Wir schreiben

M(p) = {ACR ‘ A ist p-messbar } .

Bemerkung 11.2.20.
(1) Jede Nullmenge (bzgl. u) ist endlich y-messbar. (Warum?) @

(2) Es gilt Me(n) C M(p).
Beh.: Endlich p-messbare Mengen haben endliches dufleres Maf3.

Wir zeigen eine etwas allgemeinere Aussage. Seien A, C R? (n € N) mit
p(A,) < oo und A, — A.

Beh.: lim,, o 1*(Ay) = p*(A) und p*(A) < .
[ Der erste Teil der Behauptung folgt aus |u*(A,) — p*(A)| <
d(A,, A) (Bemerkung 11.2.18 (1)). Der zweite Teil folgt, da fiir

pw(A) = oo gelten wiirde, dass |u*(A4,) — pu*(A)| = oo fiir alle
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Satz 11.2.21. Sei p : € — Ry additiv und reguldr. Dann ist M(u) eine
o-Algebra, und p* ist o-additiv auf M (u).

Der Beweis folgt am Ende des Kapitels.
Definition 11.2.22.

(i) Ein Mafraum ist ein Tripel (€2, M, pu), wobei Q eine Menge ist, M
eine o-Algebra (die messbaren Mengen in Q), und p : M — Rsq eine
o-additive Mengenfunktion (das Maf auf 2).

(ii) Eine Menge N € M mit u(N) = 0 heifit Nullmenge.
Beispiel 11.2.23.

(1) Nach Satz 11.2.21 macht jedes regulire, additive p : & — Rs den R? zu
einem MaBraum mit Q = R4, M = M(p) und pu = p*.

(2) Sei p € R* und ¢ : £ — Rsg gegeben durch ¢(A4) = 1 falls p € A
und ¢(A) = 0 sonst (siehe Beispiel 11.2.10(1)). Dann ist jede Menge
endlich ¢-messbar (Warum?). Der resultierende Mafiraum ist Q = RY,
M = P(R?) und fiir eine beliebige Teilmenge A C R? gilt ¢*(A) = 1,
falls p € A und ¢*(A) = 0 sonst (Warum?).

m Fiir Mengen M € M(u) schreiben wir ab jetzt p(M) anstelle von p*(M).

Diese Notation ist sinnvoll wegen Satz 11.2.13: Fir M € &£ gilt u(M) =

p*(M).

Definition 11.2.24. Fiir Q@ = R?, = A\ und M = M(}) heifien Mengen in
M Lebesgue-messbar und X : M(X) — R heiBt das Lebesgue-Maps.

Definition 11.2.25. Die Borel-o-Algebra B ist die kleinste o-Algebra, die
alle offenen Mengen im R enthilt. Elemente von B heissen Borel-Mengen.

Bemerkung 11.2.26. Sei i : £ — R additiv und regular.
(1) Es gilt B C M(u). (—Ubung [Z3A2])

(2) Jedes M € M(p) ist die Vereinigung einer Borel-Menge und einer Null-
menge (bzgl. ). (—Ubung [Z3A2])

Beweis von Satz 11.2.21. Fiir diesen Beweis benutzen wir wieder p nur auf
Elementarmengen und p* fiir allgemeine Mengen.

Beh. 1: M, (u) ist ein Ring.
(—Ubung [Z3A2])

Beh. 2: p* ist additiv auf M. (u).
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[ Seien A, B € M,(u1) beliebig. Setze p = p*(AU B) + pu*(AN B)
und ¢ = p*(A) + p*(B). Wir werden zeigen, dass p = ¢. Fiir
AN B =) folgt die Behauptung.

Wahle A, B, € &, sodass A, — A und B, — B. Setze p, =
(A, U By,) + u(A, N B,) und q, = u(A,) + p(B,) Da p additiv
ist, gilt p, = ¢,. Nach Satz 11.2.13 kann man in p, und ¢, auch
u durch p* ersetzen.

In Bemerkung 11.2.20 (2) haben wir gesehen, dass aus A, — A
folgt, dass p*(A,) — p*(A). Also lim, . ¢, = q.

Kombiniert man Teile 1 und 2 von Bemerkung 11.2.18, sieht man,
dass A,N B, — AN B, und genauso fiir ,U“ (Details?). Also auch
Gn — 4.

Da p, = q, folgt nun p = ¢ im Grenziibergang n — oc.

Beh. 3: Fiir A, € M.(i) (n € N) paarweise disjunkt gilt
w(UJA) =D w4
n=1 n=1
[ Setze A = |~ An. Aus Subadditivitit von p* (Satz 11.2.14)

wissen wir p*(A) < 377 1 (A,).

Andererseits haben wir in Beh. 2 endliche Additivitdt schon ge-

zeigt, also
N

(AU U AY) = 3 (An)

i=1
Da AyU---UAx C A folgt p* (A U---UAy) < p*(A) (Bemer-
kung 11.2.12(2)). Also gilt fiir jedes N, dass

N
S (A < (A)
i=1
Fir N — oo folgt, dass >~ u*(4,) < p*(4).

Beh.4: Fiir A € M(u) gilt: A € M (u) & p*(A4) < .
[ Die Richtung ,=* ist Bemerkung 11.2.20 (2).

Fiir ,<=“ kann man wie folgt vorgehen. Da A € M (u), kann man
A, € M.(p) finden, sodass A = (J7, A,. Die A, sind nicht

notwendigerweise disjunkt, aber wir kénnen setzen

B1:A1 5 Bn:An\(AlLJUAn_l)
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Nach Beh.1 ist M.(u) ein Ring, und somit gilt B, € M.(u)
fir alle n € N. Nun ist A = |J)_, B, mit paarweise disjunkten
Mengen B,,, und nach Beh. 3 haben wir

p(A) = 3 (Ba)

Insbesondere ist die Summe der Reihe endlich (da per Annahme
p(A) < 00).

Setze Cy = By U---U By. Dann auch Cy € M, (p). Ferner gilt

acx )= ( U B)= Y wiB).

n=N-+1 n=N+1

Fiir N — oo geht die Reihe auf der rechten Seite gegen Null (da
die Reihe fiir N =1 konverg'}.ert). Also Cy — A. Dies impliziert
bereits, dass A € M.(u) (—Ubung [Z3A2]). ]

Beh. 5: M(u) ist eine o-Algebra.

[ R € M(p) ist klar.

Abzéhlbare Vereinigungen: Sei A,, € M(p). Dann A,, = [J;—, B,(C")
fiir geeignete B,(cn) € Mc(p), und U, An = U, B,(Cn) ist immer
noch abzahlbar.

Differenzen: Seien A, B € M(u) mit A =2, 4;, B =2, Bj,
wobei A;, Bj € M.(u). Dann A;NB; € M. (p) und J32, AiNB; =
A; N B. Also A;N B € M(u). Aber p*(A; N B) < p*(4;) < 0.
Nach Beh. 4 gilt also sogar A; N B € M, (u). Letztendlich

A\B:OAi\B:GAi\(AiOB),

und A4; \ (A4; N B) € M.(n). Also A\ B € M(p). |

Beh. 6: p* ist o-additiv auf M(u).

[ Sei M € M(pu) mit M = |J~, M,, wobei die M, € M(u)
paarweise disjunkt sind.

Falls pu*(M,,) = oo fiir ein n, dann auch p*(M) = oo, und aus der
Identitét bei o-Additivitét wird oo = oo.
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Falls p*(M,) < oo fiir alle n, dann M,, € M. (u) und nach Beh. 3
gilt

pr(M) =" p*(M,) . |

Mit den Ergebnissen aus diesem Kapitel kann man jetzt auch Satz 11.2.1
beweisen. (—Ubung [Z3A5])

11.3 Messbare Funktionen
In diesem Kapitel sei ein Mafiraum (2, M, u) fix gewéhlt.

Beispiel 11.3.1. Zwei Beispiele, die wir besonders betrachten wollen, sind:
(1) R? mit Lebesgue-messbaren Mengen und Lebesgue Maf (Def. 11.2.24).

2) Q = Z% mit M = P(Z%) und u(A) = (Anzahl der Elemente in A)
(Bsp.11.1.7(1)). Und das gleiche Beispiel mit N statt Z.

Definition 11.3.2. Eine Funktion f :  — R heifit messbar, falls die Mengen
{r e Q] f(x) > a}

fiir alle @ € R messbar sind.

Bemerkung 11.3.3.

(1) Statt ,,f(x) > a* kann man &dquivalent auch andere Bedingungen neh-
men. Z.B.:

Beh.: f ist messbar genau dann, wenn fiir alle a € R die Menge {x €
Q| f(x) > a} messbar ist.

[ =: Setze M, = {z|f(z) > a— +}. Da f messbar ist, sind alle
M,, messbar. Es gilt

(M, = {z€Q|f(x) >a}.

Da M eine o-Algebra ist, ist auch der abzéhlbare Durchschnitt
messbar (Bemerkung 11.1.3 (2)).

«: Ahnlich. (Details?) |
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Genauso kann man #quivalent die Bedingungen f(z) < a und f(x) < a
verwenden. (Warum?) @

(2) Seip: & — Rsp additiv und regulir. Betrachte den MaBraum (R, M (p), 1)
wie in Beispiel 11.2.23 (1). Da M (u) alle Borel-Mengen enthélt (Bemer-
kung 11.2.26 (1)), sind insbesondere alle offenen Mengen messbar.

Beh.: Alle stetigen Funktion R? — R sind beziiglich M () messbar.
[ Sei f:R?— R stetig. Dann ist {z|f(z) > a} = f~'((a,00])

das Urbild einer offenen Menge, also selber wieder offen und
damit messbar. |

m Fiir eine Funktion f : Q — R definieren wir fi : Q — R als
fr(@) = max(0, f(z)) , f-(z) = —min(f(2),0).
Man beachte das extra Minuszeichen bei f_. Es gilt
f=Ff=7.
Lemma 11.3.4.
(i) Ist f messbar, so auch |f| und fi.

(ii) Sei (f)nen eine Folge von messbaren Funktionen 2 — R. Dann sind
auch messbar

g(x) =sup{fu(z)[n e N}, h(z) =limsup f,(z) .

n—o00
Das gleiche gilt fiir inf und lim inf.
Beweis.
(i) Es gilt
{:E} 1f(2)] >a} = {z|f(z) >a} U{z|f(z) < —a} € M.
Fiir f1 ist das Argument &hnlich. (Details?) @

(ii) Fiir die Funktion g mit ,sup® gilt
{z|g(x)>a} = {z|[In: fu(z) > a} = U {z|fu(z) >a} € M.
n=1

Fiir ,,inf* ist das Argument #hnlich. (Wie?) @
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Fir h schreiben wir

n—o0

-~

h(z) = limsup f,(z) = nh_}lgo (éup {fi(z)| k> n}l) = inf{h,(x)|n € N} .

=:hp(x)

(Warum gelten die letzten beiden Gleichungen? Hinweis: Welche Mono-
tonie-Eigenschaft in n hat h,(x)?)

Nach der ersten Aussage in Teil (ii) ist &, messbar, und daher auch h(z),
wieder nach der ersten Aussage in Teil (ii) (aber diesmal fiir ,,inf“). Fiir
Hliminf verfahrt man dhnlich. (Wie?)

]

Satz 11.3.5. Sei (f,)nen eine Folge von messbaren Funktionen 2 — R.
Konvergiert f,, punktweise gegen f, so ist auch f messbar.

Beweis. Klar nach Lemma 11.3.4 (ii). (Warum?) O

Seien f, g : 2 — R messbar. Das folgende Lemma zeigt, dass dann auch
f+gund f-g messbar sind.

Lemma 11.3.6. Seien f,g: Q — R messbar und sei H : R x R — R stetig.
Dann ist auch x — H(f(x), g(z)) messbar.

Beuweis. Sei a € R beliebig und U = H™'((a,00]) C R?. Da H stetig ist, ist
U offen. Schreibe U als Vereinigung von abzéhlbar vielen offenen Intervallen
I, C R? also U = |J, I, (—Ubung [Z2A5]). Wir miissen zeigen, dass die
Menge

M = {alH(f(x).g(x)) > a} = {a](f(x). g(x)) € U}
= Ul (@) g(2) € L}

messbar ist. Dazu bemerkt man zuerst, dass (f(x),g(z)) € I, genau dann,
wenn f(z) € (an,b,) und g(z) € (c,,d,) fiir geeignete ay,,by,,c,,d, € R
(Details?). Damit ist aber jede einzelne der Mengen {z|(f(x),g(x)) € I,}
messbar (Warum?). Also auch deren Vereinigung M. O

Definition 11.3.7.

(i) Eine Funktion f : Q — R heiit einfach, falls ihr Wertebereich endlich
ist.
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(ii) Sei M C Q. Die charakteristische Funktion zu M ist die Funktion

1 :xe M
Q>R xr) = 7
XM XM() {O ;:z:géM

Bemerkung 11.3.8.

(1) Per Definition nimmt eine einfache Funktion nur endlich viele Werte an.

Sei f(Q) ={c1,...,cn} mit ¢; # ¢; (i # j). Setze M; = f~1({¢;}). Dann

f - Zci XM; -
=1

(Warum? Und was geht das schief, wenn man nicht ¢; # ¢; fordert?)

(2) Man kann einfache Funktionen auch so definieren: , Eine Funktion ist
genau dann einfach, wenn sie als (endliche) Linearkombination von cha-
rakteristischen Funktionen geschrieben werden kann.* (Warum?)

(3) Die charakteristische Funktion x,,; ist genau dann messbar, wenn M
messbar ist. Eine einfache Funktion f ist genau dannn messbar, wenn die
Urbilder f~*({a}) fiir alle @ im Wertebereich messbar sind. (Warum?)

Damit bekommen wir auf einfache Weise Beispiele fiir nicht messbare
Funktionen. Betrachte z.B. den Mafiraum 2 = R mit messbaren Mengen
M()). Die Menge X C [0, 1] aus Beispiel 11.1.1 ist dann nicht messbar,
X ¢ M(A). Also ist auch die charakteristische Funktion xx : R — R
nicht messbar (bzgl. M())).

Satz 11.3.9. Sei f: Q — R.

(i) Es gibt eine Folge (s, )nen von einfachen Funktionen s, : 2 — R, sodass
fiir alle z € 2 gilt

lim s,(z) = f(x) .

n—oo

(ii) Falls f messbar ist, so konnen die einzelnen s,, messbar gewahlt werden.

(iii) Falls f > 0, so kénnen die s,(z) monoton steigend (in n) gewéhlt
werden.

Die Folgerungen fiir s,, in (ii) und (iii) konnen gleichzeitig erfiillt werden.
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Beweis. Wir zeigen zuerst Teil (iii). Sei n € N beliebig. Fir i = 1,2,...,n2"
setze

Boi= (5 5) « Fa= s (Inod])

und
n2™

_ i1
Sn_n'XFn+§ S " XEni -
i=1

Dann erfiillt die Folge (s,)nen die folgenden Eigenschaften:
o Falls f(z) <n,dann |f(x) — s,(z)| < 27™
e Falls f(z) = oo, dann lim,, ., s,(x) = 0.

e Falls f messbar ist, so sind auch alle £, ; und F,, messbar, und somit
auch alle s,,.

e Fiir alle x € Q und n € N gilt s,(x) < s,41(2).

(Warum gelten alle diese Eigenschaften? Hinweis: Fiir die letzte Eigenschaft

ist es wichtig, dass bei n ~ n + 1 jedes Intervall [Zz_—nl, 2%) in zwei disjunkte

Teilintervalle zerlegt wird. (Das ist der Grund, warum wir Intervalle der
Lénge 27" nehmen.))
Dies zeigt Teil (iii), sowie auch gleichzeitig Teil (ii) fir f > 0.

Fiir Teil (i) und (ii) zerlegt man f = f, — f_ und wendet das obige
Ergebnis auf fi. an. ]

11.4 Integration
Sei (2, M, p) ein Mafiraum.
Bemerkung 11.4.1. Sei s : {2 — R eine einfache messbare Funktion,

(1) In Bemerkung 11.3.8 (1) haben wir bereits gesehen, dass es paarweise
disjunkte messbare Mengen M, ..., M,, gibt mit s = Y ", ¢;xa, fiir
geeignete ¢; € R.

(2) Seien Nyp,..., N, ebenfalls paarweise disjunkt und messbar mit s =
> i1 djxw; fiir geeignete d; € R.

Beh.: Fiir jede messbare Menge E C €2 gilt

dauENM) =) dip(ENN;) .
=1

Jj=1

(—Ubung [Z3A2])
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Definition 11.4.2. Sei £ € M.

(i) Fiir s > 0 einfach, messbar sei
Ig(s) =D cu(B:NE),
i=1

wobel s = Y " | ¢;xp, mit paarweise disjunkten, messbaren Mengen E;.

(ii) Fiir f:Q — R messbar sei

/ fdu =sup {]E(s) ‘ s einfach, messbar mit 0 < s < f} .
E

Beispiel 11.4.3. Hier je ein Beispiel zu den beiden Mafirdumen in Bei-
spiel 11.3.1.

(1) Betrachte den Mafiraum (R?, M(X), A). Sei E = {z € R*[|z| > 1} und
f R4 = Ry, f(z) = |z|7¢, wobei f(0) = oo. Da f stetig ist, ist f
messbar bzgl. M(A) (Bemerkung 11.3.3 (2)).

Beh.: [, fd\ = oo
[ Wihle E;, i € N als die Differenz von zwei Hyperwiirfeln
Ei=[—i—1,i4+ 1%\ [—i,q4".

Dann A(E;) = (20 + 2)¢ — (20)¢ > d 2?47 (Warum?). Setze @
¢ =|(+1,...i+1)|? = (Vd(i+1) " und sy = SN | ¢ixE,-
Dann 0 < sy < f und

N

Ig(sy) = Z(\/El(iJrl))‘d)\(Ei)
d—1 N

> (\/c_i)_ddeZi— > (Konst.)Z%

(t+1)¢ — —
(Warum?). Da die harmonische Reihe divergiert, ist das Su- @

premum iiber alle Ig(sy) ist somit co. |

(2) Betrachte den Mafiraum (N, P(N), x). Sei f : N — Rs( gegeben. Da in
diesem Beispiel jede Menge messbar ist, ist auch jede Funktion f messbar.

Beh.: [ fdu=730"1 f(n) .
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[ Wihle H, = {n} fir n=1,...,N und sy = ZnNzlf(n)XHn.
Dann 0 < sy < f und Iy(sy) = 25:1 f(n) ist genau die N'te
Partialsumme.

Fall 1: >°>° | f(n) = oo: Dann divergiert die Folge der Partial-
summen, also ist das Supremum der Iy(sy) auch oco.

Fall 2: "> | f(n) = ¢ < oo: Dann gilt sup{In(sy)|N € N} =
c. Somit ist das Supremum iiber alle s (und nicht nur iber
die speziellen sy) auf jeden Fall > ¢. Sein nun ein beliebiges
s mit 0 < s < f gegeben. Schreibe s = ). ¢;xg,. Wir konnen
annehmen, dass alle ¢; > 0. Dann miissen alle Mengen E; C N
endlich sein (Warum). Dann gilt aber Iy(s) < Iy(sy) fiir ein
N grofl genug (Warum?). |

Lemma 11.4.4. Sei £ € M und seien s,t > 0 einfach, messbar.
(i) s<t = Ig(s) <Ig(t).
(ii) Ig(s+t) = Ip(s) + Ig(t).

(iii) [y sdu = Ig(s).

Beweis. Wir beweisen nur Teil (i), der Rest ist zum selber iiberlegen (Details?
Hinweis: Fiir Teil (ii) kann man die gleiche Zerlegung benutzen, die wir jetzt
in Teil (i) anschauen.).

Wir benutzen das Beweisprinzip ,,gemeinsame Verfeinerung”. Sei s =
o cixp; mit E; paarweise disjunkt, und sei t = Z?:l djXx F; mit F; paarwei-
se disjunkt. Setze Ey = Q\ (E1U---UE,,), co = 0und Fy = Q\ (F1U---UF,),
dyp = 0. Dann gilt

m n m n
s = g E CiXEnr; und ¢ = E 5 dj XEnF;
i=0 j=0 i=0 j=0

(Warum?). Wegen s(z) < t(x) fiir alle z € Q, gilt ¢; < d; fiir alle 4, j, fiir die
E;NF; # 0. Es folgt, dass fiir alle 4, j gilt: c;u(E;NF;NE) < d;u(E;NF;NE).
Insgesamt:

Ip(s) =Y ep(EiNF;NE) < Y djp(E;NF;NE) = Ip(t) .

i3 i,J
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Definition 11.4.5. Sei f : © — R messbar, und sei £ C  messbar (je-
weils bzgl. M). Schreibe f = f, — f_ (Notation wie vor Lemma 11.3.4). Ist
mindestens eines der Integrale [ 5 J+dp und / 5 J-dp endlich, so setze

/Efdu = /Ef+du - /Ef_du.

Ist | [ dp endlich, so sagen wir f ist auf E (bzgl. 1) Lebesgue-integrierbar
und schreiben
feL(E ).

m Damit | 5 J dp definiert ist, muss gelten: £ ist messbar, f ist messbar,
mindestens eines von [, fydpu, [, f-du ist endlich.

Damit f integrierbar ist, muss gelten: E ist messbar, f ist messbar, und
S frdp und [, f_dp sind endlich.

m st | [ dp definiert, aber f nicht integrierbar, dann muss also gelten Il pfdpe
{£o0}.
Beispiel 11.4.6. Hier setzen wir Beispiel 11.4.3 fort, in gleicher Reihenfolge.
(1) MaBiraum (R? M(A),\), E = {x € R?||z| > 1} und f(z) = |z~

Dann existiert [, fd\, aber f ¢ L(E, ).
(2) Mafraum (N, P(N), ), aber jetzt f: N — R (statt Rx).

Beh.: f € L(N, ) genau dann, wenn Y~ f(n) absolut konvergiert. In
diesem Fall gilt [ fdu=>""", f(n) .

(Warum? Hinweis: Die separate Konvergenz der Reihen f*(n) und f~(n) @
ist dquivalent zur absoluten Konvergenz.)

Bemerkung 11.4.7. Seien f : Q — R und E C  messbar.
(1) Beh.: Ist u(E) =0, soist f € L(E,pu) und es gilt [, fdu =0

[ Da jede messbare Teilmenge einer Nullmenge auch eine Null-
menge ist, ist jeder Term im Supremum in Definition 11.4.2 (ii)
Null. Also sind [, f+dp = 0. |

(2) Beh.: Fiir a,b € Rsei a < f(z) < bund p(E) < co. Dann ist f integrier-
bar und es gilt

ap(E) < /Efdu < bu(E) .

(Warum? Hinweis: Seien a; = max(0,a) und b, = max(0,b). Uberlegen @
Sie, was aus a; < f < by folgt. Mit a_ := —min(0,a) gilt a = a; —a_ .)
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(3) Sei auch g : Q2 — R messbar.

Beh.: Angenommen f,g € L(E,p). Falls f(z) < g(x) fir alle z € E,
dann [, fdp < [, gdu
(Warum? Hinweis: Warum gilt f, < g, und f_ > ¢g_7 Was folgt daraus?) @

Die Behauptung gilt auch, wenn wir nur annehmen, dass [, fdp und
[ g du existeren. (Warum? Hinweis: Fallunterscheidung.)

(4) Beh.: Sei f € L(E, ) und ¢ € R. Dann auch ¢f € L(E, ) und

et = c [ san.

[ Fiir ¢ > 0 folgt die Aussage aus
{Ig(s)|0<s<cfi}={clp(s)|0<s< fe}.
Fiir ¢ < 0 iiberlegt man sich zuerst, dass [ f = — [(—f).

(Details?) ] @

Die Gleichung in der Behauptung gilt auch, falls wir nur wissen, dass
[z [ dp existiert (mit ¢ € R). (Warum?)

Jetzt mochte man natiirlich sagen: L(E, p) ist ein R-Vektorraum und
Jz(=)dp ist R-linear. Das ist in der Tat (fast) richtig, aber der Beweis
ist einfacher, wenn wir die Konvergenzsitze aus dem néchsten Kapitel
haben.

(5) Sei A C E messbar.

Beh.: Ist f >0, so gilt [, fdu < [, fdu.
Beh.: Ist f € L(F,u), so auch f € L(A, p).
(Warum gelten die Behauptungen?) @

Satz 11.4.8. Sei f : Q@ — R messbar, und sei f € L(f2,u) oder sonst
zumindest f > 0. Definiere ¢ : M — R als

b(4) = /Afdu-

Dann ist ¢ eine o-additive Mengenfunktion.

Beweis. Set A = |J77 | A, mit A, € M paarweise disjunkt. Wir miissen
zeigen

G(A) = Y d(A) - (*)
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(Warum ist ¢ eine Mengenfunktion?)
Beh. 1: (x) gilt fiir f = s einfach.

[ Fiir s =Y " | cixp, mit E; messbar und paarweise disjunkt ist

B(A) = /A sdp P Ly s) = S e p(Ein A)
=1

¢(An):/ sdp=>Y c;u(EiNA,) .

n i=1
Die Aussage folgt nun aus o-Additivitat von pu. |
Beh. 2: Fiir f > 0 gilt (%) mit ,, <“.
[ Sei 0 < s < f mit s einfach. Dann gilt
Bem. 11.4.7 (3

EED S ANT7E S O N TTED STV NE
n=1 n n=1 n n=1

Dann ist aber auch das Supremum ¢(A) tiber die I4(s) kleiner
oder gleich Y > | ¢(A,). ]
Beh. 3: Fiir f > 0 gilt () mit ,>“.

[ Falls fiir eines der A, gilt, dass pu(A,) = oo, dann ergibt (x) die
Gleichung oo = oo.

Sei nun p(A,) < oo fir alle n € N. Seien ¢ > 0 und N € N
beliebig. Wéhle 0 < s < f sodass fiir allet =1,..., N gilt

g
sdu > / Fdu— <

(Warum geht das? Hinweis: Wéahle fiir jedes A; ein geeignetes s;
und setze zusammen.) Dann folgt, fiir B := A; U ---U Ay,

Bem. 11.4.7 (5

o) "2 o) = [ panz [ san

Beh. 1 al al €
d ;/Aisdﬂzg(/mfdu—ﬁ>

Insgesamt gilt fiir alle e > 0, N € N, dass

N
B(A) > D d(A) — ¢
i=1
Damit folgt die Behauptung. |
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Beh. 4: (x) gilt fur f € L£(Q, p).

(Warum? Hinweis: Benutze Definition 11.4.5, also [ f= [ fi — [ f-.) @
]

Bemerkung 11.4.9.

(1) Sei E eine messbare Menge und seien f.g € L(E n). Sei N = {z €
E| f(x) # g(z)}. Dann ist N messbar (—Ubung). Angenommen p(N) =
0 (,,f und g unterscheiden sich nur auf einer Nullmenge®), dann

[Efdu = /Egdu.

(Warum? Hinweis: Zerlegen Sie E geeignet und wenden Sie (die endliche @
Version von) Satz 11.4.8 an.)

(2) Sei M C . Gilt eine Eigenschaft fiir alle x € M bis auf eine Nullmenge,
so sagen wir, die Eigenschaft gilt fast tiberall. Zum Beispiel

e In Teil 1 kénnen wir dann sagen ,, f ist auf E fast iiberall gleich g

e Seien f,, f : Q — R. Die Aussage ,,(f,)nen konvergiert fast iiberall
gegen f* heifit: Es gibt ein N C €, sodass u(N) = 0 und

Vee Q\ N : q}irgofn(x) = f(x).

(3) Beh.: Ist f € L(E, p), so ist f fast iiberall auf E endlich.

[ Schreibe £ = F_ U Eg U E,, wobei B, = {z € E|f(z) =
+oo} und auf Eg nimmt f Werte in R an. Betrachte f,. Nach
Satz 11.4.8 gilt

/ﬁ@z fedp+ [ fiody
E Eg

Eoso

Aus der Definition des Integrals als Supremum folgt, dass | B frdu=

00, falls p(Fy) > 0 (Warum? Hinweis: Fallt Thnen eine diver- @
gente Folge von einfachen Funktionen s ein?)
Fiir f_ folgt analog, dass u(FE_) = 0. |

Satz 11.4.10. Sei f € L(E, ). Dann ist auch |f| € L(E, u) und

)/Efdu’ < [Elfldu-
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Beweis. Da |f| = fy + f-, folgt |f| € L(F,u) aus der Endlichkeit von
[ frdp. Da £f < |f| ergibt Bemerkung 11.4.7, Teil 4 und 5, dass

s [ pan= [ Enan< [ 1.

Satz 11.4.11. Sei f : Q — R messbar und sei g € £(F, ) mit |f| < g auf
E. Dann auch f € L(E, p).

]

Beweis. Folgt sofort aus [, fyrdu < [, gdu. (Aber aus welchem vorherge-
henden Resultat folgt diese Ungleichung?) m

Bemerkung 11.4.12. Als Anwendung von Satz 11.4.8 zeigen wir den grofien
Umordnungssatz fiir absolut konvergente Reihen. Betrachte den Mafiraum
(N2, P(N?), 1), wobei u wieder das Zihlmaf ist.

Sei f: N x N — R gegeben mit f € L(N? ). Setze

Anp={m}xN | B,=Nx{n}

Dann gilt auch f € L(A,,, 1) und f € L(B,, ) (Bemerkung 11.4.7 (5)), und
Satz 11.4.8 sagt:

= dy = du .
[ ra le/Amfu S fau

n=1 B,

Ubersetzt in Reihen heiBt dies: Sei o : N — N x N irgendeine Bijektion.
Konvergiert Y ., f(co(k)) absolut, so konvergieren auch

> flm,j) uwnd > f(in)
=1 i=1
absolut fiir jede Wahl von m,n, und es gilt
S rem) = Y (X smm) = DD romm)
k= n=1

1 m=1 n=1 m=1

(Warum ist das die Ubersetzung in Reihen?)

32

@



11.5 Konvergenzsitze

Sei (Q, M, 1) ein Mafiraum.

Satz 11.5.1. (Lebesguescher Satz tiber monotone Konv_ergenz)
Sei (fn)nen eine Folge messbarer Funktionen f,, : 2 — R mit

VeeQ : 0< fi(z) < folz) < ...

Fiir alle 7 € Q setze f(z) = lim, o0 fu(7) € Rsg. Dann ist f messbar
(Satz 11.3.5), und es gilt fiir £ C 2 messbar, dass

/fdu = lim/fnd,u.
E n—oo E

Beweis. Setze g = lim,,_, f g fndu € R-o. (Warum existiert der Grenzwert @
iiberhaupt?)

Beh.: g < fEfd,u.
[ Klar, da wegen f, < f auch fE fadp < fEfdu fiir jedes n. |
Die néchste Behauptung zeigt, dass auch g > [, p [ dp (Warum?). @
Beh.: Sei s einfach und messbar mit 0 < s < f. Dann fE sdu < g.
[ Sei 0 < ¢ < 1 beliebig. Setze
By ={a € B fu(z) = ¢+ s(a)}

Dann sind alle FE, messbar (Warum?), Ey C Ey C ..., und es @
gilt:

Vee E @ In : fu(z) >c-s(x).
(Warum? Hinweis: Unterscheiden Sie die Félle f(z) = 0 und @
f(z) > 0. Warum ist die Aussage falsch, wenn wir ¢ weggelassen
hétten (also wenn man ¢ = 1 setzt)?)

Also E=U,", E,.

Nach Satz 11.4.8ist A — [, s du eine o-additive Mengenfunktion.
Nach Satz 11.1.8 gilt daher

/sd,u = lim sdu .
E

n—oo ETL
Fiir jedes einzelne Integral haben wir die Abschétzung
n em. 4. 1
/ sdp < f—d,uB 1474 1 fodu
n B, € € JE,

Im Grenziibergang n — oo erhélt man fE sdu < %g. Da dies fiir
alle 0 < ¢ < 1 gilt, folgt die Behauptung. |
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Beispiel 11.5.2. Betrachte den Mafiraum (R, M()\), \).

(1)

Ohne die Monotoniebedingung an die Folge (f,), ist die Aussage in
Satz 11.5.1 falsch. Betrachte zum Beispiel

fn(x) =nXjo,1/n] > gn(x) = %X[O,n] ) hn(x) = X[n,n+1] -
Jede der drei Funktionenfolgen gibt ein Gegenbeispiel (Warum?).

Sei 0 : N — QN [0, 1] eine Bijektion, also die Wahl einer Abzéhlung der
abzéhlbaren Menge Q N [0, 1]. Setze

In = X{o(1),0(2),...0(n)} 5
also f,(z) = 1, falls = o(i) fiir ein i € {1,2,...,n}, und f,(z) =0

sonst. Dann ist der punktweise Grenzwert gegeben durch

ﬂ@:hmﬁ@):{1,ermmu
0 ;sonst

Es gilt f[o’” fndp = 0 und auch f[o,l} fdp = 0, da sowohl f, als auch
f fast iiberall Null sind. Da die Folge (f,)nen in jedem Punkt monoton
steigend ist (und sowieso messbar ist), ist Satz 11.5.1 anwendbar, und
sagt in diesem Fall 0 = lim,,_, 0.

In diesem Beispiel verhilt das Lebesgue-Integral sich besser als das Rie-
mann-Integral: Die Funktion f ist auf [0, 1] nicht Riemann-integrierbar,
also ist die linke Seite von Satz 11.5.1 fiir das Riemann-Integral gar nicht
definiert, die rechte aber schon (und ergibt 0).

Satz 11.5.3. Seien f,g: Q — R, sodass f(x)+g(z) fiir jedes x €  definiert
ist (also der Fall oo 4+ (—o0) nicht auftritt). Falls f,g € £(F, i), dann auch
f+g€ L(E, ) und es gilt

Jurad = [ rane [ gin.

Beweis. Beh. 1: Die Aussage des Satzes gilt fiir f,g >0

[ Fiir f, g einfach folgt dies aus Lemma 11.4.4 (ii).

Fiir allgemeine f, g wéhle Folgen (s;,)neny und (t,)nen von einfa-
chen, messbaren und punktweise monoton steigenden Funktionen
Spytn Q— RZO mit

f@) = lim s,(@)  g(o) = lim t(o)

n—oo
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wie in Satz 11.3.9. In der folgenden Rechnung kiirzen wir ab [ f =
[ [ dp, ete. In Schritten () wenden wir Satz 11.5.1 an.

/(f+g)=/(ggr§o(sn+tn)) @ gim [ (s, + 1)

n—oo

S (f [0 1 [

Beh. 2: Die Aussage des Satzes gilt auch fiir die verbleibenden Kombinationen
f20,g<0und f<0,g>0und f <0,9<0.

[ Wir zeigen den Fall f > 0, g < 0. Die anderen Fille erhdlt man
aus den bekannten durch —f, —¢g und Bemerkung 11.4.7 (4).

Sei also f > 0 und g < 0. Setze h = f + ¢g und
A={x € E|h(z) >0} , B={zxeE|h(x)<0},

sodass £ = AU B disjunkt. (Warum sind A und B messbar?) @
Auf A setze f' = h, ¢ = (—g). Dann f', ¢’ > 0 (auf A) und Beh. 1

ergibt
foeo= [ [0

Zusammen mit Bemerkung 11.4.7 (4) ergibt dies

/A(f+g)=/Af+/Ag

Auf B setze f' = fund ¢ = —h; dann ' > 0, ¢ > 0 und wir
konnen Beh. 1 anwenden. Zusammen mit Satz 11.4.8 erhalt man

[E<f+g):/A(f+g>+/B(f+g)=/Af+/Ag+/Bf+/Bg
ARIK |

Der allgemeine Fall folgt jetzt, indem wir E in disjunkte Teimengen zerle-
gen, auf denen jeweils einer der Félle in Beh. 1 oder Beh. 2 eintritt, und dann
Satz 11.4.8 anwenden. Also

E - E272 U E2’< U E<’2 U E<7<

mit
Es»>={z € E|f(z) = 0und g(z) > 0}
etc. (Details?) O @
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Bemerkung 11.5.4. Der vorherige Satz ergibt zusammen mit Bemerkung
11.4.7(4): Sei E messbar. Die Menge

= {/:Q=R|feLE p}

ist ein R-Vektorraum und die Funktion
VR, f— / fdu
E

ist R-linear. Da L(F, 1) auch Funktion enthélt, die die Werte 400 annehmen,
ist die punktweise Addition von Funktionen auf £(E, ;1) nicht definiert. Daher
der Umweg iiber V.

I_(orollar 11.5.5. Sei (fy)nen eine Folge messbarer Funktionen f,, : Q —
R, und sei £ C €2 messbar. Dann

/(an du = /fndu

Beweis. Schreibe beide Seiten als Grenzwert von Partialsummen und wende
Satz 11.5.3 und Satz 11.5.1 an. OJ

Satz 11.5.6. (Satz von Fatou)
Sei (fn)nen eine Folge von messbaren Funktionen mit f,, > 0. Setze

f(x) = limin f,(z)

Dann gilt fiir £ C €2 messbar,

/fdu < liminf/fnd,u.
E n—oo E

Beweis. Setze g,(z) = inf{ fi(z) |k > n}. Dann gilt
e die g, sind messbar (Lemma 11.3.4 (ii)),

e 0 < gi(z) < gox) <..0

o lim, . gn = lim inf,, o fn(x> - f :

Man kann also Satz 11.5.1 anwenden:

/fd,u = lim /gnd,u. (%)
E n—oo E

Da g, < fy fiir alle k > n gilt auch [ g, < [ fj fiir jedes k& > n, und somit

/Egndu < inf{/Efkdu(kzn}

Einsetzen in (x) ergibt die Behauptung. O
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Beispiel 11.5.7. In Beispiel 11.5.2 (1) hatten wir den Mafiraum (R, M(X), A)
und die Funktionenfolgen

fn(m) =N X[0,1/n] > gn(x) = %X[O,n} ) hn(x) = X[n,n+1] -

Diese erfiillen die Voraussetzung von Satz 11.5.6. (Was ist jeweils die Aussage @
des Satzes diese Folgen?)

Satz 11.5.8. (Lebesguescher Satz iber dominierte Konvergenz)
Sei £ C Q messbar und sei (f,)nen eine Folge von messbaren Funktionen.
Setze

Fla) = lim f,(2)
Angenommen, es gibt g € L(E, ) mit |f,,| < g fir alle n € N. Dann auch

f € L(E, ) und
[ raw = tin [ pau.

Beweis. Beh.: f € L(E, p) .

[ f ist messbar nach Satz 11.3.5. Nach Lemma 11.3.4 (i) ist auch | f|
messbar. Da |f,,| < g ist auch |f| < g. Nach Bemerkung 11.4.7 (3)

ist [, |fldp < [, gdu. Da fy < |f] zeigt dies, dass f € L(E, ).
]

Beh.: lim,,_,, fE fodp = fEfd,u )
[ Setze hf = g + f,,. Da |f,| < g gilt hX > 0. Da h sogar punkt-

weise konvergiert, gilt insbesondere

liminf hE(z) = g(z) % f(z) .

n—oo

Satz 11.5.6 ergibt

n—oo

/(gif)du < liminf/(gifn)du.
E E

Mit Satz 11.5.3 kann man [ g auf beiden Seiten abziehen. Man
erhiilt (Wie?) (?)
/fdp < liminf/ fndp  und fdu > limsup/ fadp .

E n—00 E E n—00 E

Aber lim inf < lim sup, also miissen hier beide Ungleichungen mit
,=" gelten. Aber dann liminf = lim sup, was bedeutet, dass die
Folge konvergiert, mit Grenzwert [ f (Warum?). | @
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Bemerkung 11.5.9.

(1) Angenommen, f(z) = lim, ,o fo(z) und |f.(z)| < g(z) gilt nur fast

iiberall. Dann bleibt die Aussage von Satz 11.5.8 dennoch giiltig. (Warum?) @

(2) Falls u(E) < oo ist jede (endliche) konstante Funktion in £(FE, ). Also
reicht es in diesem Fall, ein M > 0 zu finden, sodass | f,,(x)| < M fiir alle
r e L.

(Kann man bei p(F) < oo immer g = konst wéhlen oder gibt es auch

Beispiele, wo dies nicht geht?)

(Kann man den Satz iiber dominierte Konvergenz auf die drei Folgen in
Beispiel 11.5.2 (1) anwenden? Was wire die dominierende Funktion g7)

Bemerkung 11.5.10. (Integration komplexer Funktionen)

Sei f : Q — C (hier nehmen wir keine ,Punkte bei Unendlich“ hinzu).
Schreibe f = w + v mit u,v : @ — R. Wir sagen f ist messbar falls © und
v messbar sind. Fiir F € M schreiben wir f € Lc(E, p) falls u,v € L(E, u).
In diesem Fall definieren wir

/fd,u ::/ud,u—l—z'/vd,u.
E E E

Wenn der Wertebereich aus dem Zusammenhang klar ist, schreiben wir auch
L statt L¢. Fiir die folgenden Punkte seien f : 2 — C und E C 2 messbar.

(1) Der Betrag |f| : 2 — R ist messbar und es gilt f € Lc(F,pu) < |f| €
L(E. p). Dies folgt ans |f] < fu] + [o] und [ul, Jo] < |/].

(2) Das Integral [,(—)du ist C-linear. (Details? Insbesondere: Warum gilt
Jpefdu=c [, fdufirceC?)

(3) Beh.: Fiir f € Lc(E, p) gilt

‘/Efdu‘ < /Elfldﬂ-

[ Wir miissen zeigen, dass

VU w2+ (o7 < /W

Falls [v =0, so stimmt die Aussage (Warum?). Falls [v # 0,
kann man f durch cf ersetzen mit ¢ € C, |c| = 1,sodassc¢ [ f €
R. Dann folgt die Behauptung aus | [¢f| =| [ f| (Details?). |
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11.6 Parameterabhingige Integrale

(Dieses Kapitel folgt [Kap.8.4 aus Konigsberger 2].)

Sei (2, M, 1) ein Mafiraum. Weiterhin sei X ein metrischer Raum, 7' C
eine messbare Menge, und f : X x T" — C eine Funktion, so dass fiir jedes
x € X fix die Funktion t — f(x,t) auf T integrierbar ist:

[z, =) € L(T, 1) -

Definiere F': X — C als
Fla) = [ fe.=)du.
T

Satz 11.6.1. Angenommen,

(i) fiir jedes t € T fix ist x — f(x,t) stetig auf X, und

(i) es gibt ¢ € L(T, ), sodass |f(z,t)| < ¢(t) fur alle (x,t) € X x T.
Dann ist F' stetig.

Beweis. Sei x € X und (z,)nen beliebig mit x,, — z. Wir miissen zeigen,
dass lim,, o, F(x,) = F(x).
Setze g(t) = f(x,t) und g,(t) = f(x,,t). Da f fiir jedes t in x stetig ist,
gilt
VteT : nh_}rgogn(t) =g(t) .

Da |g,| < ¢ folgt aus dem Satz iiber dominiert Konvergenz (Satz 11.5.8),
dass

/gdu = lim/gndu.

T n—oo T

Beispiel 11.6.2. Betrachte den Mafiraum (R, M(\), A). Dieses Beispiel zeigt,
dass die Dominanzbedingung (ii) in Satz 11.6.1 nicht weggelassen werden
darf.

Withle X = [~1,1], T = Rsg

]

0 <0
fle,t)=qx(1—tr) ;2>0undt <z
0 cx>0und t > !

Dann ist x — f(z,t) fir jedes ¢ stetig (Warum?). Um F(z) zu berechnen, @
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benutzen wir, dass das Lebesgue-Integral (fiir das Mafi A auf R) fiir Riemann-
integrierbare Funktionen auf endlichen Intervallen [a,b] mit dem Riemann-
Integral iibereinstimmt (siehe Kapitel 12.1). Fir z < 0 gilt F(z) = 0. Fiir
x> 0 gilt

F(z) = flx,—)d\ = / z(1 —tx)dt = z(t — %t%)‘ =_.
Rxg 0 0 2
Also ist F nicht stetig.
Satz 11.6.3. Sei nun X C R? offen. Angenommen,

(i) fiir jedes t € T ist die Funktion = — f(x,t) stetig differenzierbar auf
X, und

(ii) es gibt ¢ € L(T', ), so dass |g—i(x,t)| < ¢(t) fir alle (z,t) € X x T und
i=1,....d

Dann ist F' stetig differenzierbar und es gilt

aﬁkw)=“/-gitm—ﬁdu-

al[’i T 81'1

Beweis. Wir zeigen, dass I stetig partiell differenzierbar ist. Seii € {1,...,d}
und x € X. Da X offen ist, ist fiir A € R, h # 0 und h klein genug die Funk-

tion heo t .

wohldefiniert. Da f partiell differenzierbar ist, gilt

i — of
}llli%q(h,t) = 5o (z,1) .

Ferner ist t — ¢(h,t) messbar (Warum?).
Beh.: [q(h.1)] < 6(1)

[ Dies folgt aus dem Mittelwertsatz der Differentialrechnung. Die-
ser gibt uns ein ¢ zwischen 0 und h, sodass

0
flo+ heit) = f(a0) = h oz + ent)
Fiir ¢ bedeutet dies, dass q(h,t) = g—i(fv + Ee;,t), und da die
partiellen Ableitungen auf ganz X durch ¢(f) beschréankt sind,

folgt die Behauptung. |
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Sei (hy)nen eine Folge reeller Zahlen mit h, # 0 und h,, — 0. Aus dem
Satz tiber dominiert Konvergenz (Satz 11.5.8) folgt

/T ( lim q(h,, —)) dp = lim q(hp, —)dp

n—o0 n—o0 T
=2L (2,-) = /= (Flathne)—F ()

Insbesondere existiert der Grenzwert auf der rechten Seite (und ist per De-

finition gleich 9 (z)). Dass die Funktionen 2£(x) stetig sind folgt nun aus

Satz 11.6.1 (Wie?). O

Beispiel 11.6.4. Betrachte den Mafiraum (R, M(\), A). Die Wiarmeleitungs-
gleichung in einer Dimension (,,diinner Stab®) lautet

Su(z,t) = L2u(x,t) . (%)

Hier ist u : RxR-y — R als geniigend oft differenzierbar vorausgesetzt. Man

kann Losungen dieser Gleichung durch Integrale beschreiben. Betrachte dazu
die Funktion H : R x Ryy — R,

H(x,t) =

Diese erfiillt (¥) (—Ubung). Sei v : R — R eine messbare, beschriinkte
Funktion. Definiere X =R X Ry, =R und f: X xT — R,

f((z,t),y) = v(y) H(x —y,t) .

Dann ist f((z,t),—) € L(R,\), und f (und die Ableitung nach ) erfiillt die
Voraussetzungen von Satz 11.6.3. Es folgt (Details —Ubung), dass

u(x,t):/Rf(:c,t,—)d)\

die Gleichung (x) 16st.

Bemerkung 11.6.5. In den Sétzen 11.6.1 und 11.6.3 geniigt es, wenn Be-
dingungen (i) und (ii) nur fast iiberall gelten. Denn seien (i) und (ii) fir alle
t € T\ N erfiillt, wobei N eine Nullmenge ist, so gelten die Aussagen jeweis
fir F(x) = fT\N f(z,—)dp und fT\N g—i(a:, —)dp, und die Integrale andern
sich nicht wenn wir N hinzunehmen.
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11.7 Die Rdume L! und L?
Sei (Q, M, 1) ein Mafiraum.

Definition 11.7.1. Fiir p > 1 sei

L= LP(Qu)={f:Q— C|f messbar und |f|” integierbar} .

Fir f € £7 setze || fll, = (Jo |f17dn)"”.
® Wir werden uns im Folgenden auf die Félle p = 1 und p = 2 beschrénken.
Beispiel 11.7.2.
(1) Q={1,2,...,n}, M =P(Q), pist das Zahlmafl: Dann L? = Fun(f2, C) =
C". Mit f=(f(1),...,f(n)) ist
1l = (AP -+ 1h)

(Warum?) Es gilt || f], =0 < f = 0. (?)
(2) 2 = N, Rest wie in (1): Betrachte p = 1. Dann besteht £' aus Folgen

(f (1)) ners mit i
/Q|f|du = Yl < oo,

siehe Beispiel 11.4.3(2). Also besteht £! in diesem Fall genau aus den
absolut konvergenten Reihen. Es gilt || f||, =0« f = 0.

(3) Q = R mit Lebesgue-Maf: Betrachte f : R — R, f(z) = (1+]z|)~!. Dann
ist f € £?, aber f ¢ L. Insbesondere ist f nicht integrierbar. (Warum? @
Hinweis: Sie diirfen als Vorgriff auf Kapitel 12.1 schon benutzen, dass
f[l,oo) =%\ < 0o genau dann, wenn « > 1.)

(4) ©Q = R mit Lebesgue-MaB: Sei f € LP mit f # 0 aber fast tiberall 0. Z.B.
f(0) =1 und f(z) = 0 sonst. Dann f # 0 aber || f||, = 0.

Sei C C LP die Teilmenge der stetigen Funktionen. (Oder dquivalent: C
besteht aus allen stetigen Funktionen g : R — C, fiir die [, [g]? d\ < 0.)
Fiir g € C gilt: ||g|, = 0 & g = 0. (= Ubung [Z4A3])

Lemma 11.7.3. Sei p € {1,2}. Sei f,g € LP und ¢ € C. Dann
(1) ef € L2 und [[cfllp = [e] [|f]]p -

(2) f+geLruand [|f +gllp < [|flly + gl -
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Der Beweis ist eine —Ubung [Z5A3).

Definition 11.7.4. Sei K = R oder K = C. Eine Norm auf einem K-
Vektorraum V' ist eine Funktion || - || : V' — R, sodass folgende Bedingungen
fiir alle z,y € V und ¢ € K gelten:

(N1) ||zl > 0und ||z]| =0 <& =0 (Positivitdt)
(N2) [|ez]| = [e] l=] - (Homogenitit)
(N3) |z +yll < [l=] + |lyll - (Dreiecksungleichung)

Erfiillt || - || die Bedingungen (N2) und (N3), aber statt (N1) die schwéchere
Bedingung

(NT) [lz]| = 0,
so nennt man || - || eine Halbnorm.

(Jede Norm definiert auch eine Metrik via d(x,y) = ||z — y/||. Details?)
Bemerkung 11.7.5.

(1) Jede Norm ist also insbesondere eine Halbnorm. Die Richtung ,,<* in
(N1) gilt schon wegen (N2) mit ¢ = 0 und ist deswegen in (N1’) nicht
nochmal aufgefiihrt.

(2) Nach Lemma 11.7.3 gilt fiir p = 1,2: £L? ist ein C-Vektorraum mit Halb-
norm || -
Zur Information: Das gilt in der Tat fiir jedes p > 1 (aber nicht fiir
p < 1), aber das behandeln wir hier nicht.

(3) In Beispiel 11.7.2 haben wir gesehen: Teil 1 und 2 — Fiir Q = {1,2,...,n}
oder 2 = N und Zahlmaf ist || - ||, (p = 1,2) eine Norm auf £? (Warum
gilt das bei 2 = N auch fiir p = 27). Teil 4 — Im Allgemeinen ist || - ||,
keine Norm.

m Erinnerung (an Analysis 1): Ein metrischer Raum heiit vollstindig, wenn
jede Cauchy-Folge konvergiert.

Beispiel 11.7.6.
(1) Q ist nicht vollstéindig, R ist vollsténdig.

(2) Fir Q = {1,2,...,n} und Z&hlmaB ist £? vollstindig (p = 1,2). Das
folgt, da C™ mit der Hermitischen Norm || - || vollstdndig ist und alle
Normen auf C" dquivalent sind.
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(3) Fiir © = N und ZihlmaB ist £! vollstindig. Das folgt aus Satz 11.7.8
unten, aber man kann es auch direkt sehen (—Ubung [Z5A5]).

(4) Fiir Q = R und Lebesgue-Mafl macht die Frage noch keinen Sinn, da wir
nur eine Halbnorm auf £? haben.

Aber C C L? wie in Beispiel 11.7.2 (4) (stetige Funktionen ¢ mit | g||, <
00) ist ein C-Untervektorraum, und die Einschrénkung von || - ||, auf C
ist eine Norm.

C ist nicht vollstandig.

(Warum? Hinweis: Betrachten Sie die Funktionenfolge (f,,)nen mit fi,(x)
=max(1—nz,0) fiir x > 0, und f,,(x) = max(1—|z|,0) fiir x < 0. Warum
ist das eine Cauchy-Folge? Was ist der punktweise Grenzwert? Warum
kann nicht auch eine stetige Funktion beziiglich || - ||, der Grenzwert
sein?)

Nebenbemerkung 1: Es kann passieren, dass der punktweise Grenzwert
nicht stetig ist, aber die Folge trotzdem bzgl. || - ||, gegen eine stetige
Funktion konvergiert. Z.B. f,(z) = max(1 — |nz|,0), n € N, z € R. Das
ist eine Cauchy-Folge, sie konvergiert punktweise gegen eine nicht-stetige
Funktion, und sie konvergiert bzgl. ||-||, gegen die konstante Nullfunktion,

die wiederum stetig ist.

Nebenbemerkung 2: In Analysis 2 hatten wir stetige Funktionen auf ei-
nem metrischen Raum (z.B. auf R) beziiglich der sup-Norm || - ||, an-
geschaut und bewiesen: Dieser Raum st vollsténdig (gleichméBige Kon-
vergenz stetiger Funktionen).

m Auf LP definiere die Relation f ~ g <« (f ist fast iiberall gleich g). Dies
ist eine Aquivalenzrelation (—Ubung [Z4A4]). Definiere

P =P M, ) = L7 ~ .

Wir schreiben f fiir die Klasse von f € LP.
(Alternativ: LP ist der Quotientenvektorraum von LP beziiglich des Unter-
raumes aller Funktionen, die fast iiberall Null sind. Warum?)

Satz 11.7.7. Sei p € {1,2}. L? ist ein Vektorraum, und || - ||, ist eine Norm
auf LP.

Beweis. Bei der Definition als Quotientenvektorraum ist fiir den ersten Teil
nichts zu tun. Bei der Definition via ~ erklart man Skalarmultiplikation und
Vektoraddition auf L? iiber Repréasentanten: fiir f,g € £? und c € C,

J+g=Ff+g , cf=cf.
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Dann priift man, dass dies wohldefiniert ist (—Ubung [Z4A4]) und macht so
LP zu einem C-Vektorraum.

Falls f ~ g, so gilt || f|l, = llgllp, also ist || - ||, auf L? wohldefiniert. (Wir
benutzen die gleiche Notation.)

Beh.: || - ||, ist eine Norm auf LP.
[ Dies folgt sofort aus der Beobachtung, dass fiir g > 0 integrierbar

gilt: aus ngd,u = 0 folgt, dass g fast iiberall 0 ist (—Ubung
[Z4A3]). ]

Satz 11.7.8. (Fischer-Riesz)
Sei p € {1,2}. L? ist vollstandig.

Beweis. Sei (vp)nen eine Cauchy-Folge in LP (also Ve > 0 AN > 0 Vm,n >
N i ||vm — vallp < €).
Zu zeigen: Es gibt u € L?, sodass lim,,_,« ||v, — ul|, = 0.

Beh. 1: Es geniigt, Cauchy-Folgen (v,)nen zu betrachten mit
Vm,n > N ||vy, — v, <27V .

(Warum? Hinweis: Das ist eine Analysis 1 Aussage tiber Cauchy-Folgen @
in metrischen Radumen. Man kann wie folgt vorgehen: Fiir eine beliebige
Cauchy-Folge geht man zu einer Teilfolge mit der gewiinschten Eigenschaft
itber. Wenn die Teilfolge einen Grenzwert hat, so auch die Cauchy-Folge, und
dieser ist dann eindeutig.)

Sei also (vy,) wie in Beh. 1 und sei (f,,)nen eine Folge in £P, sodass v, = fu.

Setze gi(x) = Z?:l | fira(2) = fi)] und g(z) = limy o0 gi(2) € Rxo.
Beh. 2: gP ist integrierbar.
[ Die gi sind alle messbar (Warum?), und fir alle z € Q gilt 0 < @
g1(x) < go(x) < ---. Dann ist auch (gx)? messbar, es gilt 0 <
gi(x)P < go(x)P < -+ und g(z)? = limg_,o gr(2)?. Nach dem
Satz iiber monotone Konvergenz (Satz 11.5.1) ist g messbar,
und es gilt

/ g’ dp = lim [ (g)"dp .

Ferner gilt

([iwr) =tads=| Z fon— £

K
pS > |l firr = fill, < 1.
— e —

=1 .

<27
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Also auch [(gg)? < 1 fiir alle k, und im Grenziibergang dann
Jgr <1 J

Nach Bemerkung 11.4.9 (3) ist ¢g? fast iiberall endlich. Sei also N C Q
eine Nullmenge, sodass ¢ (und damit auch g) auf Q2 \ N endlich ist.

Beh. 3: Fiir alle z € Q\ N ist (f,(2))nen eine Cauchy-Folge in C.

(Warum? Hinweis: Da gi(x) konvergiert, erfiillt > 0 |fit1(z) — fi(z)] @
das Cauchy-Kriterium fiir Reihen. Benutzen Sie dies, um |f,,(z) — fu(2)]
abzuschétzen.)

Nach Beh. 3 gibt es auf 2\ N eine punktweise Grenzfunktion. Wir defi-
nieren f: ) — C als

g = {0 2SO

Da jedes f,, messbar ist, ist auch der punktweise Grenzwert f messbar (Satz 11.3.5).
Beh.4: f € LP und ||f — fu|l, — O fiir n — oo.
[ Fiir gegebenes [ € N betrachte die Funktionen hy : Q — Rso,
hi(x) = |fx(z) — fi(z)|. Dann ist hy messbar und > 0. Per Kon-

struktion gilt auf Q \ N, dass limg_,o hp(2)? = |f(x) — fi(x)|P.
Aus dem Satz von Fatou (Satz 11.5.6) folgt

[ A= pdn < timint [ (= gl du = it (15 - A1)
O\N —00

k—o0 Q\N
= h]?_l)g;lf (||vk — Ual)p . (*)
Fiir a,b € C gilt |a + b]P < 2P~ (Jal? + [b|P) (Warum?). Also auch @
[f (@) = [(f () = filx)) + fil)]?
< 2"7H(|f(x) = fil@)|” + [ filx)]P) - ()

Da die rechte Seite von (x) fiir alle [ endlich ist (da (v,), eine
Cauchy-Folge ist), ist die rechte Seite von (*%) integrierbar. Also
ist auch | f(z)|? integrierbar.

Im Grenziibergang | — oo geht die rechte Seite von (x) gegen 0
(Cauchy-Folge), also (|| f — fill,)? — 0 fiir [ — oo. |

Nach Beh. 4 kénnen wir setzen v = f € LP und es gilt [lv, — ul[, — 0 fiir
n — oo. [
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Also ist LP fiir p = 1,2 ein Bana,ch{aum. Fiir p = 2 ist es sogar ein
Hilbertraum (hat ein Skalarprodukt) (—Ubung [Z5A6]).

Nebenbemerkung zur Information: £? ist fiir jedes p > 1 ein C-Vektorraum
mit Halbnorm || - |[,. Der Quotientenraum LP ist fiir alle p > 1 ein vollsténdiger
normierter Vektorraum, d.h. LP ist ein Banachraum. Dies ist der eigentliche Satz
von Fischer-Riesz (und nicht nur der Fall p = 1,2).
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12 Lebesgue-Integration im R?

Im vorherigen Kapitel hatten wir uns allgemeine Mafirdume und deren Lebesgue-
Integral angesehen. In diesem Kapitel beschranken wir uns auf das Lebesgue-
Maf} im R? (fiir verschiedene d). D.h. wir arbeiten hier mit dem Mafiraum

(R, M(N), A) .

»Messbare Menge“ bedeutet immer ,enthalten in M(A)“, und , messbare
Funktion“ bedeutet immer , messbar beziiglich M()\)“. Fiir A C R? messbar
schreiben wir

L(A) == L(A,N

fiir die beziiglich A\ auf A Lebesgue-integrierbaren Funktionen.

12.1 Vergleich mit dem Riemann-Integral

Zur Erinnerung hier die Definition des Riemann-Integrals aus Analysis 2.

m Wir definieren die Teilmenge 7 (a,b) C Fun([a, b}, R) der Treppenfunktionen
wie folgt: Sei f : [a,b] — R. Dann ist f € T (a,b) genau dann, wenn es n € N,
sowie

a=Tg <11 < < Tp1<Tp=02>0

und ¢y, ..., c,—1 € R gibt, so dass fiir i =0,...,n — 1 und x € [a, b] gilt:
y<r<zy = flx)=¢.

Die Werte von f an den Sprungstellen x; diirfen beliebig sein.

m Sei f € Fun([a, b], R) beschrénkt. Wir definieren
b* b
(Oberintegral) f(z)dx = inf{ / P(z)dx ’ p € T(a,b) und 3 > f} )

b b
(Unterintegral)) / f(x)dr = Sup{ / o(x)d )g € T(a,b) und ¢ < f} :

Falls Ober- und Unterintegral gleich sind, heifit f Riemann-integrierbar, und
wir setzen

b b b
/ flz)dx = / flz)dx = f(z)dx .
Die Menge der Riemann-integrierbaren Funktionen nennen wir

R(a,b) C Fun([a,b],R) .
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Zur besseren Unterscheidung schreiben wir in diesem Kapitel

b
Riemann-Integral : R/ , Lebesgue-Integral : ,C/
a [a,b]
Satz 12.1.1. Sei f : [a,b] — R beschrénkt.
(i) f € R(a,b) genau dann, wenn f fast tiberall stetig ist.

(i) Falls f € R(a,b), dann auch f € L([a,b]) und es gilt

R/abf(x)dx - £/{Chb}fd)\.

m Achtung: Sei f : [a,b] — R und N C [a,b] eine Nullmenge. Folgende zwei
Aussagen sind nicht dquivalent:

(1) Die auf [a, b] definiert Funktion f ist in jedem Punkt x € [a,b]\ N stetig.

(2) Sei g : [a,b] \ N — R die Einschrinkung von f auf [a,b] \ N, also
( ) = f(x) fir alle # € [a,b] \ N. Die Funktion ¢ ist in jedem Punkt
€ [a,b] \ N stetig.

(Warum? Féllt Thnen ein Beispiel ein?) Die Bedingung ., f ist fast iiberall @
stetig® ist Bedingung (1), nicht Bedingung (2).

Beweis von Satz 12.1.1.
Beh. 1: Sei ¢ € T(a,b). Dann ¢ € L([a,b]) und

b
R/ o(x)dr = /J/ @ dA
a [a,b]
(Warum?)

Sei f : [a,b] — R beschriankt. Seien @, und ¢ Folgen in T (a,b) mit
¢ < [f<%,und

b b
lim Rl @,(zv)dx = | f(x)dz llmR x)dx —/ f(z

n—oo a n—oo

Wir kénnen annehmen, dass
e Dass die Partition von [a, b] fiir §,,,; die von @, enthélt (Verfeinerung),

und dito fiir [
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o fiiralle z € [a,b] und n € Ngilt §,(z) > %, (z) (punktweise monoton
fallend) und ¢ (z) < @, () (punktweise monoton steigend).

(Warum geht das alles?) Fiir = € [a, b] setze @

Bw) = lmg(n) , ¢() = lim g (x).

n—oo —"n

Da die Folgen ¥, (z), ¢ (z) monoton und beschrénkt sind, existieren die
Grenzwerte (inR). Dag,, ¢ messbar sind, sind auch ), 1 messbar (Satz 11.3.5).

Beh. 2: ¢, ¢ € L([a,b]) und

b * b
Ll wd\ = d L d\ = dx .
/[a 7 RECE /[ K / @)

[ Wir wenden den Satz iiber dominierte Konvergenz an (Satz 11.5.8).
Aufgrund der Monotonie von @, ¢ gibt es M > 0, sodass
[@,] < M und [p | < M. Da M[a,0]) = b —a < oo konnen
wir g(z) = M als integrierbare Majorante nehmen. Dann

cl G TESE lim £ B, dA
[a,b] 0 Jlab)
b

b*
PR im R @, (z)de = [ f(x)dx,

n—oo a

und genauso fiir . |

Beh. 3: f € R(a,b) genau dann, wenn ¢ = f = 1 fast iiberall. In diesem Fall
gilt Folgerung (ii) aus dem Satz.

[ =: Da f Riemann-integrierbar ist, sind Ober-und Unterintegral
gleich. Nach Beh. 2 gilt dann

L b —)d\ =
/M(w $)dr = 0

Day < f < 1, ist auch E—y > 0. Daher muss E—g fast iiberall
0 sein (—Ubung [Z4A3]). Also auch ¢ = f = ¢ fast iiberall.

<: Nach Beh.2 sind Ober- und Unterintegral gleich, also ist f
Riemann-integrierbar.

Sei also ¥ = f = 1 fast iiberall. Dann ist f messbar (Warum?), @
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f € L([a,b]) (Beh.2) und

z/ wd)\:ﬁ/ far=rcl Tdx.
[a,b] - [a,b] [a,b]

Andererseits sind nach Beh.2 alle diese Ausdriicke gleich dem
Riemann-Integral. ]

Beh.4: ¢y = f = 1 fast iiberall genau dann, wenn f fast iiberall stetig ist.
(—Ubung [Z6A2])
Beh. 4 zeigt Teil (i) und Beh. 3 zeigt Teil (ii). O

Bemerkung 12.1.2. Ein uneigentliches Riemann-Integral kann existieren,
obwohl das Lebesgue-Integral nicht existiert:

(1) Sei —c0 < A < B < +o0, und sei f : [A, B) — R fast iiberall stetig
und auf allen abgeschlossenen Intervallen [A,b], A < b < B, beschrinkt
(dann fiap € R(A,b) fiir alle A < b < B nach Satz 12.1.1). Dann

B b
R/A flz)dz = l}LI%RA f(z)dx

Hier sind zwei Bedingungen, wann das uneigentliche Riemann-Integral
gleich dem Lebesgue-Integral ist (—Ubung [Z6A3]):

(a) Angenommen, es gilt f > 0. Dann gilt

b—B

E/ fdx = hmR f( ydr € Rsy .
[A,B)

D.h. das Lebesgue-Integral ist endlich/unendlich genau, dann wenn
der Grenzwert auf der rechten Seite in R existiert / nach unendlich
divergiert.

(b) Angenommen, es gibt g > 0 mit g € L([A, B)) und |f| < g. Dann
gilt

/:[ fdr = R/f

Analoge Aussagen gelten, falls das Riemann Integral an der unteren
Grenze uneigentlich ist (oder an beiden).
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(2) Wenn weder (a) noch (b) oben erfiillt sind, kann es passieren, dass Rf
einen endlichen Wert annimmt, aber £ f nicht existiert. Ein Beispiel ist
f . RZO — R,

> (_1)n
f - Z< n) X[n—1,n) -

n=1
Dann
R Oof(x)da: = lim R bf(m)dx = lim iﬂ = —1In(2)
0 b—o0 0 N—oo — n ’
aber
fdx
Rso
existiert nicht. (Warum? Hinweis: Was sind f, und f_ hier?) @

Ab jetzt verwenden wir nur noch das Lebesgue-Integral und nicht mehr
das Riemann-Integral. Wir benutzen aber dennoch die Schreibweise, die wir
vom Riemann-Integral gewohnt sind. D.h. fiir das Lebesgue-Integral in R?
mit d = 1 schreiben wir

b
e / f(@)de .

wobei ¢ € RU {—oo} und b € RU {+00}. Beide Ausdriicke stehen fiir das
Lebesgue-Integral.

12.2 Der Satz von Fubini

In diesem Kapitel schreiben wir R? = X x Y mit X = RP, Y = RY und
p+q=d Fir fe L(X xY),ge L(X)und h € L(Y) schreiben wir

[ e /X g(e)dr | / hy) dy

fiir die entsprechenden Lebesgue-Integrale. Wenn wir die Dimension im Lebesgue-
Maf3 betonen wollen, schreiben wir A\, fiir das Lebesgue-Mafl im R".
Ziel des Kapitels ist, zu zeigen:

Satz 12.2.1. (Satz von Fubini)
Sei f e Le(X xY).
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(i) Es gibt eine Nullmenge N C Y, sodass fiir jedes y € Y \ N gilt: Die
Funktion X — C, z — f(z,y) ist messbar und auf X integrierbar (d.h.
f<_7y) € £C(X))

(ii) Sei N C Y eine Nullmenge wie in (i). Setze

Fly) = {gxﬂx,y)dx vex

Dann F € L¢(Y) und es gilt

flz,y)d(z,y) = /YF(y)dy.

XxY
Der Beweis kommt am Ende des Kapitels.

Bemerkung 12.2.2.

(1) Wir konnen die Aussage von Teil (ii) auch so schreiben:

sriy) = [ (f swnar)a

(2) Sei fe L(X xY). Fiury € Y setze h, : X — C, hy(z) = f(x,y) wie in
Teil (i) des Satzes. Dann kann es sein, dass h, nicht fiir alle y messbar
ist. Sei zB. X =Y =R und Z C R = X eine in R nicht messbare
Teilmenge. Setze f(x,y) =0 fiir y # 0 und f(z,0) = xz(z). Dann gilt:

XxY

e Die Funktion h, ist messbar fiir y # 0 aber nicht messbar fiir y = 0.

e Die Funktion f ist messbar, denn {z|f(z,y) > a} ist entweder (),
R? oder Z x {0} (Warum?). Die letzte Menge ist Teilmenge von
R x {0}, was eine Nullmenge in R? ist. Also ist auch Z x {0} eine
Nullmenge und damit messbar.

Es gilt auch f € L(X xY), da [ |f]d(z,y) = 0.
(3) Sei f € L(X xY). Definiere g : Y x X — R, g(y,z) = f(x,y). Dann
g€ L(Y x X) und es gilt (—Ubung [Z6A5])

fa,y)d(z,y) = / oy, ) d(y, )

XxY YxX
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Nach dem Satz von Fubini gibt es also Nullmengen M C X und N C Y,

sodass
/X\M(/Yf(:c,y)dy)da: = /Y\N</Xf(x,y)dx)dy_

In diesem Sinn spielt die Integrationsreihenfolge bei iterierten Integralen
keine Rolle.

(4) Man konnte versuchen, die Bedingungen im Satz von Fubini wie folgt
abzuschwéchen: Sei f : X x Y — C messbar (aber wir fordern nicht,
dass f € L(X xY), und

e die Funktion z — f(x,y) ist fiir fast alle y iiber X integrierbar,

e die Funktion F' aus Teil (ii) des Satzes erfiillt F' € L(Y).

Aber dann folgt nicht, dass f € £(X x Y') und die Aussage ist falsch.

Hier ein Beispiel dazu (Details —Ubung [Z1A2]). Sei X =Y = R und
f: X xY — R die Funktion, die nur fir z,y € (0,1) durch

_ Y
f(x>y)_ <x+y)3

gegeben ist, und sonst Null ist. Setze g,(z) = f(x,y) und auch h,(y) =
f(z,y). Dann:

e Fiir alle y € YV ist g, € £(X) und fur y € (0,1) gilt G(y) =
Jx gy(x)dx = —(y +1)7%, und G(y) = 0 sonst. Dann also auch
G e L(Y) und

| cway = [ ([ swna)ay = .

oFﬁrallexEXisth € L(Y) und fiir z € (0,1) gilt H(z) =
[y he(y)dy = (z +1)7% und H(z) = 0 sonst. Dann also auch G €

L) und
/XH(x)dx - /}((Lf(x,y)dy)dx - %

Hier sind alle iterierten Integrale definiert, aber die Integrationsreihen-
folge vertauscht nicht.
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Korollar 12.2.3. Sei £ C X x Y messbar mit A\(E) < oo. Fir y € YV
definiere die Mengen E, = {z € X |(z,y) € E} C X. Dann gibt es eine
Nullmenge N C Y, sodass E, fiir alle y € Y \ N messbar ist, und die
Funktion y — A\, (£,) auf Y \ N integrierbar ist. Fiir eine solche Nullmenge
N gilt

)‘d(E) = /Y\N/\p(Ey> dy .

Der Beweis des Korollars ist eine —Ubung [Z6A2].

Beispiel 12.2.4. Sei r > 0 und sei K, = {(x,y) € R?|2? + y* < r?} die
Kreisscheibe von Radius 7 im R2.

Beh.: \o(K,) = mr? .
[ Wir benutzen Korollar 12.2.3. Fiir y € [—r, 7] gilt
= {zeR[a®+¢* <’} = [~h(y), hly)] .

mit h(y) = r/1— (y/r)% Firy ¢ [-r,r] gilt E, = 0. Alle E,
sind schon messbar, und die Funktion y — A;(E),) ist sogar stetig.
Wir kénnen also N = () wihlen. Wir erinnern uns, das arcsin(t)
eine Stammfunktion von 1/4/1 — ¢2 ist. Dann

(K,) = /R)\l(Ey)dy = / 2h(y) /Mdt

1

= 7? (t V19—t + arcsin(t)) = . |
-1
Aber es wire einfacher gewesen, zu sagen: ,Der Umfang eines Kreises von
. . P . . . . T N [ 2«
Radius s ist 27s, und dann integriere ich einfach fo 2rsds = (ws?)|, = 7r?.

Das geht jetzt 110(11 nicht, aber mit dem Transformationssatz im nachsten
Kapitel geht etwas Ahnliches.

Ab jetzt wenden wir uns dem Beweis des Satzes von Fubini zu. Wir brau-
chen eine Reihe von Lemmas. Wir schreiben £(X x Y) fiir Lc(X X Y), ete.

Definition 12.2.5. Eine Funktion ¢ : R® — C der Form

Y= Z CiX;
=1

mit ¢; € C, I; C R™ Intervalle, heifit (komplexwertige) Treppenfunktion.
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Bemerkung 12.2.6.

(1) Real- und Imaginérteil einer Treppenfunktion sind einfache Funktionen
im Sinne von Definition 11.3.7, aber nicht umgekehrt, da in einfachen
Funktionen die charakteristischen Funktionen iiber allgemeinen messba-
ren Mengen definiert sind.

(2) Eine Funktion der Form ¢ = > "  ¢;xp, mit Elementarmengen E; ist
nach Lemma 11.2.6 eine Treppenfunktion.

(3) Der Satz von Fubini gilt fiir Treppenfunktionen (mit N = ()):
Beh.: Sei ¢ : X x Y — C eine Treppenfunktion. Dann gilt

/;<Xy¢<$’y)d(x’y):/Y</Xs0(x,y)dx)dy.

[ Wegen der C-Linearitét des Integrals (Bemerkung 11.5.10 (2))
geniigt es, die Behauptung im Spezialfall ¢ = y; fiir ein Inter-

vall I zu zeigen. Dort rechnet man die Gleichheit leicht nach.
(Details?) ]

Lemma 12.2.7. Sei f € L(R?). Es gibt eine Folge (¢x)ren von Treppen-

funktionen mit || f — vx||1 LNy}

Beweis. Wir nehmen zunéchst an, dass f reellwertig ist mit f > 0. In diesem
Fall zeigen wir, dass es fiir jedes € > 0 eine Treppenfunktion ¢ (mit Werten
in R) gibt, sodass || f — ¢||1 < . Daraus folgt dann die Aussage des Lemmas.

(Wie? Hinweis: Betrachten Sie erst allgemeine reellwertige f via f = f. — f_
und dann komplexwertige, benutzen Sie die Dreiecksungleichung fiir || - ||;.)

Sei also f > 0 und sei € > 0 gegeben. Nach Definition des Integrals gibt
es eine einfache Funktion s mit 0 < s < fund [ f — [s < 5. Also auch

If=sl = [1£-sl < 5.

Schreibe s = 221 ¢i X4, mit ¢; > 0 und A; messbar. Da f s < 0o muss auch
Ai(A;) < oo gelten. Also ist A; endlich A\-messbar (siche Definition 11.2.19
und Beh. 4 aus dem Beweis von Satz 11.2.21), und somit gibt es Elementar-
mengen F;, ¢+ =1,...,m mit

d(Ei, A) = MEAA)) < —

2me;
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Betrachte die Treppenfunktion ¢ = > ¢ xp,. Es gilt

= 9
s =l = [1s =4l < Z/u ZCZ (B A) < 5

=X(A;AE;)

Insgesamt |[f —lly < [[f = sl +[ls = ¢l <& -

Lemma 12.2.8. Seien f, fy € L1(RY), k € N. Falls || f— fe|l1 — 0 fiir k — oo,
so gibt es eine Teilfolge f;, mit den Eigenschaften

() 2220 ks = fill < o0,

(ii) fx, konvergiert fast iiberall punktweise gegen f (d.h. es gibt eine Null-
menge N C R?, sodass fiir alle z € R?\ N gilt: lim; o, fi,(7) = f(2)).

Beweis. Dies folgt aus dem Beweis des Satzes von Fischer-Riesz (Satz 11.7.8).
Teil (i) folgt aus Beh.1 im Beweis und Teil (ii) aus Beh.3 (Details? Die
Aussage des Lemmas gilt in der gleichen Allgemeinheit wie der Satz von
Fischer-Riesz. Wie lautet diese allgemeinere Formulierung des Lemmas?). [

Lemma 12.2.9. Sei £ C X x Y eine Nullmenge beziiglich A\q. Setze E, =
{z € X|(x,y) € E}. Dann gibt es eine Nullmenge N C Y, sodass:

Vy e Y\ N : E, ist Nullmenge in X .

(Es kann passieren, dass fiir manche y € Y die Menge E, unendliches
Maf hat, oder auch gar nicht messbar ist. Fallen Thnen dazu Beispiele ein?
Das ist der Grund, warum wir die Nullmenge N brauchen.)

Beweis. Da das duflere Maf fiir alle Teilmengen von X = RP definiert ist,
macht der Ausdruck \5(E,) fiir alle y € Y Sinn. Wir werden zeigen: fiir fast
alley € Y ist Ay (E,) = 0. Da Mengen mit &uflerem Maf} 0 messbar sind (und
damit Mafl 0 haben), folgt daraus die Aussage des Lemmas.

Sei € > 0 beliebig. Da A\3(E) = 0 gibt es Intervalle I;, C RY, k € N, sodass

E C D[k , i)\d(fk><€
k=1 k=1

Schreibe I, = J;, X K, mit Intervallen J, € X und K C Y. Definiere die
Funktion h : Y — Ry,

Z)\p Jk XKk .
k=1

Beh.: Fiir alle y € Y gilt \*(E,) < h(y).
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[ Setze Q = |, I und Q, = {z € X|(z,y) € Q}. Per Konstruktion
gilt £ C @ und E, C @Q,, sowie

XQy Z XJk XKk
Damit berechnen wir

)‘*(Ey) < )‘*(Qy) = )‘(Qy) = /XXQy

< [ (E @)t C S [ o
= im(y) Ap(Jk) = h(y)

In Schritt (1) wurde der Satz iiber monotone Konvergenz benutzt
(Satz 11.5.1). ]

Fiir die L'-Norm von h gilt

Il = / h(y)dy " ZA () / i (9)dy
Y
— Z)\ (Ji)A < e
\—,_/

=Xq(Ix)

Da & > 0 beliebig war, gibt es eine Folge hy € L(Y) mit ||hgll; — 0 fiir
k — cound Vy € Y : Nj(E,) < h(y). Nach Lemma 12.2.8 (i) gibt es eine
Teilfolge hy,, die fast iiberall gegen 0 konvergiert. Also ist Ay(F,) fiir fast alle
y € Y gleich 0. [

Beweis von des Satzes von Fubini (Satz 12.2.1).
Aus Lemmas 12.2.7 und 12.2.8 erhélt man eine Folge (¢ )ren von Treppen-
funktionen auf X x Y und eine Nullmenge F C X x Y, sodass

o > ekt — il < oo,

o ||f— k|1 = 0 fiir £ — oo,

o fiir alle (z,y) € X x Y\ E gilt pi(z,y) — f(x,y) fiir £ — oo.
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(i) Nach Lemma 12.2.9 gibt es N’ C Y, sodass fiir alle y € Y \ N’ die
Menge E, C X eine Nullmenge ist. D.h. fir y € Y\ N’ gilt:

or(—y) = f(—,y) fiir K — oo fast iiberall auf X .

Fiir y € Y setze

Hy(y) = /X|sok+1(x,y)—sok(:r,y)ldw = [lerri(=y) —or(=ylix -

Hier bezeichnet || - [|; x die L'-Halbnorm beziiglich X. Da |pg41(z,y) —
ok (z,y)| eine Treppenfunktion ist (Warum?), folgt aus Bemerkung 12.2.6 @
(3), dass

/ Hy(y)dy — / e (@, y) — (@, )ld@y) = lorn — ol -
Y XxY

Mit dem Satz iiber monotone Konvergenz erhélt man:

/Y@Hk(w)dy = i_oj/ka(y)dy = ijjnsokﬂ—wknl < o

Also 3772, Hy € L(Y), und nach Bemerkung 11.4.9(3) gibt es eine
Nullmenge N” C Y, sodass die Funktion > ;- Hy : Y — Ry auf
Y \ N” nur endliche Werte annimmt.

Setze N = N'U N”. Per Konstruktion gilt fiir y € Y\ N, dass

D lenia(=y) —ee(=m)lhx = D> Hily) < oo.
k=1 k=1

Also ist (pr(—, y))ren eine Cauchy-Folge in £'(X) (Warum?). (Genauer @
gesagt sind die Klassen von ¢y (—,y) eine Cauchy-Folge in L'(X), das
unterscheiden wir hier aber nicht.)

Nach dem Satz von Fischer-Riesz (Satz 11.7.8) gibt es ein g € £'(X)
mit || ox(—,y) —gll1.x — 0 fiir & — oco. Nach Lemma 12.2.8 gibt es eine
Teilfolge, sodass ¢, (—,y) — g punktweise fast iiberall auf X.

Per Konstruktion haben wir auch ¢,(—,y) — f(—,y) punktweise fast
iiberall auf X. Also gilt g = f(—,y) fast iiberall auf X. Da g € £}(X)
gilt damit auch f(—,y) € L(X).
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(ii) Sei N die in Teil (i) konstruierte Nullmenge. Definiere ¢y, F' : Y\ N —
C,

ouly) = /X olr,y)de | Fly) = /X Fley)di

(Warum ist ¢ messbar und in £!(Y)?) @

Beh.: (¢y)ren ist eine Cauchy-Folge in £}(Y), die auf Y\ N punktweise
gegen [’ konvergiert.

[ Es gilt

eia(y) — duly)| < /X e () — ou(e, ) de = Hy(y)

Das Integral iiber Y ergibt dann (wie in Teil (i))

Z [op+1(y) — Pr(W)ll1y = Z/Y |[Pr+1(y) — dr(y)| dy

=3 [ iy < .

Also ist (¢r)ren eine Cauchy-Folge in L}(Y).
Als néchstes zeigen wir die punkteweise Konvergenz gegen F'.
Es gilt

Yy e Y\N : [lor(—y) = f(=y)|i,x = 0fiir k— oo

denn fir g statt f(—,y) ist das nach Teil (i) richtig, und
f(—,y) ist fast tiberall gleich ¢g. Damit folgt fiir alle y € Y\ N,
dass

}¢k(y)—F(y)| = ‘/XSOk(ﬂf,y)de’ - /Xf(x,y)da:)
= /X“Pk(l’?y)—f(%y)\dx = lles(=y) = F(= )l x

k—o0
— 0

]

Nach der obigen Behauptung und dem Satz von Fischer-Riesz (Satz 11.7.8)
konvergiert (¢, gegen eine Funktion in £1(Y'), und mit Lemma 12.2.8
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ist diese Funktion F'. Insgesamt also F' € L(Y) = Lc(Y'). Wir berech-

nen
n .. .
/F(y) dy ¥ hm/cbk(y) dy = lim (/ or(z,Y) dx)dy
v k—oo v k—o0 Y X
Bem.12.2.6 (3) .. (2)
=" lim pr(z,y)d(z,y) = f(z,y)d(z,y)
—0 Jx«Y XxY

wobei Gleichheit (1) folgt, da ||¢r — F||1y — 0 fiir £ — oo, und Gleich-
heit (2) aus ||ox — fll1.xxy — 0 (Wieso folgen (1) und (2) aus diesen
Grenzwerten? Hinweis: Ein &hnliches Argument wurde im Beweis der
Behauptung benutzt.)

(Dies zeigt Teil (ii) fiir das spezielle N, dass in Teil (i) konstruiert
wurde. Wieso gilt Teil (ii) auch fiir beliebige Nullmengen M, sodass
f(—,y) € LYX) fiir alle y € Y \ M? Hinweis: Die Funktionen F aus
der Aussage von Teil (ii) des Satzes, die man beziiglich N und M erhélt,
unterscheiden sich nur auf einer Nullmenge.) -

Satz 12.2.10. Seien f € L¢(X) und g € Le(Y). Setze u : X x Y — C,
u(z,y) = f(z)g(y). Dann u € Lo(X X Y).

Beweis. Es geniigt, die Aussage fiir reellwertige f,g mit f,g > 0 zu zeigen.
Die allgemeine Aussage folgt duch geeignetes Zerlegen von f, g und Linearitat
des Integrals. (Details? Hinweis: Betrachten Sie zuerst den Fall, dass f, g
reellwertig sind und schreiben Sie f = f, — f_, g =9+ —g_.)

Beh.1: Seien M C X und N C Y messbar. Dann ist M x N messbar in
X xY.

[ Seien M C U2, Ej und N C U2, Fi Uberdeckungen durch of-
fene Elementarmengen F; C X, Fj, C Y. Mit G = E; x Fj, ist
dann M x N C ijk G, eine Uberdeckung von M x N durch
offene Elementarmengen in X x Y (Warum ist G, eine Element-
armenge?). Aus der Definition des duBeren Mafles als Infimum

iiber offene Uberdeckungen durch Elementarmengen erhilt man
folgende Ungleichung: Fiir M, N mit A\,(M) < oo und A\;(N) < oo

gilt

MM X N) < N(M)AN) = Ap(M)Ag(N) . (%)
(Details? Was geht schief, wenn wir hier z.B. \,(M) = oo zulassen
wiirden?)
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Seien nun M C X und N C Y endlich A-messbar, und seien
E,, F,, Elementarmengen mit E, — M und F,, — N. Aus (x)
erhalt man, dass

n—oo

E,xF,— MxN

(Wie?). Also ist M x N endlich A-messbar in X x Y. @

Fiir (nicht unbedingt endlich) messbare M, N schreibe M = |J,-_, Ay,
und N = |2, B, wobei A,, C X und B, C Y endlich A\
messbar sind. Wie gerade gezeigt, ist dann auch C,,, = A,, X B,
endlich A-messbar in X x Y. Es gilt

Mx N = G Comn

m,n=1

also ist M x N messbar. ]

Seien s : X -+ Rund ¢ : Y — R einfache und messbare Funktionen. Dann
ist auch die Funktion (z,y) — s(x)t(y) eine einfache und messbare Funktion
auf X x Y. (Warum?) @

Beh. 2: Angenommen, s und ¢ sind integrierbar. Dann

| swrwdin < [ swar [ i

[ Wegen der Linearitit des Integrals geniigt es, dies fiir charakteri-
stische Funktionen zu zeigen. Fiir diese folgt die Behauptung aus
der Ungleichung (*). ]

Seien f: X — Rypund g : Y — R integrierbar. Setze u : X XY — R,
u(z,y) = f(2)g(y).
Beh. 3: u ist messbar und [, u(z,y)d(z,y) < [ f(z)dx [, g(y)dy .

[ Nach Satz 11.3.9 gibt es Folgen s,, : X — R, ¢, : Y — R einfach,
messbar, > 0 und monoton steigend, sodass punktweise

Sp— f und t, —g fir n—o0.

Dann aber auch s, (z)t,(y) — u(z,y) punktweise. Mit dem Satz
iiber monotone Konvergenz (Satz 11.5.1) folgt, dass u messbar

62



ist, und dass

/nyu(x’y)d(x’y) - /XXYQLHQOSn(fE)tn(y))d(x,y)

"= lim $n() tn(y)d(z, y)
n—oo XxY

Beh.2

< lim [ su(x) d:c/tn(y) dy

= (i [ snwraz) (i, [ tato) )
mK. / ( lim sn(x)>dac /Y (grolo tn(y)>dy

= /X)Ji(ﬂf)dx/yg(y)dy ]

Da f und g integrierbar sind, folgt aus Beh. 3, dass [u < co. [
Wir halten folgende Korollare zu Satz 12.2.10 fest:
Korollar 12.2.11. Seien f € L¢(X) und g € L¢(Y). Dann

f@ow .y = [ f@ds [ owady.
XxY b's Y
(Mit Satz 12.2.10 folgt dies direkt aus dem Satz von Fubini (Satz 12.2.1). @
Wie?)
Korollar 12.2.12. Fiir M C X und N C Y messbar ist auch M xN C X xY
messbar, und es gilt

0
Axxy (M x N) =
Xy (M X N) {o Ax (M) = 0 oder Ay (N) = 0

Der Beweis ist eine —Ubung [Z7A2].

12.3 Der Transformationssatz

(Dieses Kapitel folgt [Kap.9 aus Konigsberger 2].)

Seien U,V C R? offen. Eine Abbildung T : U — V heifit Diffeomorphismus
(oder auch C!-Diffeomorphismus), wenn T eine Bijektion ist, und wenn so-
wohl T" also auch T~! iiberall stetig differenzierbar sind. Die Ableitung von
T in einem Punkt z € U ist eine lineare Abbildung

dT(z) : R - R? .
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Die Matrixdarstellung von d7'(z) ist durch die partiellen Ableitungen gegeben
(Satz 9.3.4).

@) - SR
[dT(z)] = : :
a(x) - GH(x)

Nach Satz 9.3.12 ist T' genau dann C! auf U (also stetig differenzierbar), wenn
alle partiellen Ableitungen auf U existieren und stetig sind.

Fiir einen Diffeomorphismus 7" ist die lineare Abbildung dT'(z) fiir jedes
x € U invertierbar (Warum? Hinweis: Per Annahme ist die Umkehrfunktion
T—! von T auch differenzierbar. Was sagt die Kettenregel (Satz 9.2.4) zu
T o T~ =id?) Die Determinante det(dT'(z)) ist also ungleich Null, und wir
erhalten eine stetige Funktion

| det(dT)| : U — Ray .

(Die Determinante det(dT'(x)) wird auch Funktionaldeterminante oder Jacobi-
Determinante genannt.)

In diesem Kapitel beweisen wir:

Satz 12.3.1. (Transformationssatz)

Seien U,V C R? offen, T : U — V ein Diffeomorphismus, und f : V — R
(oder C) auf V' integrierbar. Dann ist die Funktion f o T -|detdT| auf U
integrierbar, und es gilt

/U J(T(2)) | detdT (z)| dz = /V f(y)dy .

Der Beweis wird einiges an Vorbereitung erfordern. Diese beginnt nach
einer Bemerkung und einem Beispiel.

Bemerkung 12.3.2.

(1) Einen Spezialfall fiir d = 1 kennen wir schon vom Riemann-Integral: die
Substitutionsregel (Satz 7.4.7). Die Substitutionsregel besagt:

Seien a < b, ¢c < dund T : [a,b] — [¢,d], [ : [¢,d] = K Funk-
tionen. Ferner sei f stetig und T auf [a, b] stetig differenzierbar.
Dann gilt

b T(b)
/ f(T(2) T () dz = / f(y)dy .

T(a)
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Fiir den Fall, dass 7" > 0 auf [a, ] ist das die Aussage des Transforma-
tionssatzes. (Warum? Da steht doch kein | det dT'|“? Was passiert bei
T < 07)

Im Transformationssatz wird nicht gefordert, dass f stetig ist (schwéchere
Voraussetzung), aber schon, dass T' ein Diffeomorphismus ist (stérkere
Voraussetzung).

(2) Im Transformationssatz fordern wir, dass f : V' — R auf V integrierbar
ist. Wir konnten statt dessen auch fordern, dass g := fo T - |detdT| :
U — R auf U integrierbar ist. Dazu wendet man den Satz auf g und
S =T~ an. (Details? Hinweis: Benutze die Formel fiir die Ableitung der
Umbkehrfunktion aus dem Satz iiber lokale Umkehrbarkeit (Satz 9.4.4).)

Beispiel 12.3.3.

(1) In Beispiel 12.2.4 hatten wir den Fliacheninhalt der Kreisscheibe K, von
Radius r > 0 bestimmt: \y(K,) = w2 Dazu mussten wir das Integral

1
Mo(K,) = 27‘2/ V1—t2dt
-1

berechnen. Mit dem Transformationssatz konnen wir alternativ so vor-
gehen: Betrachte die Abbildung

T:R*—=R* | (r,p) (rcosg,rsinp) .

Es gilt
8T1 aTl 3
[ 8 )  [cosp —rsing
dT(r, ) = (aaTQ %Tz) - (Singo T COS ) ’
r ©

detdT'(r, ) = 7.

Insbesondere ist T eine C'-Abbildung. Auf R? ist T' nicht bijektiv. Aber
es gilt:

Beh.: Mit U = Ry x (—m,7) und V = R? \ {(x,0)|xz < 0} ist die
Einschrankung 7' : U — V ein Diffeomorphismus.

(Warum? Hinweis: Wenn wir R? = C nehmen, ist T'(r, ¢) = re’?. Damit
sieht man, dass T bijektiv ist. Dann benutzt man den Satz iiber lokale
Umbkehrbarkeit (Satz 9.4.4).)

Sei nun f : V — R die charakteristische Funktion f = xg,v. Setze
Q, ={(s,p) €U|0 < s <r}. Dann gilt T(Q,) = K, NV, also

foT = xo, -
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Der Transformationssatz sagt nun

/U Yo (5:¢) sd(s, ) = /V i d(z,y)

N J/ N J/
-~

= 2r [y sds = mr? = X (KrNV) = X2(Kr)

(2) Aus dem Diffeomorphismus 7" : U — V aus Teil 1 erhélt man ein weiteres
berithmtes Beispiel:

Beh.: [ e dzx = /7.

[ Zunéchst einmal ist e~ auf ganz R integrierbar (Warum? Hin-

weis: e~ < e~ fiir x > 1.). Betrachte die Funktion f(z,y) =
e e v’ = e~ (*"+v") Nach Satz 12.2.10 ist f € L£(R?). Nach
Korollar 12.2.12 ist

5 \2
fagdtey) = ([ ear)
R2 R
Die Funktion foT : U — R ist gegeben durch

f(T(r,p)) = exp((rcosg)® + (rsinp)?) = e .

Der Transformationssatz ergibt

" rd(r = d .
/ i) /Vf<x,y> (,v)
= (%)

Das Integral auf der rechten Seite ist gleich dem Integral iiber
R?, da V und R? sich nur um eine Nullmenge unterscheiden.
Das Integral auf der linken Seite 148t sich leicht berechnen:

(x) = 27r/ redr P A0 iy (—7re‘r2)
0

L—o0

r=L

T:OZW.J

Nun zum Beweis des Transformationssatzes (der Beweis folgt [Kap.9.2
aus Konigsberger 2]). Zur Vorbereitung brauchen wir ein paar Lemmas.

Lemma 12.3.4. Sei A € GL(d) und v € R? Betrachte die affin-lineare
Abbildung T : RY — R?, T(z) = Ax + v. Fiir jede Borelmenge M C R? ist
auch T'(M) eine Borelmenge und es gilt

MT(M)) = |det A - A(M) .
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Beweis. Sei M € B, d.h. M ist eine Borelmenge.
Beh. 1: T(M) ist eine Borel Menge.

[ Sei T ={T(M)|M € B}. Dann ist T eine o-Algebra, die alle
offenen Mengen enthiilt (Warum?). Also B C 7. Wendet man 7! @
auf beide Seiten an, erhdlt man die umgekehrte Mengeninklusion.
Somit 7 = B. |
Fiir die folgenden Behauptungen sei M eine Borelmenge mit A\(M) < oo.

Beh.2: Sei m € Sy eine Permutation und A(z) = (2zq),- .., %x)) eine Per-
mutation der Koordinaten. Dann A(A(M)) = A\(M).

(—Ubung [Z5A4]).

Beh.3: Sei ¢ € R und A(x) = (cxy,9,...,24) eine Skalierung um ¢ in der
ersten Koordinate. Dann A(A(M)) = |c| A(M).

[ Fiir ¢ > 0 ist das Argument genauso wie in —Ubung [Z6A5].

Fiir ¢ < 0 betrachtet man zunéchst den Fall ¢ = —1 und zeigt,
dass die duleren Mafle gleich bleiben. Beliebiges ¢ < 0 erhélt man
dann also Komposition von Abbildungen. ]

Beh. 4: Sei A(z) = (21 + xg, T2, T3, ..., x4). Dann A(A(M)) = A(M).

[ Wir benutzen Korollar 12.2.3. Schreibe RY = R x R?! und
(x1,22,...,24) = (a,b) mit a« = x; und b = (z,...,24). Dann
gibt es eine Nullmenge N C R?"!, sodass fiir b ¢ N gilt:

My, ={a € R|(a,b) € M}

ist messbar und
Aa(M) = / A1 (My) db .
Rd—1\N

Setze E = A(M). Dann E, = M, + 22 C R und wegen der
Translationsinvarianz des Lebesgue-Mafles gilt A;(Epy) = Ay (Mp).
Also auch

NlE) = / () b= ()
& \N:/\l(Mb) J
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Mit Beh. 24 kann man alle Zeilen- und Spaltenoperationen auf Matrixen
beschreiben. Aus der Linearen Algebra wissen wir, dass somit jede invertier-
bare lineare Abbildung als eine (wiederholte) Komposition der Abbildungen
in Beh. 24 geschrieben werden kann. Da die Determinante multiplikativ un-
der Komposition ist, zeigt dies die Behauptung des Lemmas M € B mit
AM) < oo. (Wie folgt daraus der Beweis fiir beliebige M € B? Hinweis: @
Zerlegen Sie R? in abzihlbar viele endlich-A\-messbare Mengen (z.B. Wiirfel
mit Kantenlédnge 1) und schneiden Sie diese mit M.) O

[Anfang des nicht klausur-relevanten Teil des Beweises des Transformationssatzes.]

Lemma 12.3.5. Seien U,V C R? offen und T': U — V ein Diffeomorphis-
mus. Ist N C U eine Nullmenge, dann ist auch T'(N) C V eine Nullmenge.

Beweis. Es geniigt, zu zeigen, dass fiir jedes abgeschlossene Intervall J C U
gilt: T(N N J) ist eine Nullmenge (Warum? Hinweis: Ahnlich wie in Z2Ab5: @
U ist eine abzdhlbare Vereinigung von abgeschlossenen Intervallen.)

Sei also J C U ein abgeschlossenes Intervall. Da T eine C' Abbildung
ist, ist die Funktion U — Rsg,  — ||dT(z)|lop (die Operatornorm, siehe
Kapitel 9.1) stetig. Da J kompakt ist, nimmt die Operatornorm dort ihr
Maximum (auf J) an, insbesondere ist ||dT'(x)||op, auf J beschriankt, sagen
wir durch M: fiir alle x € J gilt ||dT(x)||op < M.

Da J konvex ist, folgt aus dem Schrankensatz (Satz 9.3.10), dass fiir alle
p,q € J gilt:

T(p) —T(q9)| < M-|p—gql. (%)

(Satz 9.3.10 sagt dies erstmal fiir offene Mengen, warum gilt es auch fiir J?) @
Sei € > 0 beliebig. Da N N J eine Nullmenge ist, konnen wir Intervalle

I, k € N finden, die N iiberdecken, und die Y ;- A(Ix) < e erfiillen. Wir

konnen annehmen, dass alle I, Wiirfel sind, d.h. alle Kanten sind gleich

lang (Warum? Hinweis: Man kann ein gegebenes Intervall in endlich viele @

Wiirfel einbetten, sodass das Volumen weniger als €27% zunimmt.). Wegen

(%) gilt dann, dass T'(I}) ein einem Wiirfel mit der v/dM-fachen Kantenléinge

enthalten ist. (Ein Wiirfel W mit Kantenlédnge 1 ist in einem Ball mit Radius

V/d/2 enthalten, und somit T'(W) in einem Ball von Radius M+/d/2, der

wiederum in einem Wiirfel von Kantenlinge M+/d liegt.) Also

ANT(Iy) < (VAM)*NI) |

und damit auch "7 AN(T(I}.)) < & (VdM)?. Da die T(I}) die Menge T(N N
J) iiberdecken, und da £ > 0 beliebig war, folgt die Behauptung. O]
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Nebenbemerkung zur Information: Die Aussage aus Lemma 12.3.5 gilt auch
fiir Lipschitz-stetige Funktionen. Aber stetig alleine reicht nicht: Da es surjektive,
stetige Abbildungen [0, 1] — [0, 1] x [0, 1] gibt, erhalten stetige Abbildungen nicht
unbedingt Nullmengen. Siehe auch die Nebenbemerkung nach Bemerkung 13.1.2.

Im Beweis des Transformationssatzes taucht der Begriff des Trégers einer
Funtion auf, daher hier die Definition.

Definition 12.3.6. Sei X ein metrischer Raum und f : X — R (oder C)
eine Funktion. Der Trager supp(f) von f ist der Abschluss der Menge der
Stellen an denen f nicht Null ist,

supp(f) = {z € X[ f(z) #0} .
Beweis von Satz 12.5.1.
Beh. 1: Fiir jedes abgeschlossene Intervall I C U gilt

ANT(1)) < rg?;(]det dl(z)] - M) .

[ Falls A\(/) = 0, dann auch A\(7'(I)) = 0 nach Lemma 12.3.5, und
die Behauptung ist wahr.
Sei also A(I) > 0. Dann gibt es a > 0, sodass A(T'(I)) = a\(1).
Setze Iy = I. Indem man alle Kanten von I halbiert, erhilt man
29 neue abgeschlossene Intervalle, von denen mindestens eines —
nenne wir es I; — die Ungleichung A(T'(11)) > aA({;) erfiillen
muss (Warum?). Wiederholt man den Vorgang, erhilt man eine
absteigende Kette von abgeschlossenen Intervallen

]ODIIDIQC"'

mit AN(T'(I)) > aA(Ig), und wobei die Kantenléngen von I;, durch
27% mal denen von I, gegeben sind. Da alle I; nicht-leer und
kompakt sind, ist auch der Druchschnitt aller [ nicht leer (Lem-
ma 8.4.10). Da die Kantenléingen gegen Null gehen, gilt

ﬂ]k = {p}

fiir ein p € I. Durch Verschieben kénnen wir annehmen, dass p =
0 und T'(p) = 0. Setze A = dT(0) € GL(d) und u(x) = A~'T(x).
Dann du(0) = id, und somit nach der Definition der Ableitung:

w(x) =z + [z] -r(z)
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fir ein r mit 7(x) — 0 fiir z — 0.

Sei € > 0 beliebig. Wihle k sodass x € I, = |r(z)| < e. Sei L
der Durchmesser von I (groBte Entfernung von zwei Punkten).
Dann ist der Durchmesser von I, durch 2% L gegeben.

Fiir jede Koordinate gilt w;(z) = x; + |z|r;(z), und wenn x; sich
im Intervall [a, b] bewegt, dann wu;(x) im Intervall [a — 2 %Le, b+
27" Le]. Letzteres hat die Linge

b—a+2""Le < (b—a)(1+27"'Le/(27%0)) |

wobei ¢ die kiirzeste Kantenldnge von I ist. Insgesamt ist w([y)
in einem Intervall J; enthalten, mit

MJp) = (1+2Le/O)* \(I,) .
Es gilt:

MT (1) = MAu(Iy) "2 | det AN (u(l)))
|det AJN(J) = |det A|(1 +2Le/0)* \(I},) .

Da dies fiir alle ¢ > 0 gilt, folgt a < |det A|] = |detdT'(0)].
Insbesondere
a < mglx|deth(x)| : |

Erinnerung: Fiir eine Menge M C R? bezeichnet M° die inneren Punkte
von M, also Punkte, fiir die es eine Umgebung gibt, die ganz in M liegt. Per
Konstruktion ist M° offen.

Beh. 2: Sei K C U kompakt, sodass K \ K° eine Nullmenge ist. Dann

géi}l{l‘det dl'(z)] - MK) < XNT(K)) < I;lea%]det dT(x)] - MK) .

[ Da K° offen ist, konnen wir es als abzdhlbare Vereinigung von
Elementarmengen F; schreiben (—Ubung [Z2A5)), K° = |2, Ei.
Wir konnen annehmen, dass die E; disjunkt sind (Warum? Hin-
weis: Lassen Sie induktiv aus jedem FE; die Vorhergehenden weg.
Warum ist das wieder eine Elementarmenge?). Da jedes E; als
endliche disjunkte Vereinigung von Intervallen geschrieben wer-
den kann, erhalten wir disjunkte Intervalle I, k € N, mit

Ko = JI. (%)
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Setze M = max,ex |det dT'(z)|. Fiir den Abschluss I, von I
gilt, dass I \ Iy , eine Nullmenge ist. Nach Lemma 12.3.5 ist auch
T(I; \ It) = T(I;) \ T(I}) eine Nullmenge. Mit Beh. 1 folgt

NT(L) = NT(T) € MAT) = ML) . (+)

Setze Q = T(K). Da T ein Diffeomorphismus ist, gilt auch Q° =
T(K°), und somit Q \ Q° = T(K \ K°). Per Annahme ist K \
K° eine Nullmenge, und nach Lemma 12.3.5 ist auch @ \ @°
eine Nullmenge. Also A\(K) = A(K°) und A\(Q) = A(Q°). Damit
erhalten wir die Abschétzung

o0

ANQ) = M@ 2 STANT(L)

k=1

S)MZ)\(Ik) W MAKY) = MAK) .

Dies zeigt die zweite Abschéitzung in Beh. 2. Fiir die erste Ab-
schatzung wenden wir die bereits bewiesene zweite Abschiatzung
auf die Umkehrabbildung S = T~! an. Man benutzt dS(y) =
dT(S(y))™!, sodass

— -1 _ -1
max | det dS(y)| = max |detdT'(S(y))|” = max | det dT'(x)|

= (min\det dT(x)D_l .

zeK

(Details fiir den Rest des Arguments?) | @

Beh. 3: Der Transformationssatz gilt fiir jede Treppenfunktion, deren Trager
in V liegt.

[ Wegen Linearitét des Integrals geniigt es, die Behauptung fiir
charakteristische Funktionen von Intervallen zu zeigen. Da sich
Intervalle von ihrem Abschluss nur durch Nullmengen unterschei-
den, geniigt es, abgeschlossene Intervalle zu betrachten. Sei also
I C V ein abgeschenes Intervall und f = x;.

Wir miissen zeigen: a) g(x) := f(T(z)) - |detdT(x)| ist auf U
integrierbar; b) es gilt

g(x)dr = | f(y)dy . (%)
footore = |,
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Sei S =T"':V — U die Umkehrfunktion von 7.

Fiir a) bemerkt man zunéchst, dass f(T'(z)) = xs(x). Da I
abgeschlossen ist (also auch kompakt), ist S(/) kompakt, und
somit Borel, und somit messbar. Ferner ist |detdT(z)| stetig,
also messbar, und somit ist g als Produkt messbarer Funktionen
ebenfalls messbar. Dass g auf U integrierbar ist folgt aus b).

Fiir b) schreiben wir zunéchst die Gleichung (%) um als

/ et dT(x)| dx = A(I) .
S(1)

Die Funktion |detdS|™ : I — R ist stetig, und — da I kompakt
ist — sogar gleichméafig stetig auf I (Satz 5.3.12 aus Analysis 1).

Sei € > 0 beliebig. Es gibt ein § > 0, sodass fiir alle y, 3y’ € I gilt:
ly—9| <86 = ||detdS(y)|™" —|detdS(y)|'| < €.

Zerlege I in endlich viele abgeschlossene Intervalle Iy, ..., Iy von
Durchmesser < ¢, die sich nur in Nullmengen schneiden. Setze
K; = S(I;). Dann gilt fir alle z, 2’ € K;, dass T'(x),T(2') € I,
also |T'(z) — T'(z')| < ¢ und somit

] | det dS(T(2))[~" — | det dS(T(2'))| " \
— ‘\deth(m)]—\deth(x’)]‘ <e.

Es folgt, dass
max | det dT'(x)

min |det dT'(z)| < €.
:UGKi K

TEIK;
v N
- -

= Mz = my;

J/

Wegen m; < |detdT(x)| < M; gilt
K;

und aus Beh. 2 wissen wir

Mit M; — m; < ¢ ergibt sich insgesamt, dass

(/ |det dT(z)|dx — ML)| < MK:)e
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Die verschiedenen I; (und somit auch die verschiedenen K;) schnei-
den sich nur in Nullmengen. Daher erhalten wir die Summenzer-
legung

‘jéu)|detdzxzq|dx - A(]ﬂ

— ‘i(/}(Jdeth(xﬂdm — /\(Iz))’

< :E:‘(/;‘|detd7Kaﬁ|dx — A1)
< STAK)e = MS(D)e

Da £ > 0 beliebig war (und A(S(I)) < o0), folgt die Behauptung. |

Wir kommen nun zum allgemeinen Fall. Sei f : V' — R (der Fall C folgt
dann) auf V' integrierbar.

Beh. 4: Es gibt eine Folge (¢ )ren von Treppenfunktionen auf R? mit

e supp(yx) C V,

o ||f —vlly 2220, und

k—o0

e Yi(y) — f(y) auf V'\ N fiir eine Nullmenge N.

[ Wir erweitern f auf ganz R?, indem wir f durch 0 fortsetzen:

fly) syeV

0 ; sonst

fr:RI=R fv(y)z{

Dann gilt fy € L(R?). Nach Lemma 12.2.7 gibt es eine Folge

(pr)ren von Treppenfunktionen mit || fy — ¢kl 222 0. Aller-

dings gilt nicht unbedingt, dass supp(yx) C V.

Sei M;, > 0 so gewihlt, dass ¢, < M;, auf R Sei W das Innere
von supp(yy) NV und sei Ey C W eine abgeschlossene Element-

armenge mit
1

MW\ B < 1
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(Warum gibt es so ein Ey? Hinweis: Fiir eine offene Elementar-
menge Ej, siehe [Z2A5] und Satz 11.1.8. Wihle eine Zerlegung in
disjunkte Intervalle (Lemma 11.2.6), mache diese gegebenenfalls
etwas kleiner, nehme den Abschluss.) Da supp(px) \ supp(ex)°
eine Nullmenge ist (Warum?), gilt dann auch

A(supp(pr) (V) \ ) < —

kM,
Setze vV = ¢k - Xg,- Dann

llok - xv — Yrlli < My A((supp(er) N V) \ Ey) = —

und
k—o0
Ifv =l < Ifv — SOkXVHl + H%XV — il == 0.
<||fv A <1/k
Nach Lemma 12.2.8 kénnen wir zu einer Teilfolge iibergehen, so-
dass auch ¥ (y) LEsN fv(y) fast iiberall. |

Mit der Notation aus Beh. 4 setze, fiir x € U.

Yi() = Yu(T(x)) - [detdT ()|, f(z) = f(T(x))-|detdT(z)] .
Nach Lemma 12.3.5 ist N := T~!(N) ebenfalls eine Nullmenge, und auf U\ N
gilt 3

lim (z) = f(z).

k—o00

Also ¢y, — f fast iiberall auf U. Nach Beh. 3 ist ¢, integrierbar auf U, und
es gilt

[ =l = [ [t (7)) = (7)) | detT (o) ds
"3 [ i) = a0y = =l

Da die 9, in L' konvergieren, bilden die 2E_m eine Cauchy-Folge in L. Nach
dem Satz von Fischer-Riesz (Satz 11.7.8) konvergiert somit auch die Folge
Ym gegen eine (Aquivalenzklasse einer) Grenzfunktion g in L'. Nach Lem-

ma 12.2.8 konvergiert eine Teilfolge von U dann fast iiberall gegen g. Aber
U konvergiert fast iiberall gegen f. Somit ist f = ¢ fast iiberall. Also ist f
integrierbar und

5 (*) Beh. 3
dr = 1 Ydr "="1 Ydy =
/Uf(x) x im wk( T 1m/¢k Yy /f

wobei wir in () benutzen, dass | [f—[agl < [|f =gl =|f—glhgilt. O
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[Ende des nicht klausur-relevanten Teil des Beweises des Transformationssatzes. |

Korollar 12.3.7. Sei T : U — V wie in Satz 12.3.1. Sei f : V — Rsg
messbar. Dann ist auch f o T - | det dT'| messbar, und es gilt

/U F(T()) |det dT (z)|dz = /V fw)dy €Rsp.

Bewers. Fiir k € N und y € V definiere f; : V — R durch

0 Syl >k
fely) = § f(z) syl <kund f(y) <k
ko slyl <kund f(y) >k

Dann f; < fo < f3 < ..., und limg oo fi(y) = f(y) € Rx fiir alle y € V.
Ferner ist f), messbar und iiber U integrierbar (Warum?). Setze fi(v) = @
f(T'(x))|det dT'(z)|. Nach dem Transformationssatz (Satz 12.3.1) ist f; auf

U integrierbar und
| i@ = [ away.
U v

Da ebenfalls fi < fo < f3 < ... und limy_,e fk(x) = f(T(x))|detdT(x)| €
R>0, kénnen wir den Satz iiber monotone Konvergenz (Satz 11.5.1) auf beide
Seiten anwenden und erhalten die gewiinschte Aussage. m
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13 Integration iiber Untermannigfaltigkeiten

In diesem Kapitel betrachten wir n-dimensionale Untermannigfaltigkeitem
im RY mit 0 < n <d.

13.1 Untermannigfaltigkeiten im R?
(Dieses Kapitel folgt [Kap. 3.5 aus Konigsberger 2].)
Um zu betonen, dass wir R” als einen bestimmten Unterraum des R?
auffassen, schreiben wir
Ry = {acERd‘an:---:xd:O} .
Definition 13.1.1. Sei M C R? nicht leer.

(i) M hei3t n-dimensionale differenzierbare Untermannigfaltigkeit (der Klas-
se CP, p > 1) falls gilt: Fiir alle a € M gibt es U,V C R offen mit
a € U und eine Diffeomorphismus ¢ : U — V' der Klasse CP, sodass

e(MNU) = RgNV .
Die Abbildung ¢ heifit Karte fir M, und M NU heifit Kartengebiet von
©.
(ii) Eine Menge {¢; : U; = Vi}ier von Karten fiir M mit M C (J,.; U; heifit
Atlas fiir M.

Bemerkung 13.1.2. (1) Wir sagen auch CP-Untermannigfaltigkeit statt ,,dif-
ferenzierbare Untermannigfaltigkeit der Klasse CP“. | Untermannigfaltig-
keit* ohne weitere Spezifikation heifit im folgenden C!-Untermannigfaltigkeit.

(2) Ein Atlas existiert per Definition, ist aber nicht eindeutig.

Die Vereinigung von einem Atlas fiir M mit beliebig vielen Karten fiir M
ist wieder ein Atlas fiir M (Warum). Wenn man die Menge aller Karten
fiir M betrachtet, erhdlt man den maximalen Atlas fiir M. Dieser ist
eindeutig.

(3) Beh.: Die Zahl n aus Def. 13.1.1 (i) ist eindeutig bestimmt.

[ Sei ¢ wie in der Definition. Angenommen, es gibt U ,f/ C
I@d offen mit @ € U und eine Diffeomorphismus ¢ : U —
V (der Klasse C') mit (M UU) = Ry N V. Indem wir zur
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Schnittmenge iibergehen, konnen wir ObdA annehmen, dass
U =U. Dann ist

D= ot VoV

ein Diffeomorphismus, der V N R? auf V NRZ abbildet. Da-
her ergibt die Einschrankung von d®(p(a)) eine invertierbare
lineare Abbildung R — R{* (Warum?). Das geht aber nur fiir
m=n. |

Nebenbemerkung zur Information: Teil (3) von Bemerkung 13.1.2 klingt of-
fensichtlich. Wenn wir statt C! Abbildungen nur stetige Abbildungen betrachten,
so gibt es aber Beispiele von surjektiven stetigen Abbildungn [0, 1] — [0, 1] x [0, 1].
Z.B. die Hilbert-Kurve (—wikipedia) (Warum ist die Grenzkurve stetig und surjek-
tiv? Hinweis: Satz 8.2.3 (Cauchy fiir gleichméfige Konvergenz), Satz 8.2.7 (Grenz-
funktion ist stetig), Satz 5.3.1 (Bilder kompakter Réume sind kompakt)). Solche
Dimensionsénderungen nach oben sind mit C'-Abbildungen nicht méglich, wie am
am Rang der Ableitung erkennt.

Nebenbei: Keine stetige surjektive Abbildung [0,1] — [0,1] x [0,1] ist stetig um-
kehrbar, denn [0, 1] zerféllt in zwei Zusammenhangskomponenten, wenn man einen
Punkt im Inneren weglisst, [0,1] x [0, 1] aber nicht, also sind die Rdume nicht
homoomorph.

Beispiel 13.1.3. (Graphen von Funktionen)
Sei Q2 € R™ offen, Q # 0, und f : Q — R* eine C*-Abbildung. Der Graph von
f ist definiert als

L(f) = {(x,y)GR”ka’xEQquy:f(x)}.

Beh.: M = T(f) ist eine n-dimensionale Untermannigfaltigkeit im R? mit
d=n+Ek.
[ Sei a = (z,y) € M beliebig. Dann = € Q und y = f(z). Wihle
U=V =QxRFund

Wir miissen zeigen, dass ¢ eine Karte fiir M ist.

@ st ein Diffeomorphismus: Betrachte ¢ : V. — U, (x,y) —
(z,y + f(x)). Dann ist 1 invers zu ¢. Sowohl ¢ also auch 9 sind

Cl.
Es gilt (M NU) =Ry NV: klar. (Warum? Hinweis: Zeigen Sie
beide Mengeninklusionen.) |
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Eine wichtige Beschreibung von Untermannigfaltigkeiten ist als Nullstel-
lenmenge geeigneter Funktionen:

Satz 13.1.4. Sei M C R?, M # (). Es sind dquivalent:
(i) M ist eine n-dimensionale Untermannigfaltigkeit.

(i) Fiir alle @ € M gibt es eine offene Umgebung U C R%, a € U und eine
Cl-Funktion f : U — R4 sodass df(a) € L(R? RY™) surjektiv ist
(d.h. vollen Rang hat), und

MnU = f7'({0}) .

Beweis. (1)=(ii): Sei ¢ : U — V eine Karte von M um den Punkt a. Per
Definition ist ¢ ein Diffeomorphismus mit o(M NU) = Rf NV. Seien ¢; :
U — R die Komponentenfunktionen von ¢. Wahle f als die letzten d — n
Komponenten:

F:U=RT e (up(a),. .. palx)) -

Dann hat f die in (ii) geforderten Eigenschaften. (Warum? Hinweis: dp(a)
ist invertierbar. Wie setzt sich die Matrix df (a) zusammen?)

(ii)=-(i): Sei @ € M beliebig. Wir konstruieren eine Karte ¢ von M um a mit
Hilfe des Satzes iiber lokale Umkehrbarkeit (Satz 9.4.4).

Sei f: U — R¥™ wie in (ii). Da die (d — n) x d Matrix [df(a)] vollen
Rang hat, gibt es Zeilenvektoren vy, vs, ..., v, € R", sodass die d x d Matrix

[df (a)]

invertierbar ist. Betrachte Linearformen )\; : R — R, z — (x,v;), wobei
(-, —) das Skalarprodukt im R? bezeichnet. Definiere

)\1 (ill')

o:U—=R | x>
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Dann ist ¢ eine C'-Abbildung mit [dp(a)] = A (Warum?). Nach dem Satz
iiber lokale Umkehrbarkeit gibt es eine offene Umgebung U’ C U, a € U’ und
V C R4, sodass die Einschriinkung ¢|¢» : U’ — V ein Diffeomorphismus ist.

Nach Voraussetzung gilt fiir alle x € U: f(z) = 0 & x € M. Fir alle
x € U gilt also auch: p(z) € R} < = € M. Da ¢(U’) = V haben wir
insgesamt, dass

e(MNU") = RyNnV . ¥

Definition 13.1.5. Sei U C RY offen, f : U — R¥ eine C'-Funktion.
(i) a € U heift requlirer Punkt, falls df (a) : R — R* surjektiv ist.

(i) b € R¥ heifit requlirer Wert, falls jedes a € U mit f(a) = b ein regulirer
Punkt ist.
(Insbesondere ist jedes b mit leerem Urbild ein regulérer Wert.)

Satz 13.1.6. (Satz vom reguléren Wert)

Sei U C R? offen und f : U — R¥ eine C!-Funktion. Sei b € R¥ ein regulirer
Wert von f, sodass M := f~*({b}) nicht leer ist. Dann ist M eine (d — k)-
dimensionale Untermannigfaltigkeit.

Beweis. Dies ist ein direktes Korollar zur lokalen Charakterisierung von
Untermannigfaltigkeiten also Losungsmengen in Satz 13.1.4: Da b ein re-
guldrer Wert ist, ist jedes a € M ein reguldrer Punkt. Mit n = d — k hat
f—=b:U — R4 die Eigenschaften in Satz 13.1.4 (ii). O

Beispiel 13.1.7. Betrachte f : R? — R, f(z,y) = 2*>—y*. Wir wollen priifen,

welche b € R reguldre Werte fiir f sind. Nach Satz 13.1.6 sind dann die
Losungsmengen M, = f~!'({b}) Untermannigfaltigkeiten (M, ist in diesem
Beispiel nie leer).

Beh.: b ist genau dann ein reguldrer Wert, falls es ungleich Null ist.

[ Wir berechnen zunéchste die Ableitung von f:

[df (z,9)] = (22 —2y) .

Somit ist df (x,y) genau dann surjektiv, falls (z,y) # (0,0). Fir
(z,y) = (0,0) gilt aber f(z,y) = 0. Somit ist b = 0 der einzige
nicht-regulidre Wert von b. |

(Kénnen Sie eine offene Teilmenge U C R? finden, sodass fiir die Ein- @
schriankung f : U — R sogar jedes b € R reguldr ist? Was ist das maximale
solche U?)
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13.2 Regulidre Parameterdarstellungen

(Dieses Kapitel folgt [Kap.11.1 aus Konigsberger 2].)

Definition 13.2.1. Sei Q C R" offen. Eine C'-Funktion v : Q — R? heif}t
Immersion (oder regulire Parameterdarstellung), falls dy(a) : R® — RY fiir

alle a € Q injektiv ist (also insbesondere n < d). Das Bild () C R? heifit
Spur von 7.

Beispiel 13.2.2.

(1) Graphen von Funktionen (Beispiel 13.1.3): Sei Q@ C R" offen, und f :
Q) — R¥ eine C'-Abbildung. Setze d = n + k und

V:Q%Rd ) xH(xla"-7$n7f1(x)""7fk<x))'

Dann ist v eine Immersion (Warum?) und die Spur von 7 ist gerade der @
Graph von f, d.h. v(Q) = I'(f).

(2) Kurven (vergleiche Satz 7.6.9): Sei I C R ein offenes Intervall. Eine
regulire Kurve ist eine C'-Abbildung 7 : I — R? sodass 7/(t) # 0 fiir alle
t € I. Dann ist 7 eine Immersion.

(3) Rotationsflichen: Sei I C R offen und
a: I —=R* |t (r(t),2(t))
eine reguldre Kurve mit r(¢) > 0 fiir alle ¢ € I. Setze

r(t) cos ¢
r(t) sin

2(t)

Dann ist vy eine Immersion. Denn: C! ist klar. Um Injektivitit von dvy(a)
zu priifen, kann man 7 als Verkettung v = g o f schreiben, mit

y:RxI =R | (pt)—

fiRxI— R (p,1) = (p,a())
g: R R3 (p,r,2) = (T(r,p),2) ,

wobei T" der Polarkoordinaten-Diffeomorphismus aus Beispiel 12.3.3 (1)
ist. Dann sind df (e, t) und dg(e,r, 2), 7 > 0, injektiv. (Warum?)

Definition 13.2.3. Seien ; C R", ¢+ = 1,2, offen. Zwei Immersionen ~; :
Q; — R? heiflen dquivalent, falls es einen Diffeomorphismus 7 : ©; —
gibt mit v; =0 T.
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(Aquivalente Immersionen haben die gleiche Spur. Warum? Immersionen
mit gleicher Spur sind nicht unbedingt dquivalent. Fallt Thnen ein Beispiel
ein?)

Lemma 13.2.4. (Lokale Normalform) .
Sei & C R" offen, v : Q — R? eine Immersion und a € €. Es gibt Q C Q
offen mit a € 2, sodass fiir die Einschrankung 4 := v|g gilt:

(i) Die Spur von 7 ist eine n-dimensionale Untermannigfaltigkeit.
(ii) Es gibt A C R" offen, eine Immersion § : A — R? der Form
0(x) = (x1,29, ..., %y, Ops1(x), ..., 0q4(x)) ,

und eine Koordinaten-Permutation P : R? — R¢, sodass 4 und P o §
dquivalent sind.

Der Beweis kommt nach dem néchsten Beispiel.
Beispiel 13.2.5.

(1) Die Spur einer Immersion muss keine Untermannigfaltigkeit sein: Be-
trachte
v:R—R* | 4(t) = (cost,sin2t) .
Die Spur von ~ sieht aus wie ,,00“. Im Punkt 0 gibt es keine Karte, also
ist dies keine Untermannigfaltigkeit.

Sei Q) = (3 %’r) Die Spur der die Einschrankung 4 := 7|g ist eine Unter-

mannigfaltigkeit. Insbesondere gibt es jetzt eine Karte um 0. Das folgt
aus Lemma 13.2.4 und der folgenden lokalen Normalform:

Sei A = (—cos%,cosT) und § : A — R?

d(z) = (z,sin(2 arccos(x))) .
Die Abbildung T : Q — A, T(t) = cos(t) ist ein Diffeomorphismus
(Warum?), und es gilt y = o T

(2) Die Spur einer Immersion muss nicht injektiv sein, um eine Unterman-
nigfaltigkeit zu sein: Betrachte

v:R—=R? | 7(t) = (cost,sint) .
Die Spur von 7 ist der Einheitskreis im R?, und dies ist eine Unterman-
nigfaltigkeit.

Um a = (0,1) hat man die lokale Normalform §(z) = (z,v1 — x?).
Um a = (1,0) braucht man die Permutation P. Dort ist auch 6(z) =

(x,v/1—2?)und P(z,y) = (y,z), sodass Pod(x) = (v1— 22, x).
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(3) Die Spur einer injektiven Immersion muss keine Untermannigfaltigkeit
sein: Betrachte dazu das Beispiel aus Teil 1, aber eingeschrankt auf
(=%, 7). Dann sieht es bei 0 aus wie eine , T-Kreuzung“, und es gibt
keine Karte um 0.

Beweis von Lemma 13.2.4.

(i) Per Annahme ist dy(a) : R — R? injektiv. Also gibt es eine Koordinaten-
Permutation Q : R? — R? sodass in der d x n-Matrix [Q o dy(a)] die
ersten n Zeilen eine invertierbare n x n-Matrix bilden (Warum?). Setze

T:Q—=R" , T(x)=((Qo7)i(z),...,(Qo)(z)) .

Per Konstruktion ist d7'(a) € GL,. Nach dem Satz {iber lokale Um-
kehrbarkeit gibt es offene Mengen © C Q, a € €2, und A, sodass die
Einschréankung 7" : 2 — A ein Diffeomorphismus ist. Definiere

§:A=RY . H(y)=QoyoT (y).

Dann ist § eine Immersion, die dquivalent zu oy ist (Warum?). Ferner
gilt fiir t = 1,...,n, dass (Q o ¥);(T"(y)) = u;, also hat § die in (ii)
geforderte Form. Mit P = Q™! folgt (ii).

(i) Folgt sofort aus (ii) und Beispiel 13.1.3. (Wie?)
U

m Seien X, Y metrische Réume und sei f : X — Y stetig. f ist ein Homdomor-
phismus (oder: f bildet X homéomorph aufY ab), falls f bijektiv ist und f~!
stetig ist.

m [st (X, d) ein metrischer Raum, so ist jede Teilmenge M C X ebenfalls
ein metrischer Raum mit der induzierten Metrik d‘ - ine Teilmenge
V C M ist genau dann offen in M, wenn es eine in X offene Menge U gibt
mit V=MnNU.

Beispiel 13.2.6. Eine injektive stetige Abbildung ist immer eine Bijekti-
on auf ihr Bild, aber nicht unbeding ein Homéomorphismus: Betrachte die
Immersion 7 : R — R?, y(t) = (cost, sin 2t) aus Beispiel 13.2.5.

Setze I = (0,7), J = (=5, m) und v; = 7|; : I — R?, und genauso fiir 7.
Dann gilt:

e ~; und v, sind stetig und injektiv. Somit ist vy : I — ;(I) stetig und
bijektiv, und genauso fiir ;.
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e 7 ist ein Homéomorphismus. (Warum? Hinweis: «y ist auch auf dem
kompakten Intervall [0, 7] stetig und injektiv. Insbesondere ist auch das
Bild ~([0, 71]) kompakt. Erinnern Sie sich an Satz 5.3.7.)

e v, ist kein Homoéomorphismus. (Warum? Hinweis: Betrachten Sie eine
offene Umgebung U um 0 (in R?). Dann enthélt v~!(U) eine Umgebung

von 7 und von —% (jeweils in .J). Warum ist das ein Problem?)

Definition 13.2.7. Eine Immersion v : € — RY heifit Finbettung, falls
v Q= v(Q) ein Homéomorphismus ist.

Satz 13.2.8. Sei 2 C R" offen und nicht leer, und sei v : Q — R? eine Ein-
bettung. Dann ist die Spur von 7 eine n-dimensionale Untermannigfaltigkeit.

Beweis. Setze M := v(€2). Dann ist v : Q@ — M ein Homéomorphismus. Sei
m € M beliebig. Wir zeigen, dass es eine Karte ¢ von M und m gibt.

Sei a = v~ !(m). Nach Lemma 13.2.4 (i) gibt es Q C Q offen mit a € Q,
sodass M := ~(Q) eine n-dimensionale Untermannigfaltigkeit ist. Sei ¢ :
U — V eine Karte fir M um m. D.h. U,V C R? sind offen und ¢ ist ein

Diffeomorphismus mit
p(MNU) = RINV .

Im Allgemeinen ist ¢ keine Karte von M um m, da M NU 2 MNU
gelten kann (Warum ,,2% und warum ist das ein Problem?). Dies korregieren
wir wie folgt: Da « :  — M ein Homdomorphismus ist, ist M = v(2) offen

in M. Somit gibt es eine in R¢ offene Menge U’, sodass U’ N M = M. Die
Einschréankung von ¢ auf U N U’ ist nun die gesuchte Karte um m. [

Satz 13.2.9. Seien ; C R", i = 1,2 offen und ~; : ; — R? Einbettungen.
Falls 7, und 5 die gleiche Spur haben, so sind sie dquivalent.

Beweis. Sei M = v1(Q1) = 72(2). Per Annahme sind 7; : Q; — M, i =
1,2, Homomorphismen. Also ist auch T : Q; — Qo, T := v, 07, ein
Homo6omorphismus.

Beh.: T ist eine C'-Abbildung.
[ Sei a; € Q; beliebig. Setze ag := T'(a;). Nach Lemma 13.2.4 (ii)

gibt es 25 C 25 offen mit ay € Q9, A C R” offen, eine Immersion
d: A — R der Form

5(1’) = (xl,:(,’g,...,xn,5n+1($),...,5d($)),

und eine Koordinaten-Permutation P : RY — R, sodass y2|g, =
P oo S fiir einen geeigneten Diffeomorphismus S : 25 — A.
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Sei pr,, : RY — R" die Projektion auf die ersten n Koordinaten.
Dann gilt auf A, dass pr,, 0§ = id. Damit erhalten wir

(1ala,) " = S7topr,o Pt

Setze Q := 47" 0 75(€). Dann
T|§~21 = S1o pr,, © P lo ",

und alle diese Abbildungen sind C*. Also ist 7" in einer Umgebung
von a; stetig differenzierbar. Da a; € ) beliebig war, folgt die
Behauptung. |

Wenn man die Rollen von +; und 7, vertauscht, ergibt die obige Be-
hauptung, dass T sogar ein Diffeomorphismus ist. Per Konstruktion gilt
v1 = 2 o T, und somit sind v; und v, dquivalent. ]

13.3 Volumen von n-Spaten

Fiir ay,...,a, € R? (n < d) heifit

P(al,...,an) = {thaz
i=1

der von ay, ..., a, aufgespannte n-Spat oder Parallelotop.

Wir wollen ein ,, Volumen* v fiir P(aq,...,a,) definieren. Wir konnen
nicht direkt das Lebesgue-MaBl nehmen, da fiir n < d gilt A\(P(a4,...,a,)) =
0 (Warum?). Wir geben zwei Charakterisierungen (A und B unten) fiir v an
und zeigen dann, dass beide die gleiche, eindeutige, Funktion v,, beschreiben.

tie[O,l]} c R

A) Sei pr,, : RY — R" die Projektion auf die ersten n Koordinaten.

(A1) Falls ay,...,a, € R, soist v durch das n-dimensionale Lebesgue-
Maf} gegeben,

v(ar, ..., a,) = A (pr(P(as,...,a,))) .

(A2) Fiir alle T € O(d) und ay, ...,a, € R? haben P(ay,...,a,) und
T(P(ay,...,a,)) = P(Tay,...,Ta,) das gleiche n-Volumen:

v(ay,...,a,) = v(Tay,...,Tay) .

B) Fiir alle ay, . ..,a, € R und X € R erfiillt die Funktion v die folgenden
[dentitéten:
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(B1) v(ay,..., A, ... a,) = |Mov(ar, ... a¢;. .. a,).

(B2) Fir i # j gilt v(ar,...,ai + aj,...,a,) = v(a1,...,0,...,0,),
wobei auf der linken Seite im i-ten Argument a; +a; statt a; steht.

(B3) v(ay,...,a,) = 1,falls ay, ..., a, in R? orthonormal sind, also falls

(CLZ‘, CLj) = 52',]"

Wir definieren nun eine Funktion v, : (R)*" — Ry, und zeigen dann,
dass diese die eindeutige Losung zu A und zu B ist. Seien a4, ...,a, € R%
Betrachte die d x n Matrix

A=|a - ay

Die Komposition AA ist eine symmetrische n x n Matrix mit Eintrigen, die
durch das Skalarprodukt im R? gegeben sind (Warum?)

(A"A); = (a5, a5) .

Die Determinante von A’A ist nicht-negativ (Warum? Hinweis: Warum ist
(x, AtAx) > 0 fiir alle z € R"? Und was sagt dies iiber die Eigenwerte von
A'A?), und wir kénnen definieren

vpa, ..., a,) = +/det(AtA) € Ry .
Beispiel 13.3.1. Sei n = 2 und d = 3. Seien a,b € R?. Dann z.B. (a,b) =
a1by + asbs 4+ asbs, und es gilt

(b,a) (b,b)

Wir konnen dies mit dem Betrag des Kreuzproduktes von Vektoren im R3
vergleichen:

AtA:((a’a> (“’b)) © det(A'A) = (a,a) - (b,b) — (a,b)? .

a2b3 — a3b2
axb = a3b1 — (Ilbg
a1b2 — a2b1

Mit etwas Geduld rechnet man nach, dass
v3(a,b) = /det(AtA) = |a xb| .

Dies passt zu der Interpretation, dass der Betrag des Kreuzproduktes die
Flidche des aufgespannten Parallelogramms berechnet.
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Satz 13.3.2. Falls v die Eigenschaften in A (bzw. in B) erfiillt, so gilt v = v,.

Beweis.

Beh.: v, erfiillt (A1) und (A2).
[ Wir beginnen mit (Al). Sei also a; € Rf, i = 1,...,n. Setze
b; = pr,(a;). Dann
pr,(P(ay,...,a,)) = P(by,...,b,) CR".
Schreibe

Dann A'A = B!B, und da B eine n x n-Matrix ist, gilt weiterhin
det(A'A) = det(B'B) = det(B")det(B) = det(B)*,

also \/det(A*A) = | det B|. Eigenschaft (A1) ist jetzt die Aussage
von Lemma 12.3.4 (Warum?). Fiir (A2) benutzt man, dass fiir
T € O(d) per Defintion gilt, dass 7T = id. Damit rechnet man

(TATA) = A'T'TA = A'A | |

Beh.: Falls v (A1) und (A2) erfiillt, so gilt v = v,.
(—Ubung [Z9A2])
Beh.: v, erfiillt (B1)-(B3).
[ (B3) ist klar. Fiir (B2) bemerkt man
; | | |
A= |a - a+a; -~ a,| = AGd+E;),

wobei id die n x n Einheitsmatrix ist, und Ej;; die n x n Matrix
mit einer 1 an der Stelle (j,7) und Null sonst. Falls e; den i-ten
Einheitsvektor bezeichnet, dann gilt z.B. A(id +E;;)e; = A(e; +
e;) = a; + a;. Es gilt
det(A'A) = det((id +E;;)A'A(id +E;)
1 =1

Eigenschaft (B1) sieht man so dhnlich. (Wie?) |

Beh.: Falls v (B1)—-(B3) erfiillt, so gilt v = v,.
(—Ubung [Z9A2]) O

86



13.4 Integration iiber ein Kartengebiet

(Dieses Kapitel folgt [Kap.11.3 aus Konigsberger 2].)

In diesem Kapitel bezeichnet M C R? eine n-dimensionale Untermannig-
faltigkeit.
Lemma 13.4.1. Jedes Kartengebiet von M ist Spur einer Einbettung.

Beweis. Sei W C M ein Kartengebiet. Nach Definition 13.1.1 bedeutet dies,
dass es U,V C R? offen gibt, und einen Diffeomorphismus ¢ : U — V, sodass
gilt: MNU =W und p(W)=RgnNV.

Sei i : R* — RY die Einbettung i(zy,...,z,) = (z1,...,7,,0,...,0), und
p : R? — R" entsprechend die Projektion auf die ersten n Koordianten. Dann
i(R™) = Ry. Setze

Q=pRENV) |, yi=¢ loi:Q =R,
Beh.: v ist eine Einbettung mit Spur W.

[ Dass y(€2) = W gilt per Konstruktion. Es bleibt, zu zeigen, dass
v eine Immersion ist, sowie ein Homoéomorphismus 2 — W ist.

Sei a € Q beliebig. Es gilt dy(a) = dp~'(v(a)) o di(a), und
do~'(y(a)) und di(a) sind injektiv (Was ist die Matrixdarstel- @
lung von di(a)?). Somit auch dvy(a).

Die inverse Abbildung zu v : Q@ — Wist poplyw : W — Q

Warum?), und diese ist stetig.

( ) : I, @
Definition 13.4.2.

(i) Sei  C R™ offen und v :  — R? eine C'-Abbildung. Fiir a € 2 heift
dy(a)tdy(a) Maftensor von 7 in a und

9"(a) := det (dy(a)" dy(a))
heifit Gramsche Determinante von vy in a.

(ii) Sei W C M ein Kartengebiet, v : Q — R? eine Einbettung mit Spur
W, und f: W — R (oder C) eine Funktion. Dann

(a) heifit f messbar, bzw.
(b) existiert das Integral von f, bzw.

(c) heiBt f integrierbar
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beziiglich -y, falls
fov- Vg
beziiglich des Lebesgue-Mafles im R”

(a) messbar ist, bzw.

(b) auf Q ein wohldefiniertes Integral besitzt (im Sinne von Definiti-
on 11.4.5), bzw.

(c) auf Q integrierbar ist.

Falls (b) oder (c) gilt, so heifit

[ 1= / (@) Vg7 (@) da

das Integral von f beziiglich ~y.

Lemma 13.4.3. Sei W C M ein Kartengebiet und f : W — R (oder C).
Seien v, : €; — R? i = 1,2, Einbettungen mit Spur W. Dann erfiillt f die
Eigenschaft (a), (b), oder (c) aus Deﬁnition 13.4.2 beziiglich v; genau dann,
wenn f sie beziiglich v, erfiillt. Im Fall (b) oder (c) gilt

I /f

Bewes. Nach Satz 13.2.9 gibt es einen Diffeomorphismus 7" : 3 — €,
sodass 71 = 2 o T. Alle Abbildungen sind C!, also gilt fiir alle a € €, dass

dn(a) = dy(T(a))dT(a) .
Daraus ergibt sich fiir die Gramsche Determinante:
9" (a) = det (dyi(a)' dn(a))
= det (dT'(a)" dya(T(a))" dvy2(T'(a)) dT'(a))
= det(dT'(a)") det (dv2(T'(a))" dy2(T(a))) det(dT(a))

= det(dT(a))* g™(T(a))
Setze h; := fo~;-+/g7. Mit der obigen Rechnung folgt
hi(a) = ho(T ‘det dT'(a ))‘

Die Aussage des Lemmas folgt nun aus dem Transformationssatz (Satz 12.3.1),
aus Bemerkung 12.3.2 (2), und aus Korollar 12.3.7. Z.B. ist hy : Qy — R (oder
C) genau dann messbar, wenn hy o T - | det dT'| auf £2; messbar ist, also wenn
hi messbar ist. Daraus folgt die Aussage des Lemmas fiir Eigenschaft (a).
Félle (b) und (c) sieht man genauso. (Details?) O
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Definition 13.4.4. (Integration iiber ein Kartengebiet)
Sei W C M ein Kartengebiet und f : W — R (oder C).

(i) f heiBt integrierbar auf W, wenn es beziiglich einer Einbettung ~ mit
Spur W integrierbar ist. In diesem Fall heift

/Wde -/

das Integral von f dber W.

(ii) Das n-dimensionale Volumen von W ist definiert als
v (W) = / 1ds .
w

Bemerkung 13.4.5.

(1) Das ,dS* in der Definition ist (zunéchst) nur Notation, also [

(s

ist als ein Symbol zu verstehen.

(2) Nach Lemma 13.4.3 ist f beziiglich allen Einbettungen mit Spur W in-
tegrierbar, wenn es es beziiglich einer ist, und das Integral von f iiber
W ist von der Wahl der Einbettung ~ unabhéngig.

(3) Die Begriffe ,, f ist auf W messbar® und , das Integral von f : W — R
existiert auf W* werden iiber die Wahl einer Einbettung v definiert und
sind dann wegen Lemma 13.4.3 von der Wahl unabhéngig.

Beispiel 13.4.6.

(1) Seien ay,...,a, € R (n < d) linear unabhingig, und P(as,...,a,)
der aufgespannte n-Spat wie in Kapitel 13.3. Sei W das Innere von
P(ay,...,a,) (also die mit t; € (0,1) statt ¢; € [0,1] definierte Men-
ge). Mit der Notation fiir das Spat-Volumen aus Kapitel 13.3 gilt dann

vplag,...,a,) = v, (W) = / 1dsS .
w

(—Ubung [Z10A2]). Wenn wir Nullmengen in Untermannigfaltigkeiten
behandeln, werden wir sehen, dass P(ay,...,a,)\ W eine Nullmenge in
der n-dimensionale Unterraum ist, die von a4, ..., a, aufgespannt wird.

89



(2) Sei n = 1, also M eine 1-dimensionale Untermannigfaltigkeit von R?,
und sei W C M ein Kartengebiet, v :  — R? eine Einbettung mit Spur
W, mit Q C R offen. Der Mafltensor von ~ in a € €2 ist gegeben durch

g'(a) = (v(a),7'(a)) = V().
(Warum? Wo ist dy(a)? Wo ist die Determinante?) Fiir f: W — C gilt @
[ ras = ['1 = [ ra@)va@in = [ o) ] d.
=:h(a)

wobei (per Definition) f auf W integrierbar ist, wenn der Integrand h
auf der rechten Seite es ist. Entsprechend ist das 1-Volumen von W (also
die Lange von W) gegeben durch

W) = [ plda.

Fiir W ein Intervall passt das zur Definition der Léange einer Kurve, siehe
Definition 7.6.6 und Satz 7.6.9.

(3) Sein =2,d=3und M = S? eine 2-Spiire mit Radius 7,
S? = {z eR®||z|=r}.
Betrachte die Menge
W = S\ {(z,y.2) eR*|2<0,y=0}.

Polarkoordinaten im R?® (siche [Z8A2]) geben einen Diffeomorphismus
P3 : U3 — ‘/3, wobei

U3:R>0X(_7T’7T)X(_%7%>7 %:RS\{(‘ny?Z> ER3’I§O7:U:O} :

Aus P;' : V3 — Us kann man sich eine Karte basten (Wie? Hinweis: @
Es gilt Py (S? N V3) = {r} x (—m,m) x (—Z,%). Warum ist das noch
keine Karte?). Da W = S2 N V3, ist W somit ein Kartengebiet. Setze

Q= (—m m) x (=5%,%) und definiere v : Q@ — R? als

COS U + COS U
Y(u,v) = P3(r,u,v) =7 | cosv-sinu ,
sinv
(Warum ist das eine Einbettung?) Es gilt @
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— oSV -sinu
[dy(u,v)] =71 | cosv-cosu
0

—sinwv - cosu ||
—sinw - sinu

r{fa b| =X ,
cos v |

wobei a, b € R? die Spaltenvektoren sind (bis auf den Vorfaktor r). Damit
berechnet man den Mafitensor als

XX = g2 ((a,a) (a,b)>

und die Gramsche Determinate als

9" (u,v) r* (cosv)? .

Per Definition ist eine Funktion f : W — C genau dann {iber W inte-
grierbar, wenn f(y(u,v)) 7 cosv iiber § integrierbar ist, und es gilt

/Wde - /Qf(’y(u,v))r%osvd(u,v).

Das 2-Volumen von W, also der Fldacheninhalt von W, ist

/ 1dS = /T‘QCOSUCZ(U,U) = 27?7"2/ cosvdv = 4mr? .
w Q -

Lemma 13.4.7. Sei W C M ein Kartengebiet.

’UQ(W)

[NIE

Wl

(i) Eine auf W messbare Funktion f : W — C ist genau dann auf W
integrierbar, wenn | f| es ist.

(ii) (monotone Konvergenz) Sind f; : W — R, i € N messbar auf W mit

0< fi<fy<... soistauch f=1lim; o0 f; : W — R messbar auf W
und

/de = lim fidS .

W 1—00 W

(iii) (dominierte Konvergenz) Sei (f;);en eine Folge auf W integrierbarer

Funktionen, die punktweise gegen eine Funktion f konvergiert. Es gebe
eine integrierbare Funktion F' mit |f;| < F' fur alle ¢ € N. Dann ist f

integrierbar und
/ fdS = lim fidS .
W W

1— 00
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Beweis. Wiihle eine Einbettung v : Q — R? mit Spur W. Die Aussagen (i)—
(iii) folgen aus den entsprechenden Aussagen fiir h := f o - /g7 beziiglich
des Lebesgue Mafles und Integrals. Und zwar: (i) Bemerkung 11.5.10 (1); (ii)
Satz {iber monotone Konvergenz (Satz 11.5.1); (iii) Satz {iber dominierte
Konvergenz (Satz 11.5.6).

Z.B.in (ii) setze h; = f;07-/¢7. Dann sind die h; per Definition messbar,
und sie erfiillen 0 < hy < hy < .... Nach dem Satz iiber monotone Konver-
genz ist auch h = lim; o h; : © — R messbar, und es gilt

/h(a) da = lim [ hi(a)da .

i—00 Q

Dies ist gerade die Behauptung in (ii). O

13.5 Zerlegung der Eins
(Dieses Kapitel folgt [Kap.11.4 aus Konigsberger 2].)

Definition 13.5.1. Sei X ein metrischer Raum.

(i) Eine (stetige, lokal endliche) Zerleqgung der Eins auf X ist eine Familie
{€i}ien von stetigen Funktionen ¢; : X — [0, 1], sodass

(a) {e;} ist lokal endlich, d.h. fiir jedes x € X existiert eine offene
Umgebung V, von z, sodass g;|y, = 0 fiir alle bis auf endlich viele
i € N.

(b) Fiir alle » € X gilt ), yei(x) = 1 (wegen (a) tragen nur endlich
viele €; zu der Summe bei.)

(ii) Sei O eine 'foene Uberdeckung von X. Eine Zerlegung der Eins {¢; }ien
heifit der Uberdeckung O untergeordnet, falls gilt:

Vie NJU € O : supp(g;) C U,

wobei supp(g;) der Triger von ¢; ist, sieche Definition 12.3.6.

Nebenbemerkung zur Information: Man kann zeigen, dass es fiir jede offene
Uberdeckung eines metrischen Raumes eine untergeordnete Zerlegung der Eins
gibt, siehe ,,parakompakter Raum* (—wikipedia). Hier zeigen wir eine Version fiir
Untermannigfaltigkeiten, die den Vorteil hat, dass wir sogar eine beliebig oft stetig
differenzierbare Zerlegung der Eins bekommen. Das wird fiir den Satz von Stokes
wichtig.
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Satz 13.5.2. Sei M C R? eine Untermannigfaltigkeit.

(i) Zu jeder offenen Uberdeckung O von M gibt es eine untergeordnete
Zerlegung der Eins (&;)en.

(ii) Die g; konnen so gewihlt werden, dass supp(e;) kompakt ist, und dass
g; = &i|ar, wobei &; : R — [0, 1] jeweils C*°-Funktionen mit kompaktem
Tréger sind.

Beweis. Teil (i):

Beh. 1: Es gibt eine Familie von kompakten Mengen (K;)iey mit K; C M,
K; C K, (das Innere ist beziiglich M zu bilden), und (J;2, K; = M.

[ Sei Q die Menge aller offenen Intervalle @ in RY, deren Eckpunkte
in Q" liegen, und fiir die @ N M kompakt ist (also abgeschlossen
in RY, beschrinkt ist es sowieso). Die Menge ist Q abzihlbar, und
wir konnen schreiben Q = {Q; }ien.
Jedes x € M liegt in einem Q; (Warum? Hinweis: Jedes z liegt in @
einem Kartengebiet W mit Karte ¢ : U — V', und U, V sind offen
in R%) Setze V; = Q; N M. Dann M = Uien Vi und V, =Q;, N M
(hier bezeichnet V; den Abschluss in M und Q; den Abschluss in
]Rd). Wihle natiirliche Zahlen 1 =n; < ny < ..., sodass

n; Ti+1
U Vi C U Vi
k=1 k=1

(Warum geht das? Hinweis: |-, Vi ist kompakt und wird von
M = ;- Vi iiberdeckt). Dann hat K; := [}, Vj die gewiinschten
Eigenschaften. |

Beh.2: Fir x € M und W C M offen in M, x € W, gibt es eine stetige
Funktion ¢ : M — R, so dass ¢(x) > 0 und supp(p) C W.
[ Die Funktion g : R — [0, 1] mit g(¢) = exp(—(1—¢*)7!) fiir [¢| < 1
und g(t) = 0 fur |¢| > 1 ist eine C*°-Funktion mit Supp(g) =
[—1,1] (Warum?). Sei U offen in R so dass W = MNU. O.B.d.A. @
sei # = 0, und sei € > 0, sodass [—¢,&]*? C U. Setze

d
2() = [Jow/e) .
k=1
Dann ¢(0) > 0, ¢(p) =0 fur p € M \ W, und ¢ ist die eine C>-
Funktion auf R?. Die gesuchte Funktion ¢ ist die Einschrinkung
von ¢ auf M. |
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Beh.3: Fiir i € N gibt es @i1,...,@im, : M — Rsq, so dass supp(g;m) C
Kii1 \ Ki_a, supp(pim) C W, fiir ein W,,, € O, und " | @;m(x) > 0 fir
alle z € Kz \ Ki—l-

(ZuxEKi\Io(i,l und W € O mit x € W wihle ¢, : M — R,
sodass supp(p;) C (Kit1\Ki—2) "W und ¢, (z) > 0 wie in Beh. 2.
Sei

W, = {ue M|p.(u) >0} .

Die Menge W, ist offen in M, da ¢, stetig ist, und es gilt = €
W,. Per Konstruktion bilden die W, eine offene Uberdeckung
von K; '\ K; .. Da K; \ K; kompakt ist, gibt es eine endliche
Teiliiberdeckung W, ..., Wy, . Wéhle ¢;,, = ¢u,,. ]

Die ¢im, i € N, m = 1,...,m; aus Beh. 3 sind lokal endlich (Warum?), @
also tragen fiir ein gegebenes x € M in der Summe

co  my

p(x) = ) Y pim(®)

i=1 m=1

nur endlich viele Terme bei. Da z € K; \ K;_; fiir ein 7 ist ¢(z) > 0 nach
Beh. 3. Damit kénnen setzen

cim(z) =

Dies erfiillt die Bedingungen einer Zerlegung der Eins, die der Uberdeckung

O untergeordnet ist (fir Stetigkeit siche Teil (ii)).

Teil (ii):

Dies folgt aus der Konstruktion der ¢;,, in Beh.2. (Wie? Hinweis: Um zu @
sehen, dass die unendliche Summe in Y 2, > _, ¢; »(x) die C*-Eigenschaft
erhélt, ist es wichtig, dass in einer ganzen Umgebung von x nur endlich viele
Summanden nicht verschwinden.) [

Korollar 13.5.3. Jeder Atlas einer Untermannigfaltigkeit hat einen hochstens
abzdhlbaren Teilatlas (d.h. eine Teilmenge von Karten, die auch wieder ein
Atlas ist).

Beweis. Seien {W,}.cr die Kartengebiete eines Atlanten fiir M. In Beh.2
im obigen Beweis haben wir gesehen, dass M = (J,.y K; mit K; kompakt.
Jedes K; wird seinerseits bereits von endlich vielen W, iiberdeckt. ]
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13.6 Integration iiber Untermannigfaltigkeiten

(Dieses Kapitel folgt [Kap.11.5 aus Konigsberger 2].)

In diesem Kapitel bezeichnet M C R? eine n-dimensionale Untermannig-
faltigkeit.

Lemma 13.6.1. Sei f : M — R (oder C) eine Funktion. Angenommen,
es gibt Kartengebiete W, W’ von M mit supp(f) C W und supp(f) C W".

Dann gilt
[ s = [ soas
W w

wobei die Integrale nach Definition 13.4.4 gegeben sind.

Beweis von Lemma 13.6.1. Sei V.= WNW’. Per Annahme gilt supp(f) C V.
Seien v : Q — R% und 7/ : ' — R? Einbettungen mit Spuren W = ~(2) und
W' =+/(). Setze A :=~~1(V) und A" := +/~1(V). Da v, v/ stetig sind, sind
A, A’ offen in R™. Setze 4 := «y|s und dito fiir 4.

Dann ist auch V' Kartengebiet, und 4, 4 haben Spur V' (Warum?). Es

gilt )
/Wf|WdS:/7f|W (;)/Wﬂv :/Vf|vds

(Warum gilt die Gleichheit (%)? Hinweis: Schreiben Sie beide Seiten aus
wie in Definition 13.4.2.) Genauso sieht man [}, f|W, ds = fo|VdS. Hier
benutzen wir implizit, dass das Integral iiber ein Kartengebiet von der Wahl
der Einbettung unabhéngig ist (Lemma 13.4.3 und Definition 13.4.4). O

m Fiir Funktionen f auf M mit Tréger in einem Kartengebiet W setzen wir:

/Mde = /Wf\wds.

Wegen des obigen Lemmas ist dies unabhéngig von der Wahl des Karten-
gebietes W. Die Begriffe ,, f ist auf M messbar® und ,, das Integral von f :
M — R emistiert auf M* werden genauso iiber die Wahl eines Kartenge-
bietes W mit supp(f) C W definiert (siche Bemerkung 13.4.5 (3)) und sind
unabhéngig von dieser Wahl.

Das Integral von allgemeinen Funktionen kénnen wir mit Hilfe einer Zer-
legung der Eins definieren:

Definition 13.6.2. Sei f : M — R (oder C) eine Funktion. Sei A ein Atlas
fiir M und sei O die offene Uberdeckung von M, die durch die Kartengebiete
von A gegeben ist. Sei {; }icn eine der offenen Uberdeckung O untergeord-
nete Zerlegung der Eins. Die Funktion f heif3t integrierbar tiber M, falls
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(i) jedes fe; tiber M integrierbar ist (im obigen Sinne des Integrals von
Funktionen mit Triger in einem Kartengebiet), und

(ii) 221 fM |fle;dS < oo .
In diesem Fall heif3t

/Mde - i/MfeidS

das Integral von f iber M.
m Die Reihe in der Definition von [,, f dS konvergiert absolut. (Warum?) @

Satz 13.6.3. Sei f: M — R (oder C) eine Funktion. Sind die Bedingungen
an f in Definition 13.6.2 fiir einen Atlas A erfiillt, so auch fiir jeden anderen
Atlas. Der Wert von | 1 f dS ist unabhéngig von der Wahl des Atlanten und
von der Wahl der Zerlegung der Eins.

Beweis. Sei {¢;}ien eine Zerlegung der Eins, die A untergeordnet ist. Der
Trager von g; sei in einem Kartengebiet W; von A enthalten.

Sei nun B ein weiterer Atlas mit untergeordnete Zerlegung der Eins {7, } jen.
Der Tréger von 7); sei entsprechend in einem Kartengebiet V; von B enthalten.
Dann ist

{51' Uj}(i,j)eNxN

eine Zerlegung der Eins, die sowohl A als auch B untergeordnet ist. (Warum? @
Und warum gilt weiterhin lokale Endlichkeit?)

Beh. 1: fe;n; ist iiber M integrierbar.

(Warum? Hinweis: |f|e; ist eine Dominate fiir fe;n;. Machen Sie hieraus @
eine Aussage iiber Lebesgue-Integrale im R™.)

Beh. 2: 37, ien o [flein; dS < oo,
[ Wir schitzen ab:

N N o
3 /M flemds € 3% /M Fleimyds

i,j=1 i=1 j=1
0w [ o ® v @
2N [ Sismis @Y [ (pds € o
i=1 VM =1 i=1 /M
(Warum gelten (1)—~(4)? Hinweis: Bei (2) hilft Lemma 13.4.7 (ii).) | @
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Also ist die Reihe aus der Behauptung absolut konvergent. Nach dem
grofilen Umordnungssatz (Bemerkung 11.4.12) konvergieren fiir alle a,b € N
die Reihen

Aa::Z/ |flean; dS Bb::Z/ | f| ey dS
j=1 M i=1 Y M
absolut, und es gilt

> 4 = > By,

a=1 b=1

wobei auch hier beide Seiten absolut konvergieren. Mit dominierter Konver-
genz (Lemma 13.4.7 (iii)) folgt

Aa:/ fleadS Bbz/ FlnpdsS .
M M

(Details? Was ist jeweils die dominierende integrierbare Funktion?) Insbe-
sondere ist fn, iiber M integrierbar (Eigenschaft (i) aus Definition 13.6.2),

und es gilt
> [ Uiwds = Y lnl < o
b=1"M b=1

(Eigenschaft (ii) aus Definition 13.6.2).
Wiederholt man das obige Argument mit f statt | ], so gibt die Gleichheit
der Summen iiber A, und By, dass

aio;/MfsadS - g/ande.

O

Bemerkung 13.6.4. Die Begriffe ,, f ist auf M messbar® und ,,das Integral
von f: M — R existiert auf M*“ werden ebenfalls iiber die Wahl eines At-
lanten und einer untergeordneten Zerlegung der Eins definiert, und sind von
diesen Wahlen unabhéngig.

(Warum? Insbesondere: Warum gilt das fiir die Messbarkeit? Hinweis: Hier
ist in Definition 13.6.2 nur Punkt (i) ein Teil der Bedingung: , fe; ist messbar*.
Es ist zu zeigen, dass auch fn; messbar ist. Wegen fn; = Y2, fen; ist fn;
ein Grenzwert messbarer Funktionen.)

Fir A C M und f eine Funktion auf A sei f4 die Funktion auf M, die
durch fa(x) = f(x) gegeben ist, falls z € A, und fa(z) =0 fiir x € M \ A.

Definition 13.6.5. Sei A C M.
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(i) A heiBt messbar, falls die charakteristische Funktion x4 auf M messbar
ist.

(ii) Eine Funktion f auf A heifit dber A integrierbar, falls f4 iiber M inte-
grierbar ist. Wir schreiben dann auch [, fdS statt [, fadS.

(iii) A heiBt n-Nullmenge, falls A messbar ist, und [, 1dS = 0.
Beispiel 13.6.6.

(1) Beh.: Sei A C M. Falls A in M offen oder abgeschlossen ist, so ist A auf
M messbar.

[ Angenommen, A ist offen in M. Sei A ein Atlas fiir M und
{€i}ien eine untergeordnete Zerlegung der Eins. Wir miissen
zeigen, dass alle ;x4 messbar sind. Sei W; ein Kartengebiet
mit supp(e;) C Wi. Sei v : Q — R? eine Einbettung mit Spur
W;. Dann ist 7~ !(A) offen in R", also ist ;x4 messbar auf M.
Das Argument fiir A abgeschlossen ist das gleiche. |

(2) Beh.: Sei N, M C R? Untermannigfaltigkeiten von Dimension n, bzw. m.
Falls n <m und N C M, so ist N eine m-Nullmenge in M.

(—Ubung [Z11A2])
Satz 13.6.7.

(i) Die Menge der auf M integrierbaren Funktionen M — C ist ein C-
Vektorraum, und das Integral [, (—)dS ist C-linear.

(ii) Seien f,g auf M integrierbar. Falls sich f und ¢ nur auf einer n-
Nullmenge unterscheiden, so gilt [, fdS = [,, gdS.

(—Ubung [Z11A2])

Satz 13.6.8. Sei A C M kompakt. Stetige Funktionen f : A — R sind auf
M integrierbar.

(—Ubung [Z11A2])

Beispiel 13.6.9. Sei S? C R? die 2-Sphiire von Radius 1, und sei f : S - R
gegeben durch f(x,y,z) = 2% Nach Satz 13.6.8 ist f iiber S? integrierbar.
Wie in Beispiel 13.4.6 (3) sei Q = (—m,7) x (=5,5) und 7 : Q@ — R,
COSV + COS U
v(u,v) = | cosv-sinu
sinv
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Wir zerlegen S? disjunkt als S% = v(2) U N, wobei N = {(x,y,2) € S?|y =
0, z < 0}. Die Menge () ist messbar, da offen in S?, und somit ist fx-(q)
messbar. Die Menge N ist eine 2-Nullmenge, da es in einer 1-dimensionalen
Untermannigfaltigkeit in S? enthalten ist (Beispiel 13.6.6). Es gilt

fds = / (fX»y(Q)"’fXN)dS :/ 22 dS
52 7(€2)

5’2

INIE]

— /Q(cos(v) cos(u))? cos(v) dS = /7r (cosu)zdu/_ (cosv)*dv
N

—T
—_———

Wl

=T

ol

Satz 13.6.10. (Dominierte Konvergenz fiir Untermannigfaltigkeiten)

Sei (fr)ken eine Folge von auf M integrierbaren Funktionen, die punktweise
gegen f konvergieren, und sei F' auf M integrierbar mit |fy| < F auf M.
Dann ist f auf M integrierbar, und es gilt

/de - lim/ £,dS .
M k—o0 M

Beweis. Sei A ein Atlas fir M und {g;};cn eine untergeordnete Zerlegung
der Eins. Fiir die Funktionen fe; und fie; gilt die Aussage schon (Lem-
ma 13.4.7 (iii)). Da

Z/ |fleidS < Z/ Fe;dS = / FdS < oo,
i=1 Y M =1 Y M M

ist f auf M integrierbar. Ferner

fds = E /fel-dS hm/ fre; dS
® . e e o
2 3 [ heds = i [ fas

Die Gleichung (x) ist selbst eine Instanz von dominierter Konvergenz, aber
fiir unendliche Summen (die ja ein Spezialfall von Lebesgue Integration sind,
siche Beispiel 11.4.6 (2)). (Details? Hinweis: Setze ay(i fM freidS. Dann
ist D250 limy oo ag (i) = limyyoo Yoo 1 ak(') Zu zeigen. Mlt b(i) = [, Fei dS
gilt |a(i)] < b(i) und [ bdp =77, = [, FdS <o)
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14 Der Satz von Stokes

14.1 Alternierende Multilinearformen

(Dieses Kapitel folgt [Kap.13.1 aus Konigsberger 2].)

Definition 14.1.1. Sei V ein R-Vektorraum und k& > 1. Eine alternierende
Multilinearform vom Grad k auf V' (mit Werten in R), oder kurz k-Form, ist
eine Abbildung
w:Vx...xV — R,
—_———

k Faktoren

sodass
(i) (multilinear) w in jedem Argument V' linear ist, und

(ii) (alternierend) w Null ist, wenn zwei Argumente gleich sind: fiir alle
veV,
w(o..,v,...,0,...)=0.

Die Menge der k-Formen wird mit Alt*(V) bezeichnet. Fiir k = 0 setzen wir
AI°(V) :=R.

Bemerkung 14.1.2.

(1) Alt"(V) ist ein R-Vektorraum via punktweiser Addition und Multipli-
kation mit Skalaren (Details?). Es gilt Alt'(V) = V*, der Dualraum zu
V.

(2) Eine k-Form ist alternierend in dem Sinne, dass sie ihr Vorzeichen wech-
selt, wenn man zwei Argumente vertauscht:

fir alle 1 < i < j < k. (Warum? Hinweis: Setzen Sie v = v; + v; in
Argument ¢ und j ein.)

(3) Mit (2) sieht man allgemeiner: Fiir w € Alt"(V), vy,..., 0 € V und
m € Sy eine Permutation von k Elementen gilt

W(Vr(1)s - - Vny) = 88O(T) w(vr, ..., V) ,

wobei sgn(m) das Signum der Permutation 7 bezeichnet.
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(4) Sei w € Alt"(V). Fiir A € R und i # j gilt
W1,y U AU, Ug) = W(U1, e, Ve, UR)

wobei auf der linken Seite im i-ten Argument v; + Av; statt v; steht.
Damit kann man folgende Behauptung zeigen:

Beh.: Falls vy, ..., v linear abhéngig sind, so gilt w(vy,...,v;) = 0.

Aus der Behauptung folgt, dass Alt*(V) = {0} fir dim(V) = n und
k > n. (Warum gilt die Behauptung und die Folgerung?)

(5) Sei V =R"™. Dann ist
| |

det : V" >R | (ay,...,a,) —det [a; -+ a,

eine n-From. In der Tat gibt es fiir jedes w € Alt"(R") ein A € R, sodass
w = A det. Dies folgt mit (4) so dhnlich wie im Beweis von Satz 13.3.2.
In anderen Worten, Alt"(R") ist ein-dimensional mit Basis {det}.

(6) Fiir w € Alt"(V) und 5 € Alt'(V) betrachte die Funktion
f: YD) LR s flon, o we, . wy) = w(vg, . op) n(we, . wy)

Die Funktion f ist multilinear, aber im allgemeinen nicht alternierend.
(Warum? Féllt Thnen ein Gegenbeispiel ein?)

Definition und Satz 14.1.3. (Dachprodukt von Formen)
Fiir k,0 > 0 und w € Alt"(V), n € AltY(V) definiere w A7 : VXD 5 R
durch

(wWAN)(v1, .. Vk)

1
= W Z sgn(ﬂ') w(vﬂ-(l), Ce ,Uﬂ.(k)) n(vﬂ(k+1), e ,?Jﬂ.(kH)) .

TESht1
Es gilt:
(i) w A nist eine (k + [)-Form, und wir erhalten eine bilinear Abbildung
A AIR(V) x ANV — ALEPTH(V) | (w,m) = w A .
(i) Fiir w € Alt*(V), n € Alt/(V), p € Alt™(V) gilt

wAn = (=D"nAw . wAmAp) = (WAD)Ap
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(iif) Fiir ¢1,..., 0 € Alt'(V) und vy, ..., v € V gilt

pr(v) - pa(vg)
(ng/\"'/\QOk)(Ul,...,Uk) = det :
pr(vr) - or(on)

Der Beweis ist eine —Ubung [Z11A2].

Beispiel 14.1.4. Fiir ¢ € Alt°%(V) = R und w € Alt"(V) gilt cAw = cw
(Skalarmultiplikation). Fiir o, € Alt'(V) = V* und u,v € V gilt

(o AP)(u,0) = p(u)(v) = p(v)P(u) .

Satz 14.1.5. Sei ¢y, ..., ¢, eine Basis von Alt'(V) = V*. Dann ist
{oa N Ngi |[1<ip < <ip<n}

eine Basis von Alt"(V).

Bemerkung 14.1.6. Sei V ein n-dimensionaler R-Vektorraum. Fiir £ >
n ist die Basis in Satz 14.1.5 leer, entsprechend gilt Alt"(V) = {0}, siehe
Bemerkung 14.1.2 (4). Fiir 1 < k < n gilt dim Alt*(V) = (}). Insbesondere
dim Alt" (V') = 1, wie wir in Bemerkung 14.1.2 (5) schon gesehen haben.

Beweis von Satz 14.1.5. Fiir k > n ist nichts zu zeigen. Sei also £ < n. Sei
V1,...,0, €V die zu ¢1,..., ¢, € V* duale Basis (d.h. ¢;(v;) = d;;). Sei
B c Alt*(V) die Menge aus der Aussage des Satzes.

Beh.: B ist linear unabhéngig.

[Firl1<i <. <ip<nund 1 <j; <. <jp <ngilt

((Pil JAERIAN (pik)(vjw s 7Ujk) = det (((pia (Ujb)>ab)

_ Lorig=J1,e e yt6 = Jk
0 ;sonst

(Was hat das mit linearer Unabhéngigkeit zu tun?) |
Beh.: B erzeugt Alt"(V).

[ Fir 1 <i; <--- <i <n setze

= w(viy,...,v,) € R.
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Dann gilt
w = Z Wiy ,.ig Pin N N iy,
1<ip <---<ip<n

(Warum? Hinweis: Warum gentigt es, dies auf Basisvektoren v;,, @

o, v, mit 1 < g < -+ < g < nozu priifen?) ]

Definition und Satz 14.1.7. (Zuriickzichen von Multilinearformen)
Seien V, W R-Vektorrdume und 7" : V' — W eine lineare Abbildung.

(i) Fiir w € Alt"(W) setze
(T*w)(v1, .. yvk) = w(Tvy, ..., Tyg) .

Dies ist eine k-Form und heif3t die entlang T zuriickgezogene k-Form.
Man erhélt eine lineare Abbildung

T AUF(W) — ALR(V) , we Thw.

(i) Fiir w € Alt*(W), n € Alt'(W) gilt

T*(wAn) = (T"w) A (T7n) .

(iii) Sei U ein weiterer R-Vektorraum und S : U — V linear. Es gilt
(ToS) = S*oT* : AltF(W) — AIt*(U) .

(iv) FallsT: V — V,dim(V) = nund w € Alt"(V), so gilt T*w = det(T") w.

Beweis. Teile (i)—(iii): Direktes nachrechnen. (Details?)
Teil (iv): Sei vy, . .., v, eine Basis von V' mit dualer Basis o1, ..., ¢, € V*.
Nach Satz 14.1.5 gilt
w = cpr NNy, .

Dann folgt

e1(Tvr) -+ 1(To)
(T*w)(v1, -y 0n) = wW(Tvy,...,Tvy,) © ¢ det : :
or(Tvy) -+ or(Tor)

= det(7T) g(gpl/\---/\gon)(vl,...,vnl,

wobei (x) aus Satz 14.1.3 (iii) folgt. O
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14.2 Differentialformen im R"

Definition 14.2.1. Sei U C R" offen. Eine Differentialform von Grad k
(oder k-Form) auf U ist eine Abbildung

w : U — AltF(R") .
Fiir z € U und vy, ..., v, € R" schreiben wir statt (w(zx))(vy,...,v) auch
we(vy, ..o k) (eR).
Die Menge der k-Formen auf U bezeichnen wir mit A*(U).
Bemerkung 14.2.2.

(1) Da Alt°(R*) = R ist somit A°(U) gerade die Menge aller Funktionen
U — R (ohne weitere Eigenschaften wie integrierbar, stetig oder diffe-
renzierbar).

(2) Sei f: U — R differenzierbar. Dann ist das totale Differential df eine
Abbildung df : U — L(R",R) = Alt'(R"). Also f € A°(U) und df €
AY(U). Wir kénnen also d als eine Abbildung

d : {f € A"(U)|f differenzierbar } — A'(U) .
verstehen.

(3) Betrachte die Funktion z; : R® — R, (x1,...,2,) — x;. Die 1-Form dz; €
A'(R™) ist gegeben durch, fiir p € R™ und e; der j-te Standardbasisvektor
von R",

(dzi)p(e;) = bij - (%)
(Warum?) Somit ist (dw;),, i = 1,...,n eine Basis von Alt'(R"™). Fiir @
f: U — R differenzierbar ist es also moglich, df, in der Basis (dz;), zu
entwickeln:

Beh.: Auf U gilt

3

df = of - dv; : U—Alt'(R")
N~ — N~~~ —~—
e AL (U) = ¢Fun(UR) €ALU)

wobei 0, f(x) = (% f(z) die partielle Ableitung nach dem i-ten Argument
von f ist.
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[ Wir zeigen die Gleichung fiir alle p € U und Basisvektoren e; €
R". Es gilt df,(e;) = 0;f(p) (Richtungsableitung in Richtung
e; and er Stelle p). Wegen (x) ergibt die rechte Seite das gleiche
Ergebnis. |

(4) Das Dachprodukt von w € A*(U) und n € AY(U) ist punktweise definiert:

(WAN)y == We ANy .
Betrachte zum Beispiel w € A'(R?) und 7 € A?*(R?) mit
w = 2dr+zdy , n = edrAdz.
Dann
wAn = x2?e¥dr AdyAdz + zeVdy ANde ANdz = —zeVdx Ady Adz
=0

(Warum gelten die Gleichheiten? Hinweis: Werten Sie an einem Punkt
p € R3 aus und benutzen Sie die Eigenschaften von A auf Alt*(R") aus
Satz 14.1.3.)

Lemma 14.2.3. Sei U C R" offen. Jedes w € A*(U) kann eindeutig als
Linearkombination

w = E wil ..... 7,kdl'“/\/\dl‘lk
1<ii << <n

geschrieben werden, wobei die Funktionen w;,

ir 1 U — R durch

e () = waler, ..., eq)
gegeben sind.
Das Lemma folgt aus Satz 14.1.5 und (%) in Bemerkung 14.2.2 (3). (Wie?) @

® Wir nennen w € A*(U) stetig / differenzierbar / von Klasse CP, falls alle
Funktionen w;, . ; : U — R die entsprechende Eigenschaft haben.

.....

Definition 14.2.4. Seien U C R™ und V C R" offen, und sei ¢ : U — V
differenzierbar. Definiere die Abbildung

o* ANV = AMU) , we dw,
wobei, fiir p € U,
(P'w)p == (do(p))* wa (€ AM(R™))
——

aus Satz 14.1.7

Wir sagen, die k-Form ¢*w wurde duch Zuriickziehen von w mittels ¢ erhal-
ten.
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Bemerkung 14.2.5.

(1) Wenn man Vektoren vy, ...,v; € R™ einsetzt, sieht die obige Formel fiir
das Zuriickholen der k-Formen w € A¥(V) via ¢ : U — V so aus:

(" w)p(v1, ..., 0k) = W) (do(p)vr,. .., do(p)uy ) -

(2) Die Abbildung ¢* ist linear.

(3) Die Rechenregeln aus Satz 14.1.7 gelten auch fiir Differenzialformen: fiir

¢:U—V, ¢:V — W differenzierbar, und fiir w € A*(W), n € A(W),
PlwhAn) = Ww)AWn) , Wod)w = (¢ 0w

(Warum?) @
(4) Seien U C R™, V C R" offen, ¢ : U — V differenzierbar. Schreibe

¢ U —=R,1=1,...,n, fiir die Komponentenfunktionen von ¢.
Beh.: ¢*dx; = do; firi=1,....,n .
[ Fiir p € U und den Basisvektor e; € R™ ergibt die linke Seite
(9*dzi)p(e;) = (dai)o)(dp(p)e;)
= (dz)o(p ((0j01(p), -, 0i0u(p))) = 0;0:(p) -

Im letzten Schritt haben wir () in Bemerkung 14.2.2 (3) be-
nutzt. Fiir die rechte Seite der Behauptung benutzt man die
Definition von d¢; in Bemerkung 14.2.2 (2): (d¢;),(e;) ist die
Richtungsableitung von ¢; in Richtung e;. |

(5) Seien U,V C R" offen, ¢ : U — V differenzierbar, w € A"(V'). Mit
Satz 14.1.7 (4) sieht man, fiir p € U,

(¢*w), = det(do(p)) - wopp) -

(Details?) @

Seien U C R™, V C R" offen, ¢ : U — V differenzierbar, und w €
A¥(V). Nach Lemma 14.2.3 kénnen wir w durch Dachprodukte von 1-Formen
ausdriicken:

1<ip << <n



Lemma 14.2.6. Es gilt

P'w = Z Wiy,ip OO - ddiy N+ Nddy, .

1<i1 << <n

Beweis. Schreibe abkiirzend [ fiir ein Tupel (i,...,4) mit 1 < i3 < -+ <
1 < n und entsprechend

dr; = dx; AN--- Ndx,

Die Entwicklung von w € A*(V) aus Lemma 14.2.3 kénnen wir in dieser
Notation schreiben als

w = Zwl-dxl = Zwl/\dx],
I I

wobei wir die Funktion wy : V' — R im letzten Schritt als Element von A°(V)
interpretieren. Es gilt (die Zahlen iiber den Gleichungen beziehen sich auf den
entsprechenden Teil dieser Bemerkung)

Pw = ;¢ (wr Adap) =Y ($"wn) A (¢7day)

I — ¢ dasy A AG*da,

4
(:) Z wil 7777 Zkogbdﬁbzl/\/\dgblk

1<ig<-<ip<n ]

Definition und Satz 14.2.7. (Aufiere Ableitung)
Sei U C R™ offen und w € A*(U) differenzierbar. Beziiglich der Zerlegung

w = Z Wiy i - ATy N ANdxy, .

1<iy<--<ip<n

definieren wir

dw = Z dwi i N dxiy N - Ndwy, € Ak+1(U) :

1<iy <<ip<n
Die (k + 1)-Form dw heiit dufiere Ableitung oder Differential von w. Es gilt:
(i) Die Abbildung d : {w € A*(U)|w diff.bar} — A**1(U) ist linear.
(ii) Fiir differenzierbare w € A*(U), n € AY(U) gilt

dwAn) = (dw) An+ (=1)*w A (dn) .
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(iii) Ist w in der Klasse C2, so gilt d(dw) = 0. In anderen Worten: die Ver-
kettung

{we AU |wist 2} -1 {p e AU | pist C'} -5 AFF2(U)
ist gleich Null.
Beweis. (i) Klar.
(ii)) Wegen Teil (i) geniigt es, w = adx; und n = bdz; zu betrachten, mit
a,b: U — R differenzierbar. Dann gilt

€

dwAn) = d(abdr; Adzy) 2 d(ab) Adxp Aday

Die Produktregel fiir die Ableitung von Funktionen U — R ergibt
d(ab) = (da) - b+ a - (db). Einsetzen und Satz 14.1.3 (ii) ergibt
dwAn) = daNdzxp A (bdry)+ (—1)*(adx;) Adb A dxy
= (dw) An+ (=1)Fw A (dn) .

(iii) Wir zeigen die Behauptung zuerst fiir O-Formen, also fiir C2-Funktionen
f:U — R Es gilt

d(df) = d(i@i fdx7;> - Zn:d(ai ) A dz;

=2 (i@-(a,-f) dz;) A d,

i=1  j=1
n

= Y (0;0:f — 0,0;f) dwy Nda; = 0.
i<j
(Warum gelten die einzelnen Gleichheiten? Insbesondere die vorletzte?) @
Fiir allgemeine k-Formen geniigt es wegen der Linearitdt in Teil (i) w

von der Form w = fdx; zu betrachten, mit f eine C2-Funktion. Es gilt

d(dw) = d(df Ndzr) L (d(df)) Adar) — df A (d(dzr)) = 0
=0 -0

(Wie sieht d(dzy) ausgeschrieben aus (I steht ja fiir ein Indextupel)? @
Und warum ist es Null?) O
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m Zum Beispiel gilt fiir w = A*(R3), w = sin(zy) dz A dz, dass

dw = d(sin(zy)) Ndz ANdx = (cos(zy)ydr + cos(zy)xdy) A dz A dx
= cos(zy)xdy Ndz Ndx = cos(xy)zdx Ndy Adz .

Satz 14.2.8. Seien U C R™, V C R" offen und ¢ : U — V eine C*%-
Abbildung. Falls w € A¥(V) differenzierbar ist, so ist auch ¢*w € AF(U)
differenzierbar, und es gilt

¢*(dw) = d(¢"w) .

Beweis. Es geniigt, w = fdz;, A--- Adx; zu betrachten, mit f : V — R
differenzierbar. Nach Lemma 14.2.6 gilt

¢g'w = fog-dhiy N---Nddi, = fod-dor.

Die 1-Formen dg;, sind differenzierbar, da ¢ eine C%-Abbildung ist, also auch
ihr Dachprodukt (Waurm?). Auch f o ¢ ist differenzierbar, und damit insge-
samt ¢*w.
Es gilt
d(¢p*w) = d(fop)Ndpr+ foo-d(der)
=0

und

¢"(dw) = ¢"(df Ndxr) = (¢"df) A (¢"dxy) = (¢"df) Ndgr .

Es bleibt also, zu zeigen, dass d(f o ¢) = ¢*df. Das ist aber genau die Ket-
tenregel: Fiir p € U und v € R™ gilt

(¢"df)p(v) " 22 g0 (do(p)v) = d(f 0 6)p(v) .

14.3 Das Poincaré-Lemma

Definition 14.3.1. Eine Menge M C R" heifit sternfirmig, falls es ein p €
M gibt, sodass gilt: Fiir alle z € M und ¢t € [0, 1] ist x +t(p — x) € M (dies
ist die gerade Verbindungsstrecke zwischen p und x).

Beispiel 14.3.2. Die Menge R?\ {(z,y) |z <0, y = 0} ist sternférmig. Die
Mengen R?\ {0} und R?\ {(z,y) |z <0, y € {0,1} } sind nicht sternférmig.
Konvexe Mengen sind sternférmig, nicht jede sternformige Menge ist konvex.
(Warum gilt das alles?)
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Satz 14.3.3. (Poincaré-Lemma)
Sei U C R™ offen und sternférmig, und sei 3 eine C'-k-Form auf U mit k > 1.
Falls d8 = 0, so gibt es eine C'-(k—1)-Form n auf U mit 8 = dn.

Der Beweis beruht auf folgendem Lemma:

Lemma 14.3.4. Seien U C R™ und V' C R"*! offen, sodass U x [0,1] C V.
Sei¢p; : U =V, j =0,1, gegeben durch ¢;(z) = (x, ). Fiir jede C'-k-Form
w auf V mit dw = 0 gibt es eine C'-(k—1)-Form n auf U mit

dn = i — G .

Beweis. Seien I = (iy,...,4) und J = (j1,...,Jk—1) Multi-Indices mit 1 <
1 <--<iyp<nund1<j <--- < jr1 <n. Nach Lemma 14.2.3 gibt es
C!'-Funktionen f;,g;: V — R, sodass

w = Zf;d:cf—l-Zgjdan/\de.
I J

Beh. 1: Fiir p € U gilt (Yjw)(p) = >_; f1(p,j) dzr .
[ Die Komponentenfunktionen von ; sind (¢;)m(p) = z, fiir m =
L,...,nund (¢j)n41(p) = j. Nach Bemerkung 14.2.5 (4) gilt
de,, ;m=1,....,n

Da dx, .1 in der Summe iiber J in w in jedem Summanden vor-
kommt, folgt die Behauptung dann aus Bemerkung 14.2.5(3). |

Beh.2: Auf V gilt >, (Opia fr)dzr = > ;> 0 1 (0mgs) dxm Adxy .

[ Die duBere Ableitung von w ist
dw = de, ANdxry + ngJ/\d:an Adzy
I J

n+1

— Z (Z@mffdmm/\dx1+20mgjdxm/\dasn+1 /\da:J) )
I J

m=1

Nach Voraussetzung gilt dw = 0. Koeffizientenvergleich von Ba-
siselementen, die den Faktor dx,; enthalten, ergibt

Z@nﬂf]dxnﬂAdxl—i—ZZ@ngdxm/\dxnﬂ/\de = 0.
I

J m=1

(Warum? Und warum impliziert das die Behauptung, fehlt da @
nicht ein Minus?) |
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Setze .
hy:U—=R |, hylp) = / gs(p,s)ds .
0

Beh. 3: h; ist auf U stetig differenzierbar, und es gilt 9,,h;(p) = fol Omgs(p,s)ds
firpeU.

[ Wir wollen Satz 11.6.3 anwenden. Da p in U und U offen, gibt
es eine e-Umgebung von p, die auch in U liegt. Wir betrachten
den abgeschlossenen Ball B.s(p). Per Konstruktion gilt K :=
B.j2(p) x [0,1] C V. Die Menge K ist kompakt, und sowohl g;
also auch 0,,g; sind stetig, und daher beschrankt auf K. Eine
geniigend grofie konstante Funktion auf [0, 1] gibt also eine in-
tegrierbare Schranke fiir 0,,g;. Die Behauptung folgt nun aus

Satz 11.6.3 mit X = B./5(p) (offener Ball) und 7" = [0, 1]. |

Mit den obigen Resultaten konnen wir die gewiinschte k-Form n € A*(U)
angeben und die geforderten Eigenschaften nachpriifen. Wir setzen

n = Zh]dﬂ?] .
J

Nach Beh. 3 ist 1 eine C! k-Form. Die duflere Ableitung ist

dn(p) = > dhyNdx,

J
Beh.3 Z Xn: </01 Om3s (D, ) ds)da:m Adzy

J m=1

225 ([ ) ) e "2 i) - 5)0)

S

v~

= fI(pvl)_fI(pvo) D

Beweis von Satz 14.3.3. Ohne Beschrankung der Allgemeinheit sei U stern-
formig beziiglich 0. (Wie fiithrt man den allgemeinen Fall auf den Fall | stern- @
formig beziiglich 0“ zurtick?)

Sei ¢ : R" x R — R"™ gegeben durch ¢(z,t) =t - z. Setze V = ¢~ 1(U).
Dann ist w = ¢*f eine k-Form auf V. Da ¢ C* ist!, und S C! ist, ist ¢*3
ebenfalls C!. Da U beziiglich 0 sternférmig ist, folgt aus x € U, dass auch
tr € U fur t € [0, 1]. Somit U x [0,1] C V. (Warum?) @

1¢? wiirde auch reichen, nicht aber C!, da die Form ¢* 3 auch von den Ableitungen von
¢ abhéngt.
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Seien 19,11 : U — V wie in Lemma 14.3.4. Nach Satz 14.2.8 gilt dw =

d(¢*8) = ¢*(dB) = 0. Nach Lemma 14.3.4 gibt es eine C'-Form 7 auf U mit

dn

oo

= Pjw — Ppw. Fir j € {0,1} gilt Yjw = i¢*B = (¢ o ¢;)*F. Nun ist
¥ = id auf U und ¢ o ¢y = 0. Daher insgesamt dn = w — 0. 0

Bemerkung 14.3.5.

(1)

Fiir U C R" offen scheibe QF(U) fiir k-Formen auf U, die C* sind.
Fiir k& > 0 bezeichne d* : QF(U) — QF1(U) die #uBlere Ableitung. Wir
erhalten den Ko-Kettenkomplex

QU) L QYUY S T L) S QRU) S M ) S

und es gilt fiir jedes k, dass im(d*~1) C ker(d*). Wir definieren die k-te
(de Rham) Kohomologiegruppe als

H*(U) := ker(d")/im(d"™) .

Fiir & = 0 setzen wir hierbei im(d~') = {0} (wir stellen uns den Komplex
fiir negative k durch Null fortgesetzt vor).

Kohomologiegruppen sind invariant unter C*°-Diffeomorphismen: Sei ¢ :
U — V ein C®-Diffeomorphismus. Dann sind H*(U) und H*(V) iso-
morph als R-Vektorrdume. (Warum? Koénnen Sie einen Isomorphismus
angeben? Hinweis: ¢* : Q¥(V) — QF(U) ist ein Vektorraum-Isomorphis-
mus, der mit d vertauscht.)

Das Argument in Beh. 3 des Beweises von Lemma 14.3.4 zeigt, dass, falls
S im Poincaré-Lemma (Satz 14.3.3) von der Klasse CP ist, so auch das 7,
welches dort konstruiert wird. Daher sagt das Poincaré-Lemma:

R k=0
U sternformig = H*U) = ’

{0} ;sonst
(Warum? Hinweis: Fiir k = 0 kann man z.B. den Schrankensatz (Satz
9.3.10) nehmen und entsprechend fiir sternférmige Mengen umformulie-
ren.)

14.4 Differentialformen auf Untermannigfaltigkeiten

(Dieses Kapitel folgt [Kap.13.3 aus Konigsberger 2].)

In diesem Kapitel bezeichnet M eine n-dimensionale Untermannigfaltig-

keit des R?.
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Definition 14.4.1. Ein Atlas aus Finbettungen fiir M ist eine Familie (74 )aca,
sodass

(i) die 74 : Qo — R? (Q, C R” offen) Einbettungen sind, und
(i) M =U,cy Ua mit Uy = 7a(€Q0) die Spur von ~,.
Bemerkung 14.4.2.
(1) Nach Lemma 13.4.1 existiert fiir jedes M ein Atlas aus Einbettungen.

(2) Wir setzen Uy = Uy MUz, Qap = 75 (Uag) C Qo (so dass Uyp = Uga,
aber im Allgemeinen nicht Q.5 = Qg,). Nach Satz 13.2.9 gibt es einen
Diffeomorphismen To3 : Qg — Qgq, 50 dass v5 0 Tup = Yala,,-

(3) Ist M eine CP-Untermannigfaltigkeit, so konnen die =, so gew#hlt wer-
den, dass auch die T, 4 CP-Diffeomorphismen sind. (Warum? Hinweis: Die @
Karten sind dann per Definition CP, und in Lemma 13.4.1 hatten wir uns
die Einbettungen aus den Inversen der Karten gebauen. Wie kann man
dann 7,3 durch die Karten ausdriicken?)

Lemma 14.4.3. Sei x € M und seien ; : ; — M, i = 1,2, Einbettungen
mit z € 7;(€). Mit p; = v, *(z) € Q; gilt

dy(p)(R") = dy2(p2) (R")
(Gleichheit von Untervektorrdumen im R™).

Beweis. Sei U; = v;(€;) wie oben. Da x € Ui, folgt p; € Qo und py €
Q1. Ferner gilt v1]q,, = 72 © T12]a,,, und damit auch dv,(p1) = dvya(pe) ©
dTi5(p1). Da Tiy ein Diffeomorphismus ist, ist dT2(p; ) invertierbar, und somit
dT12 (pl)Rd = Rd. Es fOlgt

7(p1)(R?) = dya(p2) (dT12(p1)(RT)) = drya(p2) (RY) .

Definition 14.4.4. Sei x € M und sei v : 2 — M eine Einbettung mit
x € v(Q2). Der R-Vektorraum

T,.M = dy(y '(2))(R") CR*
heiflit Tangentialraum von M an x.
Bemerkung 14.4.5.

(1) Nach Lemma 14.4.3 ist T,,M unabhéngig von der Wahl von ~.
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(2) Da ~ insbesondere eine Immersion ist, ist dy(u) fir alle u € Q injektiv.
Somit gilt dim T, M = n.

Beispiel 14.4.6.

(1) Sei U C R? offen, f : U — R¥ eine C!-Funktion und b € R* ein regulirer
Wert, sodass M := f~1({b}) nicht leer ist. Nach Satz 13.1.6 ist M eine
n := d — k dimensionale Untermannigfaltigkeit.

Beh.: Fir z € M gilt T, M = ker df (x).

[ Sei @ C R" offen und v : © — M eine Einbettung mit = €
(). Sei p = v~ (z). Dann f oy = b und somit insbesondere
df (x)ody(p) = 0. Aber das Bild dv(p)R" hat bereits Dimension
n und ist somit gleich dem Kern von df (x). (Warum?) |

(2) Sei M := S™ C R™"! die n-Sphire von Radius 1. Fiir x € R™" mit
|z| =1 gilt, dass

.M = {veR"™|(v,2)=0}.
(Warum? Hinweis: Benutzen Sie Teil 1 und f(z) = (x,x).)

Definition 14.4.7. Eine Differentialform von Grad k auf M, oder kurz k-
Form, ist eine Familie w = (w;)zen, wobei w, € Altk(T »M). Wir schreiben

A*(M)
fiir die Menge der k-Formen auf M.
Bemerkung 14.4.8.

(1) Sei U C R? offen und n € A*(U). Angenommen, die Untermannigfaltig-
keit M ist in U enthalten. Fir x € M und vy,...,v, € T, M definiert

We(V1, ..y 08) = ne(vy,...,0k)
eine k-Form auf M. Wir schreiben w = n|y,.

(2) Sei (Yo @ Qo — M)aca ein Atlas aus Einbettungen fiir M. Dann ist
w® := viw eine k-Form auf €2,. Explizit, fir p € Q, und a4, ..., a; € R",
wg(ah R 7ak) = w’ya(p)(d’ya(p)alv s adfya(p)ak)

Falls p im (Urbild vom) Schnitt von zwei Karten liegt, p € Q,p, so folgt
aus g © Tog = Yol s, dass

w = Thzw’ auf Qg .

«,

(Details?)
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(3) Wir nennen eine k-Form w € AF(M) stetig / differenzierbar / von Klasse
CP auf M, falls alle w, diese Eigenschaft haben. Wegen Teil 2 ist dies
unabhéngig vom gewihlten Atlas aus Einbettungen. (Warum?)

Lemma 14.4.9. (Heftungslemma)
Sel (Va)aca €in Atlas aus Einbettungen fir M. Sei (w®)aca eine Familie von
k-Formen w® € A*(Q,). Angenommen, fiir alle o, 3 € A gilt

w* = Tgs W oauf Qus (%)
Dann gibt es genau eine k-Form w auf M mit w® =y} w fiir alle o € A.

Beweis. Sei x € M. Wihle ein a € A, sodass € 7,(Q4). Sei p = v, ().
Per Konstruktion ist A := dv,(p) : R* — T, M eine lineare Bijektion. Fiir
v1, ..., € T, M definiere

we(vy, ... 05) = wg(A’lvl,...,A’lvk).

Dann w, € Alt*(T,M) und nach (%) ist w, unabhingig von der Wahl von
a € A. (Warum? Hinweis: Sei ¢ = vﬁ_l(x). Aus der Definition von 7,4 folgt
dvs(q) 0 dT,5(p) = dva(p). Dies kann man geeignet umstellen und einsetzen,
nachdem man (*) explizit ausgeschrieben hat.)

Das so konstruierte w erfiillt w® = 7w fiir alle @ € A und ist damit
eindeutig. (Warum?) O

m Sei w € A¥(M) differenzierbar und sei (74)aca ein Atlas aus Einbettungen
fiir M. Setze p* := d(viw).

Beh.: (p%)aea erfiillt die Voraussetzung des Heftungslemmas (Lemma 14.4.9).

[ Wir miissen zeigen, dass fiir alle a, 3 € A auf Q,p gilt: p* = T4 0.
Dies folgt aus Satz 14.2.8:

* * * * % (*) * a
Taﬁ Pﬂ = Taﬁ d(’ng) = d(Tagﬂﬁw) = d(%w) = P,
wobei wir in () benutzt haben, dass v 0 Tap = Yalo.,- |
Definition 14.4.10. Sei w € A*(M) differenzierbar.

(i) Die durch die obige Behauptung und das Heftungslemma eindeutig be-
stimmte (k + 1)-Form auf M nennen wir die duffere Ableitung von w
und schreiben dw. (Also per Konstruktion v (dw) = d(y}w).)

(ii) Eine differenzierbare k-Form w auf M heifit geschlossen, falls dw = 0.
Eine k-Form w auf M heifit exakt, falls w = dn fiir eine differenzierbare
(k — 1)-Form n auf M.
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Bemerkung 14.4.11.

(1) Wie in Bemerkung 14.2.2 (4) ist das Dachprodukt von Formen auf M.
punktweise definiert.

(2) Die Eigenschaften (i)-(iii) der dufleren Ableitung aus Satz 14.2.7 gelten
analog fiir Differentialformen auf M. Zum Beispiel:

Beh.: Ist w eine C%-k-Form auf M, so gilt d(dw) = 0.

[ Sei (Va)aca ein Atlas aus Einbettungen fiir M. Es gentigt, zu
zeigen, dass fiir alle o € A gilt: d(dw®) = 0 mit w* = yiw €
A¥(€Q,). Dies ist aber gerade die Aussage von Satz 14.2.7 (iii). |

(Wieso gelten (i) und (ii)?) @

14.5 Integration von n-Formen und Orientierung

Definition 14.5.1. Sei 2 C R” offen und w = fdzy A --- Adx, € A™(Q)
(also f: Q = R).

(i) Die n-Form w heiit integrierbar iber Q0 (bzw. messbar / das Integral
von w existiert), falls f iiber ) Lebesgue-integrierbar ist (bzw. messbar
ist / das Integral von f existiert).

(ii) Existiert das Integral von w, so nennen wir

[ fro

das Integral von w. Wir schreiben auch

Ll = [isan.

m Fiir Integrale iiber allgemeine messbare Mengen 2 C R™ stellen wir uns
w und f entsprechend durch Null auf R™ fortgesetzt vor und betrachten das
Lebesgue-Integral iiber R™.

Beispiel 14.5.2. Mit Q = [0, 1]** C R? gilt

/dl’l/\dl’gzl y /dfﬂg/\dﬂ?l:—l s /’dflﬁg/\dl'l‘:l
Q Q Q

m [n Satz 13.2.8 hatten wir gesehen, dass die Spur M einer Einbettung eine
Untermannigfaltigkeit ist.
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Definition 14.5.3. Sei Q C R” offen und v : Q — R? eine Einbettung mit
Spur M. Sei w eine n-Form auf M . Dann heiflt w beziiglich v integrierbar,
falls v*w auf 2 integrierbar ist. In diesem Fall schreiben wir

Y Y
/w:: /v*w, /|w| :=/|7*w|-
Q 9]

m Fiir Messbarkeit und fiir die Existenz des Integrals ist die Definition analog,
das fiihren wir ab hier und im Rest des Kapitels nicht mehr getrennt auf.

Lemma 14.5.4. Fiir i = 1,2 seien §; C R” offen und ~; : ; — R Einbet-
tungen, beide mit gleicher Spur M. Sei w eine n-Form auf M, die beziiglich
1 integrierbar ist.

(i) w ist auch beziiglich 7, integrierbar, und es gilt

Y1 Y2
/ | = / 1wl -

(ii) Setze T := v, oy : € — Qy (dies ist ein Diffeomorphismus nach
Satz 13.2.9). Falls det dT'(x) > 0 fiir alle z € Qy, so gilt

7 2
o= ["w

Beweis. Nach Lemma 14.2.3 gilt
Yiw = fi-dxy N--- Ndx,

fir eine Funktion f; : €, — R. Aus yjw = T*(y3w) folgt mit Bemer-
kung 14.2.5 (Details?):

fi = faoT -det(dT) : Q1 —R. ()

Aus dem Transformationssatz 12.3.1 (und Bemerkung 12.3.2 (2)) folgt,
dass fi genau dann iiber €2y integrierbar ist, wenn f5 iiber {25 integrierbar ist
(Warum? Hinweis: Erstmal wissen wir nur, dass fooT'-|det(dT")| integrierbar
ist. Warum ist dann auch fy o T -det(dT") (also fi) messbar? Fillt Thnen eine
Abschétzung ein, die die Integrierbarkeit zeigt?) Der Transformationssatz
sagt weiter, dass in diesem Fall gilt:

i f(T(x)) - [ det(dT (z))| dv = i fay) dy - ()
Wenden wir dieses Ergebnis auf | fi| = |fooT|-|det(dT)| an, so folgt Teil (i).
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Fiir Teil (ii) rechnen wir nach:

/ . / viw = | fil@)de C | B(T(2) - det(dT(z)) dx .
N 9] 2

Falls nun det(dT'(x)) > 0 fiir alle z € 4, so kénnen wir den Transformati-
onssatz anwenden, und erhalten weiter

) foly)dy = /’Yzw.

Qo

Definition 14.5.5. Sei V ein n-dimensionaler R-Vektorraum.

(i) Sei n > 1. Eine geordnete Basis von V ist ein Element B aus V>,
also B = (by,...,b,) mit b; € V, so dass {by,...,b,} eine Basis von V/
bildet.

(ii) Sein > 1. Zwei geordnete Basen (ay, ..., a,) und (by,...,b,) von V sind
gleichorientiert, falls die lineare Abbildung 7': V' — V, T(a;) = b;, die
Bedingung det T > 0 erfiillt. (Dies definiert eine Aquivalenzrelation.)

(iii) Falls n > 1: Eine Orientierung auf V ist eine Aquivalenzklasse ge-
ordneter Basen von V' (beziiglich der in (ii) definierten Relation). Wir
schreiben [ay, ..., a,] fiir die Aquivalenzklasse von (ay,...,a,).

Falls n = 0: Eine Orientierung auf V ein Element aus {£1}.

(iv) Sei U ein weiterer n-dimensionaler R-Vektorraum, und sei 7: U — V
eine invertierbare lineare Abbildung.

Falls n > 1: Sei a = [ay,...,a,] eine Orientierung auf U und § =
[b1,...,b,] eine Orientierung auf V. Dann heifit T' orientierungstreu,
falls Tao = 8, wobei Ta := [Tay, ..., Tay,).

Falls n = 0: (Hier ist 7" automatisch Null.) Seien ey, ey € {£1} Orien-
tierungen fiir U, V. Wir nennen T orientierungstreu, falls ey = ey.

(v) Fiir n > 1 heit [ey, ..., e,] die Standardorientierung auf R™. Fiir R® =
{0} ist die Standardorientierung ,,+*.

Bemerkung 14.5.6. Ein endlich dimensionaler R-Vektorraum hat genau
zwei Orientierungen: fiir zwei geordnete Basen (aq,...,a,) und (by,...,b,)
von V,und T : V. — V, T(a;) = b; wie in der Definition, gilt entweder
det T > 0 oder det T" < 0. Also gilt entweder (by,...,b,) € [a1,...,a,] oder
(bh ey bn) S [—al, az, . .. ,an].
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Beispiel 14.5.7. Betrachte V = R?. Die zwei moglichen Orientierungen sind
[e1, €2] (die Standardorientierung des R?) und [ey, e;] (die andere Orientie-
rung). Sei a; = (1,0) und as = (1,1). Dann (ay, as) = [e1, e2]. Sei by = (0,1)
und by = (1,1). Dann (b1, b2) € [e2, e1]. (Warum?)

Lemma 14.5.8. Sei V ein n-dimensionaler R-Vektorraum, und seien w, w’ €
Alt" (V) mit w,w’ # 0. Dann:

(i) Falls n > 1: a(w) = {(a1,...,a,) € V*"|w(ay,...,a,) > 0} ist eine
Orientierung von V.
Falls n = 0: a(w) = sgn(w) ist eine Orientierung von V. (w € R in
diesem Fall, und sgn(w) € {£1} ist das Vorzeichen.)

il) a(w) = a(w’) genau dann, wenn w = cw’ fiir ein ¢ > 0.
g

Beweis. Im Fall n = 0 ist in Teil (i) nichts zu tun, und Teil (ii) ist klar. Sei
also ab nun n > 1.

Sei (ay, ..., a,) eine geordnete Basis von V. Sei ¢y, . .., ¢, die duale Basis.
Da dim Alt"(V) = 1 gibt es u,u’ € R, so dass w = ug; A -+ A ¢, und
W=upi NN, Daw,w #0 gilt auch u, v’ # 0.

(i) Sei (by,...,b,) eine geordnetes Tupel von Vektoren aus V. Nach Satz
14.1.3 gilt w(by, ..., b,) = u det(p;(b;)). Falls w(by, ..., b,) > 0 sind die
b; also linear unabhéngig und somit eine Basis. Da (¢;(b;)); ; die Matrix
der Abbildung T'(a;) = b; in der Basis (a4, ..., a,) ist (Warum?), gilt
w(by,...,b,) > 0 genau dann, wenn udet 7' > 0, also genau dann, wenn
(b1y...,by) € [way,aq, ..., a,).

(ii) Da w,u beide nicht Null sind, gilt entweder ¢ = u/u’ > 0 oder ¢ =

u/u' < 0. Fir u/u’" > 0 ist w(ay,...,a,) > 0 & J(ay,...,a,) > 0,
so dass a(w) = a(w'), und fir u/v’" < 0 ist w(ay,...,a,) > 0 &
W(ag,...,a,) <0, sodass alw) Na(w) = 0. -

Bemerkung 14.5.9. Man kann eine Orientierung auf V' also auch als eine
Aquivalenzklasse von nicht-verschwindenden n-Formen auf V' verstehen, wo-
bei w ~ /', falls w = e’ fiir ein ¢ > 0. Diese Charakterisierung stimmt auch
fiir n = 0 (da Alt"(V) = R gilt, auch fiir dim(V) = 0), wihrend man bei
geordneten Basen den Fall n = 0 getrennt behandeln muss.

Definition 14.5.10. Sei M eine n-dim. Untermannigfaltigkeit des R
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(i) Eine Orientierung auf M ist eine Orientierung von T, M fiir jedes x €
M. Falls n > 1, so fordern wir iiberdies:

Fiir alle z € M gibt es eine Einbettung v : Q@ — M mit z € ~(Q),
sodass dy(p) : R" = T, M fiir alle p €  orientierungstreu ist (hier
ist R"” mit der Standardorientierung versehen).

(ii) Eine Einbettung v : Q — M heifit orientierungstreu, falls der lineare
Isomorphismus dv(p) : R® — T,y M C R? fiir alle p € Q orientierungs-
treu ist (hier ist R™ mit der Standardorientierung versehen).

(iii) Eine Untermannigfaltigkeit, die mit einer Orientierung ausgestattet ist,
heifit orientiert. Ein Atlas aus orientierungstreuen Einbettungen heifit
orientiert.

® Angenommen n = 0. Da M eine 0-dimensionale Untermannigfaltigkeit ist,
besteht sie nur aus isolierten Punkten. Eine Orientierung auf M ist dann
eine Funktion M — {£1} ohne weitere Eigenschaften.

Lemma 14.5.11. Sei M eine n-dimensionale Untermannigfaltigkeit des RY,
und sei w eine stetige n-Form auf M mit w, # 0 fiir alle x € M. Dann
definiert w eine Orientierung auf M, indem man punktweise Lemma 14.5.8
anwendet.

Beweis. Fiir n = 0 ist nichts zu tun. Sei n > 0 und x € M. Wihle ei-
ne Einbettung v : @ — M mit z in der Spur. Sei p = v~ !(z). Schreibe
Y'w = fdriA---Ndz,. Falls f(p) < 0 wihle statt dessen y(x1,7,...,7,) =
Y(—=x1,To, ..., T,). Dann f(p) > 0 fiir p = 37 !(x).

Sei also 0.B.d.A. v*w = fdxy A--- ANdx, mit f(p) > 0. Da [ stetig ist,
gibt es eine Umgebung 2’ C Q von p, sodass f > 0 auf (.

Beh.: Die Einbettung «y|q : @ — M ist orientierungstreu.

[ Sei g € ¥ beliebig und y = v(q). Sei a; = dy(q)e;, i = 1,...,n.
Per Konstruktion ist a; € T,,M. Wir miissen zeigen, dass (a1, ..., a,) €
a(wy) im Sinne von Lemma 14.5.8, also dass wy(a, ..., a,) > 0:

oy 0) = i (@es . dv(@)en)
= (Y'w)qler, ..., en)
= f(q) (dml/\ “Ndxy)(er, ... en)

= fl9)> [

Lemma 14.5.12. Sei M eine n-dimensionale Untermannigfaltigkeit des R,
n > 1, und sei A = (74)aca ein Atlas aus Einbettungen.
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(i) Falls M und A orientiert sind, so gilt detdT,ps > 0 fiir alle o, 8 € A

mit Uy,p #+ 0.

(i) Falls detdT,s > 0 fir alle a, 8 € A mit U,p # 0, so gibt es eine

eindeutige Orientierung auf M, beziiglich der A orientiert ist.

Bewezs.

(i) Sei z € U,g beliebig, und p = ;' (x), ¢ = vﬁ_l(x). Sei A 1= dv,(p) :

R" — T, M und B := dyz(q) : R* — T, M. Per Annahme sind A, B
invertierbar und orientierungstreu. Dann ist aber auch dT,5(p) = B~*A
orientierungstreu. Somit det dT,5(p) > 0 (Waurm?).

(ii) Fir x € M und v, mit x € 7,(92,) definiere die Orientierung von 7, M

via [dy(p)ei,...,dy(p)ey,| fiir p = v, (x) (Transport der Standardori-
entierung). Dies ist unabhéngig von der Wahl von a und definiert eine
Orientierung auf M. (Details?)

Eindeutigkeit ist klar (wére die Orientierung von T,M anders, dann
wére 7, nicht orientierungstreu und damit der Atlas nicht orientiert).

Bemerkung 14.5.13. Sei M eine n-dimensionale orientierte Untermannig-
faltigkeit.

(1)

(2)

Sein > 1 und w eine n-Form auf M. Seien ; : §2; — M orientierungstreue
Einbettungen (i = 1,2). Nach Lemma 14.5.4 (i) gilt ["w = [ w.

Sei weiterhin n > 1. Falls Supp(w) C () fiir eine orientierungstreue
Einbettung v : 2 — M, so definieren wir

oS

Nach (1) ist dies unabhéngig von der Wahl von .

Im Fall 1 < n = d haben wir folgende Aussage: Seien U, V' C R" offen und
mit der Standardorientierung von R™ ausgestattet. Sei w € A™(V) iiber
V integrierbar und ¢ : U — V ein orientierungstreuer Diffeomorphismus.

Dann gilt
/(b*w = /w.
U v

(Warum? Hinweis: Siehe den Beweis von Lemma 14.5.4.)
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(4) Im Fall n = 0 ist eine Orientierung von M eine Funktion ¢ : M — {£1}.
Sei w € A°(M), also w : M — R eine Funktion. Dann ist w integrierbar,
falls > )/ [w(p)| endlich ist, und wir setzen in diesem Fall

/Mw =) elp)w(p) -

peEM

Definition und Satz 14.5.14. Sei M eine n-dimensionale orientierte Un-
termannigfaltigkeit im R mit n > 1, und sei w eine n-Form auf M.

(i) Wir nennen w integrierbar iber M, falls gilt: Es gibt einen orientierten
Atlas A und eine untergeordnete Zerlegung der Eins (g;);cn, sodass

e c,w auf M integrierbar ist fir alle ¢ € N (im Sinne von Bemer-
kung 14.5.13(2)), und

« > fM |eiw] < oo,

In diesem Fall heifit -
w = E; W
Lo =%,

das Integral von w tber die orientierte Untermannigfaltigkeit M.

(ii) Gilt (i) fiir eine Wahl von A und (g;);en, so gilt (i) fiir jede solche Wahl,
und [} w ist unabhéingig von der Wahl.

Der Beweis (von Teil (ii)) ist analog zu dem von Satz 13.6.3 und wir
fithren ihn hier nicht aus.

Satz 14.5.15. Sei M eine n-dimensionale orientierte Untermannigfaltigkeit
im R?, und sei w eine n-Form auf M.

(i) Ist A € M kompakt und w stetig auf A, so ist w auf A integrierbar.

(ii) Ist X C M eine n-Nullmenge, und ist w integrierbar auf M \ X, so ist
w auch auf M integrierbar, und es gilt

/w:/ o
M M\X

Der Beweis ist analog zu dem von Satz 13.6.7 und Satz 13.6.8.
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14.6 Der Satz von Stokes
m Sei n > 1. Der Halbraum H™ C R" ist die Teilmenge

m Sei X ein metrischer Raum und G C X eine Teilmenge von X. Der Rand
0G von G in X ist definiert als der Abschluss von GG ohne das Innere von G,

oG = G\ G .

Insbesondere ist OG selber abgeschlossen in X. Der Rand OG besteht aus
allen x € X mit folgender Eigenschaft:

Fiir jede offene Umgebung U von x in X gibt es Punkte a,b € U,
sodass a € G und b ¢ G.

(Warum ist das eine Beschreibung von 0G?)
Beispiel 14.6.1. Hier ein paar Beispiele fir G C X und 0G:
e X =R, G=10,1]. Dann 0G = {0, 1}.
e X =R, G=(0,1). Dann 0G = {0, 1}.
e X =R?* G =[0,1] x {0}. Dann 9G = [0, 1] x {0}.
Fir den Halbraum H™ C R, n > 1, gilt: 0H" = {z € R |z, = 0}.
Bemerkung 14.6.2.

(1) Sei n > 2. Der Rand OH™ ist eine n — 1 dimensionale Untermannigfal-
tigkeit von R"™. Betrachte die Einbettung

RN 0H™ L (ug, . tpr) — (00U, Upy)

Wir definieren eine Orientierung von 0H", indem wir verlangen, dass
¢ orientierungstreu ist (Lemma 14.5.12, wobei der Atlas aus der einen
Einbettung i besteht). Zwei weitere Beschreibungen der Orientierung
von OH" sind:

e Via Definition 14.5.10: Fiir alle y € OH™ ist der Tangentialraum
gerade wieder durch OH" gegeben: T, (0H") = OH". Fiir jedes
T,(0H™) wahle die Orientierung [es, €3, .. ., €,].

e Via Lemma 14.5.11: Betrachte die n—1 Form n = dxy A - - - Adz,, auf
R™. Die Einschrankung 7|sgn ist eine stetige, nirgendwo verschwin-
dende n — 1 Form auf 0H"™ und definiert daher eine Orientierung.
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(Warum stimmen diese drei Beschriebungen der Orientierung iiberein?) @

(2) Sein = 1. Dann H' = Ry und H' = {0}. Wir wihlen die Orientierung
,+1¢ fiir OH'. Dann ist 7 : R — OH! wieder orientierungstreu.

In diesem Fall brauchen wir spéter aber beide Halbraume. Wir setzen
daher
Hi = HlZRSO y H_}_ = Rzo

Fiir den Rand setzen wir die Orientierungen wie folgt fest: OH' hat
Orientierung ,,+1% wie oben, und dH? hat Orientierung ,,—1%.

Lemma 14.6.3. Sei n > 1 und sei w eine C!-(n—1)-Form auf R™ mit kom-
paktem Tréager. Dann gilt

(i) Jgndw = 0,

(ii) fallsn > 2: [, dw = faHnw|5H” ,
falls n =1: [, dw = £w(0) .
¥

Beweis. Nach Lemma 14.2.3 gibt es C!-Funktionen f; : R* - R,i=1,...,n,
sodass

w = idatl/\~-cfa?i--~/\dxn.
> 1
i=1

Dann gilt

dw = > df; Aduy A~ da; - Ada,
=1
ij=1

= N 0 (~1) ey A Aday, |
=1

>

g

‘g

Nach Definition 14.5.1 ist das Integral der n-Form dw durch das Lebesgue-
Integral der Koeffizientenfunktion g : R® — R gegeben. Per Annahme ist g
stetig und hat kompakten Tréiger, ist somit integrierbar. Wir berechnen [ ¢
komponentenweise. Sei X = R" oder X = H" (bzw. X = H} im Fall n = 1)

/Xw _ /ngxn _ g(—l)i1/)(8¢fi(x)d(:c1,...,xn).
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Um die Integrale in den einzelnen Summanden zu berechnen, benutzen wir
den Satz von Fubini (Satz 12.2.1) (Warum diirfen wir den Satz jeweils an-
wenden?) Wir integrieren zuerst 0, f; beziiglich z;. Fiir i > 2:

/ Oifi(xy,...,xy)dx; = hm/ Oifi(xy, ..., xy,)dx;

oo L—oo

= lim (fi(xl,...,L,...,xn)—fi(asl,...,—L,...,xn)> =0.
L—oo

Hier wird +L im i-ten Argument eingestzt. Der Grenzwert ist Null, da f;
kompakten Tréager hat.
Ab jetzt unterscheiden wir die beiden Félle fiir X:

e X = R™ Die obige Rechnung gilt auch fiir ¢ = 1, und nach Aufspalten
des Integrals iiber R mittels Fubini erhalten wir insgesamt g, dw = 0.
Das zeigt Teil (i) des Lemmas.

e X = H"™: Sein > 2. Fiir ¢ = 1 erhalten wir nun

0
/ 81f1(x1,...,xn)dx1 = [}l_r)l;o (fl(o,l’g,..., ) fl( L , Lo, . ,In)>

= fl(O,ZL‘Q,...,I'n) .

Insgesamt ergibt sich damit

/ dw = f1(0, 29, ..., zy) d(xe, . .., 2y) -
n Rn—l

Um f ppn W Zu berechnen brauchen wir nach Definition 14.5.3 und Be-
merkung 14.5.13 die zuriickgezogene Form i*w. Mit Bemerkung 14.2.5 (4)
ergibt sich:

n
Hw = Zfioz-dzl/\---dzi---/\dln.

= f10Z'dl'1/\"'/\d£L'n,1.

(Warum ist die Summe weg?) Insgesamt ergibt sich

/ wlogn = / Fw = f1(0, 29, ... ) d(za, ..., xy)
OH™ Rn—1 Rn—1

:/dw.

Der Fall n = 1 mit H} kann direkt mit dem Fundamentalsatz der
Integral- und Differentialrechnung nachgepriift werden.
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Definition 14.6.4. Sei n > 1 und sei M C R? eine n-dimensionale Unter-
mannigfaltigkeit der Klasse CP. Eine Teilmenge G' C M heif3t glatt berandet,
wenn es fiir jeden Punkt € 0G (hier wird der Rand in M genommen, nicht
in RY) eine Einbettung v : Q — M der Klasse CP gibt, sodass gilt: z € W fiir
W = ~(£2), und

o fallsn >2:y(H"NQ)=GNW,

o fallsn=1:Fiire=+1lodere=—-1gilt y(H! NQ) =GnNW.
Wir nennen ein solches v eine G-angepasste Einbettung.
Bemerkung 14.6.5.

(1) Mit der Notation aus Definition 14.6.4:
Beh.: v(0H" N Q) = 0GNW (bzw. OHL fiir n = 1).

[ Sein > 2.

Wir zeigen beide Inklusionen. Sei p € 0H™NQ und x := y(p) €
M. Sei U eine beliebige offene Umgebung von x in M. Dann
ist V :=~y71(U) eine offene Umgebung von p in Q. Daher gibt
es e >0, sodass a:=p—ce; und b = p+ ey in V sind. Aber
a € H" und b ¢ H". Dann auch v(a),v(b) € U, und wegen
Y(H"N Q) = GNW gilt ferner v(a) € G, v(b) ¢ G. Also
x € 0G und damit y(0H" N Q) C OGN W.

Fiir v(0H" N Q) D 0G N W wendet man das obige Argument
auf die Umkehrabbildung v~ : W — Q an, die ebenfalls stetig
ist (7 ist ein Hom6omorphismus auf sein Bild).

Den Fall n = 1 behandelt man analog,. ]

Aus der Behauptung oben folgt auch, dass jedes x € 9G auch schon in G
ist (Warum?). In anderen Worten, G ist eine abgeschlossene Teilmenge
von M.

(2) Fiir n > 2 gibt es einen orientierungsumkehrenden Diffeomorphismus
S :R" - R" der H" und 0H,, jeweils auf sich selbst abbildet:

S(x1, 9, ..., xn) = (x1,—T2,...,2,) .

Im Fall n = 1 fehlt uns die Richtung x5, und wir miissen x; nach —x;
schicken. Dies bildet aber H} auf H! ab, und umgekehrt. Das ist der
Grund fiir die Ausnahme bei n = 1 in Definition 14.6.4.
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Zum Beispiel: Sei G = [a,b] C R, und sei s = b—a > 0. Setze Q@ = (—s, s).
Dann sind v : Q@ > Rz —z+bund v, : Q@ > R, 2z — z+a G-
angepasste orientierungstreue Einbettungen. Fiir v4 gilt v (HL N Q) =

G N74(9).
Die Einbettung 7, : Q = R, z — a — z erfiillt 7. (H! N Q) = GN7,(Q),
ist aber nicht orientierungstreu.

Die Beobachtung in (2) benutzt man, um die folgende Behauptung zu
zeigen:

Beh.: Seien M, G wie in Definition 14.6.4. Ist M orientiert, so konnen
die G-angepassten Einbettungen orientierungstreu gewéahlt werden.

(Details?)

Satz 14.6.6. Sei M eine n-dimensionale Untermannigfaltigkeit, n > 1, und
sei G C M eine glatt berandete Menge.

(1)
(i)

Falls 0G # 0, so ist G eine Untermannigfaltigkeit der Dimension n—1.

Ist M orientiert, so induziert die Orientierung von M eine Orientierung
auf 0G.

Beweis.

(i)

Nach Satz 13.2.8 geniigt es, einen Atlas aus Einbettungen fiir G zu
finden.

Sei z € 0G. Per Definition gibt es eine G angepasste Einbettung ~, :
Qp — M mit © € ~,(€,). Setze Q, = i1(Q,) ¢ R*! Dann ist
auch die Komposition 7, := 7, 07 : Q, — M eine Einbettung. Nach
Bemerkung 14.6.5 (1) ist die Spur von %, in G und somit auch z €

Y2 ().
Insgesamt bilden die (9;).cs¢ einen Atlas aus Einbettungen.

Nach Bemerkung 14.6.5 (3) kénnen wir annehmen, dass alle ~,, die wir
in Teil (i) verwendet haben, orientierungstreu sind.

m Falls n = 1: Es gilt 7, (G) = Q, N H! fiir ein € = +. Das Vorzeichen
¢ ist unabhéngig von der Wahl der orientierungstreuen Einbettung -,
(Warum? Hinweis: Angenommen, es gibe eine p, mit 7, (G) = Q, N
H?_, welches Vorzeichen hat der Kartenwechsel im Punkt 0 € H:i N
H'?). Wir definieren die Orientierung von z als —¢.

m Falls n > 2, so definieren wir eine Orientierung von 0G mittels Lem-

ma 14.5.12:
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Seien x,y € AG, sodass Uy = 7,() N3, (Q,) # 0, und wie in Bemer-
kung 14.4.2 (2) sei

Toy i Qg — ny

der resultierende Diffeomorphismus.
Beh.: Fiir alle p € Qxy gilt det dTmy (p) > 0.

[ Sei Tyyy = 2y — Qy, der entsprechende Kartenwechsel fiir die
Einbettungen +,, v,. Per Annahme sind +,, 7, orientierungs-
treu. Somit gilt det d75,(p) > 0.

Es gilt 1o, (H"NY,) = H"NQ,,. Fir z € Q,, mit x; <0 gilt
also auch (T3, (z)); < 0. Es folgt, dass fiir alle p € 0H" N,

Da T}, Punkte aus 0H" wieder auf 0H™ abbildet, folgt ferner,
dass 0;(Tyy)1(p) = 0 fir ¢ = 2,...,n. Die Matrix von dT,,(p)
hat somit die Form

O (Tu)i(p) |- 0 -

[dey(p)] = * [dTmy(p)]
(Warum steht da die Matrix [d1,(p)]?) @
Nun gilt det(dTy,(p)) = 01(Tuy)1(p) -det(d’fwy(p)), und wegen
(*) und det(dT,,(p)) > 0 gilt somit det(d1},(p)) > 0. |

Lemma 14.5.12 gibt uns nun eine eindeutige Orientierung auf G, so-
dass der Atlas (9.).coc orientierungstreu ist. O

Satz 14.6.7. (Satz von Stokes)
Sein > 1 und M C R? eine n-dimensionale orientierte Untermannigfaltigkeit
der Klasse C?. Sei G C M glatt berandet und kompakt. Sei w eine C'-(n—1)-

Form auf M. Dann gilt
/ dw = / w .
a oG

m Wir brauchen hier C2-Untermannigfaltigkeiten, weil wir Lemma 14.6.3 auf
nach R" zuriickgezogene Formen anwenden wollen. Da in der Definition der
zuriickgezogenen Form die Ableitung der Einbettung vorkommt, gilt: soll die
zuriickgezogene Form C! sein, muss die Einbettung C? sein. Fiir G bedeutet
»elatt beradet” dann entsprechend, dass die G-angepassten Einbettungen C?
sind.
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Beweis. Sei x € G beliebig. Wihle eine orientierungstreue Einbettung +, :
Q, — M, sodass x in der Spur W, = 7,(€2,) enthalten ist, und sodass gilt:

o falls x € COT', so ist W, C G, und
e falls x € 0G, so ist 7, eine G-angepasste Einbettung.

Die W, bilden eine offene Uberdeckung von G. Da G kompakt ist, gibt es eine
endliche Teilitberdeckung W, ..., W, von G. Zusammen mit der Menge

Im

M \ G bildet dies eine offene Uberdeckung O von M:
= {Wy,..., W, .M\ G}

Sei (€;);en eine glatte, lokal endliche und O untergeordnete Zerlegung der
Eins. Die Nummerierung sei so gewéhlt, dass

supp(e;) C W,, fir i=1,...,m supp(e;) C M\ G fir i>m .

(Warum geht das? Hinweis: Dass man auf G nur endlich viele &; benétigt,
folgt daraus, dass G kompakt ist (siche den Beweis von Satz 13.5.2). Dass man
pro W, nur ein ¢; benétigt, ist erstmal falsch. Aber man kann nachtréglich die
x; einfach mehrfach zédhlen, d.h. dass in x;, ¢ = 1, ..., m ein Punkt mehrfach
vorkommen kann. Dies ist nur ein Notations-Trick, um Doppelindizes wie in
supp(e,) C W, . zu vermeiden.)

Ti(a)
Per Konstruktion gilt fir jedes z € G, dass > €;(x) = 1 (auf G brau-

chen wir die g; mit ¢ > m nicht). Es folgt, dass auf G (aber nicht auf ganz

M) gilt:
- S = S

Fiir die duflere Ableitung gilt ebenfalls supp(d(e;w)) C W,,. Der Beweis ist
fertig, wenn wir zeigen konnen:

Beh.: Firi=1,...,mgilt [,d(s;w) = [, ,eiw

[ Angenommen, z; ¢ 0G. Da supp(e,w) C W, berechnen wir mit
der Einbettung .., dass

Yz,
/d(siw) Bem. 145,13 (2) / d(e) Def.g.m/ ) d(ew)
G Qu,
_ / 2 d(ew) Satz14.2.8 / A ew) Lem 1163

Da g;w = 0 auf G, gilt auch [, &;w = 0.
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Angenommen, z; € 0G und n > 2. Wie oben berechnet man

/Gd(siw) = /nd('y;ieiw) (*)

Fiir das Randintegral betrachten wir die Einbettung 5 := 7,, 0t :
Q — M, mit Q = :71(Q,,) € R*'. Die Spur von 7 liegt in 0G
und enthélt den Tréger von ¢; w|spg (Warum?). Es gilt @

/acf"“’ -/ = /gﬂ*@iw) = / ACHC®)

= [ i) = [ e (e

OH™

Nach Lemma 14.6.3 sind die rechten Seiten von (x) und (%)
gleich.

Den verbleibende Fall z; € 0G und n = 1 behandelt man analog.

(Details?) | O @
Beispiel 14.6.8.

(1) n =1: Sei 0 < @ < bund sei M C R offenes mit G := [a,b] C M.
Dann ist M eine 1-dimensionale Untermannigfaltigkeit von R und G C R
glatt berandet und kompakt. Sei w € A°(M) stetig differenzierbar, also
w : M — R eine C'-Funktion. Der Satz von Stokes sagt [, dw = [, w.
Setzt man die Definitionen ein, erhélt man (sieche Bemerkung 14.5.13 (4)
fir das 0-dimensionale Integral):

b
/ %w(w)dm = w(b) —w(a) .

(Wo kommt das Minuszeichen auf der rechten Seite her?) Dies ist gerade @
der Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung (Satz 7.4.5).

Sei nun M = (=3,-1) U (1,3) € R und sei G = [-2,—-1) U (1,2) =
[—2,2]N M. Der Rand vom G in M ist 0G = {—2,2}. Wihle w € A°(M)

als
_J0 sre(=3,-1)
wz) = {1 ;x € (1,3)

Dies ist eine C'-Funktion auf M (sogar C*°). Dann

/de:/Gozo und [)GW:W(Q)—W(—z) - 1.
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(Warum ist das kein Widerspruch zum Satz von Stokes? Hinweis: M ist @

nicht zusammenhéngend, aber das ist ja auch gar nicht gefordert. Gehen
Sie die einzelnen Voraussetzungen durch. Welche ist verletzt?)

n = 2 Sei M = R? und sei G C M glatt berandet und kompakt.
Betrachte w = zdy € A'(R?). Dann dw = dz A dy und der Satz von

Stokes sagt
/ w = /dw = /1d(:c,y) = \(G) .
oG a a

Das 2-Volumen von G kann hier also als ein 1-dimensionales Integral
iiber seinen Rand berechnet werden.

Wir schauen uns dies in einem konkreten Beispiel an. Sei G = {z €
R?*||z| < r} fiir » > 0 die abgeschlossene Kreisscheibe von Radius
r. Nach Beispiel 12.2.4 ist A\o(G) = 7r%. Um das Randintegral zu be-
rechnen, verwenden wir die Einbettung v : (—m,7) — 0G, die durch
Polarkoordinaten gegeben ist, y(¢) := Pa(r,¢) = (rcose,rsinp). Die
zuriickgezogenen 1-Form ~*w ist

Yw = v -dy = r*(cosp)’dy .

Die Spur y( (—m, 7) ) unterscheidet sich von 0G nur um eine 1-Nullmenge,
und wir kénnen berechnen:

/ w = / Y'w = 7“2/ (cosp)?dp = mr? .
oG -7 -7
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