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Vollstiandige Theorien

Definition 1.1

Eine L-Theorie T wird als vollstandig bezeichnet, wenn fiir jede
L-Aussage ¢ entweder T E ¢ oder T £—¢ gilt.
Sei M eine L-Struktur, dann ist

Th(M) = {¢ : ¢ ist ein L-Aussage und M ¢}

eine vollstdndige Theorie.
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Vollstiandige Theorien

Proposition 1.2

Sei T eine L£-Theorie mit unendlichen Modellen. Ist k¥ eine unendliche
Kardinalzahl und « > |£|, dann gibt es ein Modell von T der
Kardinalitat «.
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Vollstiandige Theorien

Bewelis.

Sei L' = L U{c, : @ < x}, wobei jedes c, ein neues Konstantensymbol
ist, und sei T" = T U {cy # cg: a, f < x,a # B} eine L*-Theorie.

Wenn ein Modell M ¢ T, dann ist M eindeutig ein Modell von T mit
Kardinalitdt mindestens k. Somit reicht es geméafs Theorem 2.1.11 aus
zu zeigen, dass T" endlich erfiillbar ist.

Aber wenn A C T endlich ist, dann gilt

ACTUf{cq #cg:a#B,a,p € I}, wobei I eine endliche Teilmenge von x
ist.

Sei M ein unendliches Modell von T. Wir kénnen die Symbole

{ca : a € I} als |I| verschiedene Elemente von M interpretieren. Da

ME A.ist T* endlich erfiillbar. O
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Vollstiandige Theorien

Definition 1.3

Sei k eine unendliche Kardinalzahl und sei T eine Theorie mit
Modellen der Grofse k. Wir sagen, dass T k-kategorisch ist, wenn zwei
beliebige Modelle von T der Kardinalitdt x isomorph sind.
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Vollstiandige Theorien

Definition 1.4

ACF,, ist die Theorie algebraisch abgeschlossener Koérper der
Charakteristik p, wobei p entweder 0 oder eine Primzahl ist.
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Vollstiandige Theorien

Proposition 1.5

ACF,, ist x-kategorisch fiir alle {iberabzdhlbaren Kardinalzahlen x.

Bewelis.

Zwei algebraisch abgeschlossene Korper sind genau dann isomorph,
wenn sie die gleiche Charakteristik und den gleichen
Transzendenzgrad haben. Ein algebraisch abgeschlossener Korper mit
Transzendenzgrad A hat die Kardinalitdt A + No.

Wenn k > Ny ist, so hat ein algebraisch abgeschlossener Korper der
Kardinalitdt x auch den Transzendenzgrad «. Somit sind zwei beliebige
algebraisch abgeschlossene Korper mit derselben Charakteristik und
derselben tiberzdhlbaren Kardinalitidt isomorph. O

y
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Vollstiandige Theorien

Wir geben zwei einfache Beispiele:

1) Sei L die leere Sprache. Dann ist die Theorie einer unendlichen
Menge x-kategorisch fiir alle Kardinalzahlen x.

2) Sei L = {E}, wobei E eine binire Relation ist und sei T die
Theorie einer Aquivalenzrelation mit genau zwei Klassen, die
beide unendlich sind. Es ist leicht zu sehen, dass je zwei beliebige
abzahlbare Modelle von T isomorph sind. Andererseits ist T nicht
k-kategorisch fiir x > Np. Um dies zu sehen, sei My ein Modell, in
dem beide Klassen die Kardinalitit x haben, und sei M; ein
Modell, in dem eine Klasse die Kardinalitit x und die andere die
Kardinalitdt 8o hat. Es ist klar, dass Mp und M nicht isomorph
sind.
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Vollstiandige Theorien

Satz 1.6 (Vaught-Test)

Sei T eine erfiillbare Theorie ohne endliche Modelle, die fiir eine
unendliche Kardinalzahl x > |£| k-kategorisch ist. Dann ist T
vollstandig.

Bewelis.

Angenommen, T ist nicht vollstdndig. Dann gibt es eine Aussage ¢,
sodass T ¥ ¢ und T ¥—¢. Da T ¥ ¢ fiir eine Aussage ¢ genau dann gilt,
wenn T U {—} erfiillbar ist, sind die Theorien Tp = T U {¢} und

T1 = T U {—¢} ertiillbar. Da T keine endlichen Modelle hat, besitzen
sowohl Ty als auch T7 unendliche Modelle.

Nach Proposition 1.2 konnen wir Modelle My und M; der Kardinalitat
k mit M; £ T; finden. Da Mp und M hinsichtlich ¢ nicht
tibereinstimmen, sind sie nicht elementar dquivalent und daher gemafs
Theorem 1.1.10 nicht isomorph. Da T x-kategorisch, ist dies ein
Widerspruch. O
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Vollstiandige Theorien

Definition 1.7

Wir sagen, dass eine L-Theorie T entscheidbar ist, wenn es einen
Algorithmus gibt, der fiir eine £-Aussage ¢ entscheidet, ob T & ¢.
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Vollstiandige Theorien

Lemma 1.8

Sei T eine rekursiv vollstandige erfiillbare Theorie in einer rekursiven
Sprache L. Dann ist T entscheidbar.
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Vollstiandige Theorien

Beweis.
Da T erfiillbar ist, sind A = {¢ : T £ ¢} und B = {¢ : T £~} disjunkt. Da
T konsistent ist, ist A U B die Menge aller £-Aussagen. Nach dem
Vollstandigkeitssatzist A & {¢p: T+ ¢} und B © {¢ : T —¢p}. Nach
Proposition 2.1.1 sind A und B rekursiv abzédhlbar. Aber jede rekursiv
abzdhlbare Menge mit einem rekursiv abzdhlbaren Komplement ist
rekursiv. O

y

Informell: Um zu entscheiden, ob ¢ eine logische Konsequenz einer
vollstindigen erfiillbaren rekursiven Theorie T ist, beginnen wir mit
der Suche nach moglichen Beweisen aus T, bis wir entweder einen
Beweis fiir ¢ oder einen Beweis fiir —¢ finden. Da T erfiillbar ist,
werden wir nicht beide Beweise finden. Da T vollstindig ist, werden
wir letztendlich einen Beweis fiir das eine oder das andere finden.
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Vollstiandige Theorien

Korollar 1.9

Fiir p = 0 oder p Primzahl, ist ACF, entscheidbar. Insbesondere ist
Th(C), die Theorie erster Ordnung des Korpers der komplexen Zahlen,
entscheidbar.
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Vollstiandige Theorien

Korollar 1.10

Sei ¢ eine Aussage in der Sprache der Ringe. Die folgenden Aussagen
sind dquivalent.

i) ¢ ist in den komplexen Zahlen wahr.

ii) ¢ ist in jedem algebraisch abgeschlossenen Korper der
Charakteristik Null wahr.

iii) ¢ ist in einem algebraisch abgeschlossenen Korper der
Charakteristik Null wahr.

iv) Es gibt beliebig grofse Primzahlen p, sodass ¢ in einem algebraisch
abgeschlossenen Korper der Charakteristik p wahr ist.

v) Es gibt ein m, sodass ¢ fiir alle p > m in allen algebraisch
abgeschlossenen Korpern der Charakteristik p wahr ist.
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Vollstiandige Theorien

Beweis.

Die Aquivalenz von i) - iii) ist lediglich die Vollstindigkeit von ACF
und v) = iv) ist offensichtlich.

Fiir ii) = v) nehmen wir an, dass ACFj £ ¢. Nach Lemma 2.1.14 gibt es
ein endliches A C ACFy, sodass A E ¢p. Wenn wir also p grofs genug
wihlen, dann gilt ACF,, £ A. Somit gilt ACF), k ¢ fiir alle ausreichend
grofsen Primzahlen p. Fiir iv) = ii) nehmen wir an, dass ACFy ¥ ¢. Da
ACFj vollstandig ist, gilt ACFy £—¢. Nach der obigen Argumentation
gilt ACF, =@ fiir ausreichend grofSe p; somit wire iv) falsch, was zu

einem Widerspruch fiihrt. O

y
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Aufwarts und Abwarts

Definition 2.1

Wenn M und N L-Strukturen sind, dann wird eine £-Einbettung
j : M — N als elementare Einbettung bezeichnet, wenn

ME ¢, ...,a,) = N E ¢(j(@),...,jan))

fur alle £-Formeln ¢(vy, ..., v,) und alle ay, ..., a, € M gilt. Wenn M eine
Unterstruktur von N ist, sagen wir, dass es sich um eine elementare
Unterstruktur handelt und schreiben M < N, wenn die
Inklusionsabbildung elementar ist. Wir sagen auch, dass N eine
elementare Erweiterung von M ist.

Beispiel

Isomorphismen sind elementare Abbildungen.
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Aufwarts und Abwarts

Definition 2.2

Angenommen, M ist eine L-Struktur. Sei L die Sprache, in der wir
zu L fiir jedes Element von M Konstantensymbole m hinzufiigen. Das
atomare Diagramm von M ist

{o(my,..,my) : ¢ ist entweder eine atomare

L -Formel oder die Negation einer atomaren L-Formel und

M E ¢(my, .., my)}.

Das elementare Diagramm von M ist

{p(my, ..., my) : ME ¢p(my, ..., my), P ist L-Formel].

Wir bezeichnen Diag(M) und Diag,;(M) als das atomare bzw.
elementare Diagramm von M.

Lisa Friedl 19.9.2025




Aufwarts und Abwarts

i) Angenommen, N ist eine Lj;-Struktur und N k Diag(M); dann
gibt es, wenn man N als L-Struktur betrachtet, eine L-Einbettung
von Min N.

ii) Wenn N k Diag, (M), dann gibt es eine elementare Einbettung
von Min N.
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Aufwarts und Abwarts

Bewelis.

i)Seij: M — N, j(m) = m", d.h. j(m) ist die Interpretation des
Konstantenzeichen m in N . Sind m, my verschiedene Elemente von M,
dann ist my # my € Diag(M); somit ist j(mq) # j(m2), sodass j eine
Einbettung ist. Wenn f ein Funktionssymbol von £ ist und

fM(ml, wo.yMy) = my1q, dann ist f(my, ..., my,) = my41 eine Formel in
Diag(M) und fN(j(my), ..., j(my)) = j(m,+1). Wenn R ein Relationssymbol
und m € RM ist, dann ist R(my, ..., m,) € Diag(M) und

(i(m), ..., j(my,)) € RN. Daher ist j eine £L-Einbettung.

ii) Wenn N E Diag, (M), dann ist die obige Abbildung j elementar. O

v
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Aufwarts und Abwarts

Satz 2.4 (Aufsteigender Lowenheim-Skolem-Satz)

Sei M eine unendliche £-Struktur und x eine unendliche Kardinalzahl
mit x > | M| + |L]. Dann gibt es eine £-Struktur N der Kardinalitat «
und die Abbildung j : M — N ist elementar.

Da Mk Diag.;(M), ist Diag.;(M) erfiillbar. Nach Satz 2.1.11 gibt es
N E Diag,(M) mit der Kardinalitédt x. Nach Lemma 2.3 gibt es eine
elementare Abbildungj: M — N. O
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Aufwarts und Abwarts

Proposition 2.5 (Tarski-Vaught Test)

Angenommen, M ist eine Unterstruktur von N. Dann ist M genau
dann eine elementare Unterstruktur, wenn fiir jede Formel ¢(v, @) und
a € M gilt: Wenn es b € N gibt, sodass N E ¢(b, a) ist, dann gibt es

c € M, sodass N E ¢(c,a).
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Aufwarts und Abwarts

Beweis

Wenn N eine elementare Erweiterung von M ist, ist die Bedingung
offensichtlich wahr. Um das Umgekehrte zu beweisen, miissen wir
zeigen, dass fiir alle 2 € M und alle £-Formeln 1(a) gilt

ME @) = N E §(@).

Wir beweisen dies durch Induktion iiber den Formelaufbau.

In Proposition 1.1.8 haben wir gezeigt, dass, wenn ¢(0) quantorenfrei
ist, dann M k ¢(a) genau dann, wenn N k ¢(a). Somit gilt die
Behauptung fiir alle atomaren Formeln.

Wenn die Behauptung fiir ¢ gilt, dann

ME -Y@) &= MEP@a) — NFEV@a) = NE -¢@a@).

Lisa Friedl 19.9.2025



Aufwarts und Abwarts

Beweis.

Ahnlich, wenn die Behauptung fiir » und 0 gilt, dann

ME @WA0)a) & ME ¢@) und M [ 6(a)
& N E @) und N E 0(a)
— NE @ AO)@a).

Angenommen, die Behauptung ist fiir (v, @) wahr. Sei a € M. Wenn
M E o (v, d), dann gibt es b € M, sodass M & (b, a). Nach unserer
Induktionsannahme N E ¢(b,a) und somit N £ v (v, d). Wenn
andererseits N £ Jv (v, a) gilt, dann gibt es geméfs unseren
Annahmen ein ¢ € N, sodass N k (c, ). Durch Induktion gilt

ME Y(c,a) und Mk o (v, a). O
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Aufwarts und Abwarts

Skolem-Funktionen

Wir sagen, dass eine L-Theorie T eingebaute Skolem-Funktionen hat,
wenn es fiir alle £-Formeln ¢(v, wy, ..., w;) ein Funktionssymbol f gibt,
sodass T £ Va((dv p(v, w)) — o(f (@), w)). Mit anderen Worten, es gibt
gentigend Funktionssymbole in der Sprache, um alle Existenzaussagen
zu bezeugen.

.
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Aufwarts und Abwarts

Sei T eine L-Theorie. Es gibt L* 2 L und T* O T wobei T" eine
L*-Theorie ist, sodass T* eingebaute Skolem-Funktionen hat, und
wenn M E T, dann konnen wir M zu M* E T* erweitern. Wir kdnnen
L so wihlen, dass | L*| = | L] + No.

Wir nennen T* dann eine Skolemisierung von T.
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Aufwarts und Abwarts

Beweis

Zur Erweiterung von M miissen wir alle Symbole in L\ £
interpretieren, damit M ein Modell von T ist. Wir bauen eine Folge von
Sprachen L = Ly € Ly C ...und L;-Theorien T;, mit T =Ty € T7 C ...
Gegeben sei L, dann sei L1 = LU {fs : ¢p(v, wy, ..., wy) eine L;
-Formel, n = 1,2, ...} wobei fq> ein n-stelliges Funktionssymbol ist. Fiir
die L;-Formel ¢(v, @) sei 1 die Aussage

v ((Fo ¢(v, @) — P(f,(@), @)
und sei Tiy1 = T; U {Yy : ¢ eine L;-Formel}.
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Aufwarts und Abwarts

Beweis.

Behauptung: Wenn M k T;, dann kdnnen wir die Funktionssymbole
von L;11\L; so interpretieren, dass M E Tj,;. Sei c ein festes Element
von M. Wenn ¢(v, wy, ..., wy,) eine L;-Formel ist, finden wir eine
Funktion g : M" — M, sodass wenn a € M" und

Xa={beM: Mk ¢(@b,a)} #0,dann ist g(@) € Xz, und wenn X; =0,
dann ist g(a@) = c (c beliebig). Wenn also M £ Jv¢(v,a), dann

M E ¢(g(a), a). Wenn wir f,, als ¢ interpretieren, gilt M F . Sei

L = Liund T* = J T;. Wenn ¢(v, @) eine L*-Formel ist, dann gilt

¢ € L; fiir ein bestimmtes i und ¢y, € T;y1 C T7, sodass T* tiber
integrierte Skolem-Funktionen verfiigt. Durch Wiederholung dieser
Aussage sehen wir, dass wir fiir jedes M E T die Symbole von £L*\ L so
interpretieren konnen, dass M k T* gilt. Da wir fiir jede L;-Formel ein
Funktionssymbol zu £;;; hinzugefiigt haben, gilt | L;1| = | L] + No,
sodass L* die gewtinschte Kardinalitdt hat. O

V.
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Aufwarts und Abwarts

Satz 2.7 (Lowenheim-Skolem-Satz)

Angenommen, M ist eine L-Struktur und X € M, dann gibt es ein
elementares Untermodell N von M, sodass X € N und
IN| < |X] + | L] + No.

Beweis

Nach Lemma 2.6 konnen wir annehmen, dass Th(M) tiber integrierte
Skolem-Funktionen verfiigt. Sei nun X, = X. Fiir gegebenes X; sei
Xiy1 = X; U {fM(c‘z) : f ein n-stelliges Funktionssymbol, a € X! und
n=1,2,..}.Sei N = | X;, dann gilt N| < [X] + [ L] + No.

Lisa Friedl 19.9.2025



Aufwarts und Abwarts

Beweis.

Wenn f ein n-stelliges Funktionssymbol von £ ist und 2 € N", dann gilt
a € X! fir ein bestimmtes 7 und fM(@) € Xiz1 € N. Damit ist

fMIN : N — N. Somit kénnen wir f als fV = fM|N" interpretieren.

Fiir ein n-stelliges Relationssymbol R ist, sei RV = RM N N, Wenn c ein
Konstantensymbol von L ist, gibt es eine Skolem-Funktion f € L,
sodass f(x) = cM fiir alle x € M gilt (zum Beispiel ist f die
Skolem-Funktion fiir die Formel v = c). Somit ist cM € N. Sei ¢V = M.
Dadurch wird N zu einer L-Struktur N, die eine Unterstruktur von M
ist.

Wenn ¢ (v, @) eine beliebige L-Formel ist, 4,0 € M und M & ¢(b, 7),
dann gilt M k ¢(f(a), a) fiir ein Funktionssymbol f von L.
Konstruktionsbedingt ist f*(@) € N. Somit gilt gemaf Satz 2.5

N <M. O
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Aufwarts und Abwarts

Definition 2.8

Eine universelle Aussage ist eine Aussage der Form Yo¢(0), wobei ¢
quantorenfrei ist. Wir sagen, dass eine L-Theorie T eine universelle
Axiomatisierung hat, wenn es eine Menge universeller £-Aussagen I
gibt, sodass M £ I' genau dann gilt, wenn M k T fiir alle £-Strukturen

M gilt.
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Aufwarts und Abwarts

Eine L-Theorie T hat genau dann eine universelle Axiomatisierung,
wenn Mk T und N eine Unterstruktur von M ist, dann gilt N £ T
Mit anderen Worten: Eine Theorie bleibt unter einer Unterstruktur
genau dann erhalten, wenn sie eine universelle Axiomatisierung hat.

Beweis

| A

Sei N € M. In Satz 1.1.8 haben wir gezeigt, dass, wenn ¢(7) eine
quantorenfreie Formel ist und 2 € N, dann N £ ¢(4) genau dann, wenn
ME ¢(@). Wenn also M E Yo¢p(9), dann gilt dies auch fir N.
Angenommen, T bleibt unter Unterstrukturen erhalten. SeiI' = {¢ : ¢
ist universell und T ¢ ¢}. Es ist klar, dass, wenn N £ T, dann auch

N e T'. Fiir die andere Richtung nehmen wir an, dass NV £ I'. Wir
behaupten, dass N E T.
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Aufwarts und Abwarts

Bewelis.

Behauptung: T U Diag(N) ist erftillbar. Angenommen, dies ist nicht der
Fall. Dann gibt es geméfs des Kompaktheitssatzes ein endliches

A € Diag(N), sodass T U A nicht erfiillbar ist. Sei A = {i1, ..., ,}. Seien
¢ die neuen Konstanten aus N, die in ¢, ..., ¥, verwendet werden, und
sei ; = ¢;(C), wobei ¢; eine quantorenfreie £-Formel ist. Da die
Konstanten in ¢ nicht in T vorkommen, wenn T U {dv A\ ¢;(D)} ein
Modell hat, dann ware T U A erfiillbar.

Somit gilt T £ V0 \/—¢;(?). Da die letztere Formel universell ist, gilt

Vo \/—;(D) € I', was im Widerspruch zu N kI steht.

Nach Lemma 2.3 gibt es M £ T mit M 2 N. Da T unter der
Unterstruktur erhalten bleibt, gilt N £ T und I ist eine universelle
Axiomatisierung von T. O
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Aufwarts und Abwarts

Definition 2.10

Angenommen (I, <) ist eine lineare Ordnung. Sei M, eine L-Struktur
fiir i € I. Wir sagen, dass (M, : i € I) eine Kette von L-Strukturen ist,
wenn M; C M; fiir i < gilt.

Wenn M; < M; fiir i < j ist, nennen wir (M; : i € I) eine elementare
Kette.
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Aufwarts und Abwarts

Wenn (M; : i € I) eine nicht leere Kette von Strukturen ist, dann konnen
wir M = [J;¢; M;, die Vereinigung der Kette, wie folgt definieren.

Die Tragermenge von M ist M = | J;¢; M;. Wenn ¢ eine Konstante in der
Sprache ist, dann ist Mi = M fiir alle i, j €1, also M= M
Angenommen, 4 € M. Da I linear geordnet ist, konnen wir i € I finden,
sodass 7 € M;. Wenn f ein Funktionssymbol von List und i < j, dann ist
fMi@) = fM(@). Somit st fM = (e fM eine wohldefinierte Funktion.
Ahnlich gilt: Wenn R ein Relationssymbol von £ ist und i < j, dann gilt
i € RM genau dann, wenn @ € RMi. Sei RM = J,.; RM:. Nun ist leicht
zu sehen, dass M; C M fiir allei € I gilt.
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Aufwarts und Abwarts

Proposition 2.11

Angenommen (I, <) ist eine lineare Ordnung und (M; : i € ]) ist eine
elementare Kette. Dann ist M = [ J;¢; M; eine elementare Erweiterung
von jedem M;.
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Aufwarts und Abwarts

Beweis.

Wir beweisen durch Induktion iiber Formelaufbau, dass

ME ¢@) —= MiF ¢@)

fiir alle i € I, alle Formeln ¢(?) und alle 2 € M? gilt. Da M; eine
Unterstruktur von M ist, gilt dies gemafs Satz 1.1.8 fiir alle atomaren ¢.
Es ist leicht zu sehen, dass, wenn dies fiir ¢ und ¢ gilt, es auch fiir ¢
und ¢ A 1 zutriftt.

Angenommen, ¢ = Juy(v, @) und die Behauptung gilt fiir ). Wenn

M; & (b,d), dann gilt dies auch fiir M. Wenn also M; £ ¢(a), dann gilt
dies auch fiir M. Wenn andererseits M £ ¢(b,a), gibt es j > i, sodass

b € M gilt. Durch Induktion folgt M; k (b, a), also gilt M; £ ¢(a). Da
M; < M;, erhalten wir M; £ ¢(a), wie gewiinscht. O

y

Lisa Friedl 19.9.2025




Danke fiir eure Aufmerksamkeit

Quellen: David Marker, Model Theory: an Introduction, Springer-Verlag
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