
Löwenheim-Sholem-Sätze

Ben: L= (C , FiR ,
S) ist ein festes Vokabular

.

D: Seien M ,
N -Strukturen

.

Eine L-Einbettung j : Mo N heißt elementar
,

regilt : MEP(a ,, ..., an) ( NF P(j(an) , . . . , j(an))

für alle L-Formen D(V , ...,
Un) und alle an , ...,

An EM.

↳t
.
M eine Substruktu von N

,
so nennen wir M eine elementare Substruktur

von N
,
i
.
Z
.
M Sc

,
wenn die Einbettung MSN elementar ist

.

W heißt auch eine elementare Erweiterung vonM .

# Sei M eine L-Strukten . Dann ist Ly das Vokabular
,
im dem wir zu L

Konstantensymbole Em VmzM hinzufügen .

Das atomare Diagramm von M ist

Diag (1) : = &P m , ..., ma)) Poder 20 atowave L-Formel
,
MFP (m-, . . . ,mal]

Das elementare Diagramm von M ist

Diage (M) =
= [Plime ,

...Mn)/ PL-Formel ,MF¢(m ,, . . . , mal3.



Lemme: i) Sei N eine Ln-Strukteur und NFDiag (M) . Dann ex
,

eine

L-Einbettung von M nach N
,
wobei man N dabei als L-Struktur betrachtet

,

ii) Gilt NF Diag M) ,
so gibt es eine elementare Embetting MXN

Bew:

i) j : M
- N

, jou)
= mu

↑ ( , y) = ( + y) ,
men m + m2 in M

= (m <m) Diag (M)
C. Einbettung

· e = M
= m für ein meM

p(x) = (c =1) = ¢ (m) Diag (M)
= W = c = j(m) = j)(my

· Jef und &M(m) = Ma + 1 = f(Im) = <maxyEDiag (M)
= gr(W) = commen (Strell = j(mman)

· VER und in Erm = v(m) <Diag (M)
=> (j(m)) =ww
= j ist eine L-Einbettung .

ii) Gilt W #Diage (M) = j elementar

P(V) (Formel
,

in E M
.
Dann gitt :

· MFP(m) =P)[m)Diage (M) =- NF b) j r))
- NFq(j[m))

. Aug .

UFP(m) = 70)[m) Diages (M)
=> NFTP(j[m)) G



Satz : Löwenheim-Sholem-Theorem nach aber

SeiM eine wendliche L-Struktur und K eine wendliche Kardinalzahl mit

K /MI + 11
.
Dan er. eine L-Struktur N mit IN1 = D und eine elementare

L-Einbettung j : M-N .

Beux:

MFDiagze (M)
= Diager (M) erfüllbar

= Nach Satz 2
.

1
.

11 er. NDiagel (M) mit INIK
.

Obiges komma liefert ein elementare j :-N .



Satz : Tarshi-Vaught-Test
Sei M eine Substruktur vonN .

Dann ist M eine elementare Substruktur

genau dann , wenn für jede Formel P(V ,
w) und jedes M gilt :

= deN : NHolbia) = JceM : NFp( ,a)

&: " bla ,
M(J vo(v ,a) NF Jvq(v ,

a)

#" z
.
z

.

VL-Formeln PlV)
,
alle GM gilt

M(q(a) ( N +P((a)) wt p(a)

Wir machen Induktion über den Formelaufbau .

· Satz 1
.

1
.

8 besagt : MEN =MEP) #NFP(a) für
alle L-Formeln P ,

die keine Quantoren enthalten
.

=> atamara Formeln v

· ↳
,4 erfüllen unsere Beh

.

=> MF + Plat MI P(a) E Nipta) NItal

=> MF(p14)(a) = w + (0-4)(a)

·

Aug .
die Beh

. für d(V ,
J)

- MF7volv ,
a) = -b =MM + P(b ,a) = 7beN N+ 4(b ,a)

=> NFJvb(via) Vor

- NESVP(via) = Eben WHlbia) JeM Nr plca

=> J.MMEP(c) = MF J vP(v ,)



Bei Wir sagen eine L-Theorie T hat eingebaute Sholem-Funktionen
,
wenn

für alle L-Formeln &(v , 5) ein Funktionssymbol Gef er
,
so das gilt :

T( V = ((] vd(v , w)) - q(f(w) , w))

ma: Sei T eina L-Theorie
.

Dann er ein Vokabular L
* CL und eine

#-Theorie T
*Ts . d

.

T
*

eingebaute Stulem- Funktionen besitzt .

↳t M ein Modell von T
,
MFT

,
so können wir M erweitern zu M

*

FT*

Verhören sowählen, daK. .
Be: Wir baren L = LosLe SLS ... und

T -To ETSTzS -
-- wobei Ti eine Li-Theorie

Lim = L
: V99p/pv , T] Li-Formel]

,
wobei Ip ein

n-stelliges Funktionsymbol .
Sei P(v ,

w) eine LiFormel
,
dann ist

↑ p
= Vw((z va(r , w) - P(8p(n) , w)

Ti +1 =T i r{4p1pL i - Formel3
Ba: Falls MFTi

,
dann können wir die Femptionssymbole in

Lit)Li in M interpretieren
,
s
. d

.

MFTi +1 J
* = 44 ,

+* UTi
Per Konstruktion hat T

*

eingebaute Sholem-Tht .
↳ MFT = MFT ; VieN = MFT

*

I* 1 = 121 + 40
,
weil (im) = (Litt No





Satz: Löwenheim-Sholem-Theorem (nach unten

Sei M eine L-Struktur und X &M
.

Dau ex. eine elementare

Substruktur N von M mit XEN und INK(X) + 121 + No.

wi

· Mit dem obigem Lemma können wir annehmen
,
dass Th(M)

eingebaute Sholem-Fht . besitzt.
·

xo= X ,
Xix =Xi V&g(a))fff , Xi]

= Def. N= X :

· Jef
,
EN = EX ; für eini = JM(a) -Xi+SN

ga : = gm ,n

· ver
,

ww um, Na

· (C
.
p(v , x) = (v =c)

- gef , MFfx((7 -d(v , +))= p(f(x) , x))
wi

=> f(x) = cu V + e M

=> MeN = Def . Ni
= cu

Per Def NSM .

· P(v
,
5) (Formel , EN ,

beM
,

Mr Olbia)
=> MF #(f) , ä ) für ein Jef
= gra) =N = 7cN : M + b(c

,
a)

= NSM.



De Eine universelle Aussage ist eine Aussage von
der Form VV PIT)

,

wobei in keine Quantoren vorkommen. Wir sagen eine L-Theorie T

hat eine universelle Axiomatisierung ,
wenn es eine Menge i von

universellen -Aussagen gibt ,
s-d

. für alle L-Strukturen M gilt
:

MET - MFT
.

Sati: Eine L-Theorie T hat eine universelle Axiomatisiering
genau dann ,

wenn für alle Strukturen M mit MFT und

Substruktur N auch NAT gilt.

Ben:

"Satz 1 . 1 .8 = wenn (T) keine Quantoren enthält
,
dann

gilt VeN : Nrp(a) Mrp(a)

=> MFXTP(t) = N + Vvb(t)

=> MET E- MET E NEP ENET

"Aug .

Twind Twird von
Substrukturen erhalten.

↑ = [P) universelle Aurage ,
T # 03

Offensichtlich gilt NFT = NFP
.

Sei NFM Zw
.

NFT
I

T To Diag (N) ist erfüllbar.
Ang . nicht . Dam er

nach dem Kompaktheitssatz eine endl.

Menge 1
= [41

, ...,
4
r35 Diag (N) ,

s
.

& TUA nicht erfüllbar

ist . Seien JEN die neuen Konstanten-Symbole die in den
4 vorkommen

., 4 = Di(E) ,
to ; sind L-Formeln

ohne Quantoren
.

Die T
.

Betr
.

T =TuS5 Pi(x)]
.

Gäbe es ein Modell von

T'
,
so gäbe es auch ein Modell von TVA ,

was nicht der Fall ist



=> TF 1751di(t) = 175) Pi(t) =VVdi(t)
=> V/ Di(x) er
=> Weil WFI würde auch NEXTYP() SMNET
= Mit dem Lemma vom Anfang ,

ex eine Strachten M

mit MFT und WSM

= NF T



De · Sei (1 ,) eine lineare Ordnung .

Seien Mi ,
iE]

,
L-Strukturen

.

Wir sagen (Milic]) ist eine Kette von L-Strukturen
,
wen

MisM j Vicj gilt.
·Gilt M : [M j Vi<j ,

so heißt (MiliE]) eine elementare Kette .

· ht (Mili]) eine nicht lere Kette
,
dann def Wir M := Mi,

die Vereinigung der Kette wie folgt
= Das Universum vonM ist MF Mi .

- ht ceC
,
sogitt Mi =ci Vi , jEF . Setre M = qui

↑

- Sei =M
.

Dann er. icI : EMi
.

ht Jef und icj ,
so gilt

gmi (a) = fmi(a)
=> gr= gri

- Ähnlich erhalten wir für ~R und icj

eumierMi
.

Sei~M = UrMi
icI



Satz
: Sei (1

,
) lineare Ordnung und (Mil it I) eine elementare

Kette
.

Dann ist MF Mi eine elementare Erweiterung von jedem Mi .

Bau Induktion über den Formelaufbau
- Satz

.
1

.
1

.

8 = atomare Formeln V

-Gilt für d ,4 die Beh
.

so auch für 70 , 14.
.

- 0 = 7r4(v, )
,
4)V ,w) erfüllt die Beh., e Mi

- Mi + d(a) = 7b = M i Mit z(b , a) = 7bMM( 4(b, )
=> MF P(a)

- MF4(bä) für einbeMJji : beM j

Mj +4(b ,) = M = F 4(b ,a)

=> MF q(a) = Mi = P()


