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Einleitung

Formalisierbarkeit als erkenntnistheoretisches und
wissenschaftsphilosophisches Problem

Es ist ein Wahn zu glauben, die Geschichte des Erkennens habe mit dem Inhalte der
Wissenschaft ebensowenig zu tun wie die Geschichte etwa des Telephonapparates mit dem
Inhalt der Telephongesprdche: Wenigstens drei Viertel, und vielleicht die Gesamtheit alles
Wissenschaftsinhaltes sind denkhistorisch, psychologisch und denksoziologisch bedingt und
erklirbar. (Ludwik Fleck)!

Motivation der Problemstellung

Traditionell wird die Mathematik als Ausnahmedisziplin unter den Wissenschaften be-
trachtet. Fragt man nach den Griinden fiir diese Betrachtungsweise, so lautet die am
stiarksten etablierte Antwort: Weil die Sétze der Mathematik in der Regel streng bewie-
sen werden konnen.

Als modernes Ideal eines rigorosen mathematischen Beweises gilt eine formale Ablei-
tung. Der entsprechende Ableitungsbegriff wird dabei {iblicherweise wie folgt definiert:
Gegeben sei ein formaler Kalkiil, bestehend aus einer formalen mathematischen Spra-
che L,? einer endlichen Menge von korrekten logischen Schlussregeln und einer endlichen
Menge von geeigneten logischen und mathematischen® Axiomen. Eine Ableitung einer
Aussage p aus einer Pramissenmenge A von Aussagen der Sprache L ist eine endliche
Folge von Zeilen, so dass jede Zeile entweder die Instanz eines Axioms, eine Aussage aus
A oder eine mithilfe der Schlussregeln aus vorangegangenen Zeilen gewonnene Aussage

der Sprache L enthilt, und in deren letzter Zeile die Aussage p auftritt.*

139, S. 32].

2In der Mathematik ist die Sprache L in der Regel eine pridikatenlogische Sprache erster Stufe, sie be-
steht also aus Termen, Ausdriicken fiir Relationen zwischen Termen (insbesondere fiir deren Gleichheit),
Booleschen Operatoren und Quantoren.

3Dabei handelt es sich klassischerweise um Axiome der Mengenlehre.

4Vgl. etwa Benson Mates’ Elementare Logik [91, S. 150 {.]. Die Einschrankung auf symbolische Logiken
(also solche, die herkémmliche formale Sprachen haben) ist dabei nicht zwingend notwendig, da es
z.B. auch formale diagrammatische Beweiskalkiile wie Venn-Diagramme in der Mengenlehre, Peirce-
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Der Mathematiker und Mathematikphilosoph Jody Azzouni formuliert den Zusam-
menhang zwischen dem epistemischen Status mathematischer Satze und formalen Ablei-

tungen® wie folgt:

,The default position for establishment thinkers is that, in some sense, ma-
thematical proofs [.. .| get their rationale from the mathematician’s access to
[mechanically recognizable| derivations [that can be constructed on the basis
of (one or another) formal logic]. Those thinking of mathematical proof this
way see the unique epistemic qualities of mathematical knowledge as pretty

straightforwardly resulting from (implicit) reliance on such derivations.“

Die tatséchliche Entwicklung der formalisierten Mathematik hat nun friih gezeigt, dass
sich ein Grofteil der als giiltig anerkannten mathematischen Sétze formallogisch zumin-
dest nicht auf unmittelbar und intuitiv evidente Axiome griinden lasst. So stellt Kurt
Godel im Zusammenhang mit Russells und Whiteheads Principia Mathematica [128]
Folgendes fest:

,»Es hat sich herausgestellt, daft (unter der Annahme, daf die moderne Mathe-
matik konsistent ist) die Losung gewisser arithmetischer Probleme den Ge-
brauch von Annahmen erfordert, die wesentlich iiber die Arithmetik hinaus-
gehen, d.h. den Bereich jener Art von elementarer, unbestreitbarer Evidenz
[...] Vielleicht sind auch die scheinbar uniiberwindlichen Schwierigkeiten, die
einige andere mathematische Probleme fiir einige Jahre dargestellt haben, der
Tatsache geschuldet, dass die notwendigen Axiome noch nicht gefunden wor-
den sind. Natiirlich kann die Mathematik unter diesen Umsténden ein gut
Teil ihrer ‘absoluten Gewissheit’ verlieren; doch ist dies unter dem Einfluft

der modernen Grundlagenkrise bereits im grofen Ausmaf geschehen.“”

Dennoch scheint die prinzipielle Moglichkeit, mathematische Theoreme in obigem Sin-
ne aus Préamissen formal abzuleiten, mathematischem Wissen einen Grad an Sicherheit
und Absolutheit zu verleihen, der fiir jede andere Wissenschaft, insbesondere fiir die

Naturwissenschaften, unerreichbar ist. Insbesondere wird mathmematisches Wissen als

Diagramme in der Aussagenlogik oder Knotendiagramme in der Knotentheorie gibt, die aber nur in
speziellen Bereichen der Mathematik Anwendung finden. Die Unterscheidung zwischen symbolischen
und diagrammatischen Kalkiilen spielt in der vorliegenden Arbeit in der Regel keine Rolle. Ich verwende
im Folgenden den Ausdruck ,formale Ableitung* standardméfig im Sinne des gebréduchlicheren, engeren
Begriffs der symbolischen formalen Ableitung, und kennzeichne Stellen, an denen ,formale Ableitung*
im Sinne einer diagrammatischen Logik verwenden wird, explizit.

SHier und im Folgenden verwende ich ,formaler Beweis® und ,formale Ableitung® synonym.

5[5, S. 118].

|44, S. VII £].
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Paradigma im Sinne einer klassischen philosophischen Wissensdefinition angesehen. So
findet man in einfilhrenden Texten zur analytischen Erkenntnistheorie hdufig Aussagen

der folgenden Art:

s - -] mathematisches Wissen [gilt] geradezu als Musterbeispiel fir Wissen
schlechthin. Wenn es in diesem Bereich kein Wissen gibt, dann kann es iiber-

haupt kein Wissen geben.“

Naiv betrachtet ist es also naheliegend, eine Erkenntnistheorie der Mathematik auf das
Konzept des formalen Beweises aufzubauen.

Dieser erste Enthusiasmus wird allerdings rasch geschmélert. Ein Blick in die tatséch-
liche mathematische Forschungspraxis fiihrt zu der Beobachtung, dass praktizierende
Mathematiker so gut wie nie mit formalen Beweisen arbeiten. Bereits bei Bourbaki, ei-
ner Gruppe von Mathematikern, die in den 60er Jahren des zwanzigsten Jahrhunderts

arbeiteten, findet man:

,But formalized mathematics cannot in practice be written down in full, and
therefore we must have confidence in what might be called the common sense
of the mathematician [. .. | We shall therefore very quickly abandon formalized

mathematics.“?

Die Behauptung, dass formale Beweise fiir mathematische Erkenntnis dennoch relevant
sind, liefse sich unter der Annahme plausibel machen, dass ein akzeptabler informeller
mathematischer Beweis stets im Prinzip formalisierbar sein sollte. In erster Naherung
mag man dabei ,formalisierbar” im Sinne von ,in eine formale Ableitung tiberfithrbar*
verstehen, z. B. durch explizite Ausarbeitung impliziter Beweisschritte. Unter geeigneten
Bedingungen, so wiirde man annehmen, sind Mathematiker dazu in der Lage, aus einem
derart formalisierbaren Beweis tatsédchlich einen konkreten formalen Beweis zu gewinn-
nen. Wie etwa P. H. Nidditch schreibt, scheint aber auch der Riickgriff auf formalisierbare

Beweise im obigen Sinne nicht zum gewiinschten Ziel zu fithren, denn:

»In the whole literatur of mathematics there is not a single valid proof in the
logical sense |[...| Since no mathematician has ever constructed a complete
proof, his reputed capacity for doing so has no better status than an occult

quality.“10

8Dieses Zitat ist etwa dem jiingst erschienenen Buch Einfihrung in die analytische Erkenntnistheorie
von Thomas Grundmann entnommen, [50, S. 125 f.].

°[15, S. 11].

19106, S. 6-7]. Dieses und das vorangegangene Zitat habe ich MacKenzie [82] entnommen.
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In der vorliegenden Arbeit wird die Relevanz formaler und formalisierbarer Beweise
fiir Zuschreibungen beweisbasierten mathematischen Wissens oder beweisbasierter ma-
thematischer Rechtfertigung genauer untersucht. Bei genauerer Betrachtung lésst der
naive Begriff der Formalisierbarkeit, wonach ein mathematischer Beweis als formalisier-
bar bezeichnet wird, wenn er in eine formale Ableitung iiberfithrt werden kann, Raum
fiir verschiedene Spezifikationen. Zu spezifizieren ist dabei, wie gerade bereits angedeutet,
was genau unter ,liberfiihrt werden kénnen“ zu verstehen ist; die Bedeutung von ,formale
Ableitung* im obigen Sinne bleibt dabei im Wesentlichen konstant. Die Bedeutung des
Ausdrucks ,formalisierbarer Beweis* liegt in einem Spektrum zwischen extremen Lesar-
ten. FEine schwache Lesart in diesem Spektrum definiert einen formalisierbaren Beweis als
ein Argument, dessen Konklusion aus seinen Priamissen (unter geeigneter Ubersetzung in
eine formale Sprache) auch formal abgeleitet werden kann. Eine starke Lesart verlangt,
dass ein formalisierbarer Beweis allein durch Ubersetzung der einzelnen, explizit aus-
gefiihrten Beweisschritte in eine formale Ableitung iiberfithrt werden kann. Wie bereits
Bourbakis und Nidditchs Bemerkungen nahe legen, ist eine zu starke Lesart von ,for-
malisierbarer Beweis“ als Grundlage eines Kriteriums fiir epistemische Zuschreibungen!!
in der Mathematik nicht geeignet. Die zentrale Fragestellung, der ich in meiner Arbeit

nachgehe, lautet entsprechend:

Ist eine Konzeption des formalisierbaren Beweises wesentlich fiir das philo-
sophische Verstindnis mathematischen Wissens und mathematischer Recht-

fertigung?

Diese Frage ist deutlich von der Frage, ob die gegebenen informellen Beweise der Ma-
thematik tatséchlich formalisierbar sind, zu unterscheiden. Eine uneingeschrankt positive
Antwort auf Letztere wird etwa von Yehuda Rav in [113] als Hilberts These bezeichnet.
Hilberts These besteht demnach in der Behauptung, dass jeder informelle mathematische
Beweis in eine formale Ableitung {iberfiihrt werden kann, und steht in Zusammenhang
mit dem sogenannten Hilbert-Programm.'? David Hilbert hat dieses Programm zur for-
mallogischen Grundlegung der Mathematik in der endgiiltigen Version im Jahre 1921
formuliert. Es hat sowohl eine Formalisierung der gesamten Mathematik als auch einen

Beweis fiir die Konsistenz der Axiome des verwendeten formalen Systems zum Ziel. Das

"Damit sind Zuschreibungen von Wissen oder Rechtfertigung gemeint.

12yg]. [113, S. 11]. Hilbert selbst hat eine solche These nie explizit vertreten. In der Literatur finden
sich unter der Bezeichnung ,Hilberts These* vielmehr unterschiedliche Varianten der von Rav formu-
lierten These, vgl. etwa Berk [10]. Die Ravs Formulierung entsprechende Variante bezeichnet Berk als
,Leibnizsche These* ([10, S. 17]). Hilberts These entspricht bei Berk die starkere Behauptung, dass sich
jeder informelle mathematische Beweis im Rahmen einer Prédikatenlogik erster Stufe formalisieren lasst
([10, S. 19]). Ich verwende den Ausdruck ,Hilberts These* hier im Sinne von Rav.



Programm scheiterte letztlich an den 1931 bewiesenen Gédelschen Sétzen zur Unvollstan-
digkeit formaler Systeme. Die Wahrheit von Hilberts These ist jedoch nur eine notwendige
Bedingung fiir eine erfolgreiche Durchfithrung des Hilbert-Programmes und durch des-
sen Scheitern noch nicht ausgeschlossen. Sie hdngt vielmehr wieder davon ab, was unter
Liberfiihrt werden konnen® zu verstehen ist. Eine positive Antwort auf meine oben for-
mulierte Forschungsfrage setzt die Wahrheit von Hilberts These — unter einer geeigneten
Spezifikation von jiberfithrt werden kénnen“ — voraus, muss aber dariiber hinausgehen,

da sie auch die erkenntnistheoretische Relevanz der These zu bewerten hat.

Die Antwort, die ich vorschlagen werde, ist positiv. Sie besagt, dass die Eigenschaft der
Formalisierbarkeit, unter einer geeigneten und insbesondere kontextsensitiven Lesart von
Jformalisierbar”, tatsichlich ein Schliissel zum Versténdnis der epistemischen Funktion
informeller mathematischer Beweise ist. Unter dieser speziellen Lesart werden es nicht
mehr Beweise als konkrete sprachliche Argumente, sondern Beweishandlungen sein, die
als formalisierbar bezeichnet werden. Ob eine Beweishandlung formalisierbar ist, wird
wesentlich von den mathematischen Féhigkeiten des beweisenden epistemischen Sub-
jektes abhéngen. Die genauere philosophische Analyse dieser Lesart soll unter anderem
Nidditchs Vorwurf zuriickweisen, dass die Formalisierbarkeit eines informellen Beweises
zwangslaufig an den Besitz ,okkulter Eigenschaften“ durch das beweisfiihrende Subjekt

gebunden sei.

In der traditionellen Philosophie der Mathematik findet die Beschéftigung mit dem
Konzept der Formalisierbarkeit haufig in direktem Zusammenhang mit ontologischen
Fragen beziiglich der Natur mathematischer Objekte und der addquaten Konzeption
mathematischer Wahrheit statt. Man kann sogar stirker sagen, dass die traditionellen
Philosophie der Mathematik gar keine Theorie der mathematischen Erkenntnis, son-
dern eine Theorie der mathematischen Wahrheit und eine Ontologie der mathematischen
Gegenstéinde ist. Insbesondere spielt darin das epistemische Subjekt keine Rolle. Ich
konzentriere mich in der vorliegenden Arbeit auf die erkenntnistheoretische Rolle von
Formalisierbarkeit und verlasse damit den traditionellen Ansatz in zweierlei Hinsicht:
Die Frage danach, unter welchen Bedingungen X weils, dass p, bezieht zum einen das
epistemische Subjekt explizit ein. Diese Frage wird zunéchst im klassisch-platonischen
Sinne von Wissen als wahrer, durch Griinde gerechtfertigter Uberzeugung beantwortet.
Die Forderung, Griinde fiir p zu haben, wird dabei im Sinne des Verfiigens iiber einen
formalisierbaren Beweis expliziert. Zum anderen wird dieses Explikat anschliefsend unter

Berticksichtigung empirischer, ndmlich soziologischer Phénomene der mathematischen
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Praxis interpretiert.!® Ich verzichte im Rahmen dieser Arbeit jedoch, soweit moglich, auf
die Behandlung ontologischer Fragen. Die im letzten Kapitel vorgeschlagenen Kriterien
flir mathematisches Wissen und mathematische Rechtfertigung lassen jedoch Riickschliis-

se auf die Natur mathematischer Beweise zu.

Zur Methode

Die bereits in den 30er Jahren des zwanzigsten Jahrhunderts entstandenen Arbeiten des
eingangs zitierten Ludwik Fleck zur historischen und soziologischen Betrachtungsweise
in der Wissenschaftstheorie haben seinerzeit mafsgeblich Thomas S. Kuhns 1962 erschie-
nenes Werk The Structure of Scientific Revolutions [65] geprigt.'* Dieses Werk hat in
der Geschichte der Wissenschaftstheorie nicht nur eine endgiiltige Abwendung von dem
streng normativen, statischen Ansatz des Wiener Kreises befordert. Mit der Aufnahme
und Weiterentwicklung der wissenssoziologischen Uberlegungen Flecks wendet sich Kuhn
darin in erster Linie explizit gegen Karl Poppers fiir die Wissenschaftstheorie der 30er
Jahre noch revolutionére Logik der Forschung [107]: Wéhrend Popper zwar die Dyna-
mik von Forschungsprozessen beriicksichtigt, wohnt seiner Theorie immer noch das bis
dahin verbreitete, stark normative Bild von Wissenschaftstheorie, und damit ein kaum
soziologisch oder historisch reflektierter wissenschaftstheoretischer Geltungsanspruch in-
ne, dessen Selbstverstédndlichkeit Fleck und spater Kuhn gerade in Frage stellen. Poppers,
Flecks und Kuhns wissenschaftstheoretische Uberlegungen wurden in erster Linie in Be-
zug auf die Naturwissenschaften formuliert und werden auch heute hiufig nur fiir diesen
eingeschriankten Bereich rezipiert. Spétestens Lakatos’ Proofs and Refutations 66| weite-
te den historischen und soziologischen wissenschaftstheoretischen Blick Flecks und Kuhns
jedoch fruchtbar auf die Mathematik aus.

Auch die Frage nach der epistemischen Rolle formalisierbarer Beweise sollte nicht aus-
schlieklich mit zu stark normativen, rein analytischen philosophischen Methoden behan-
delt werden, sondern im Rahmen einer wissenschaftsphilosophisch motivierten und sozio-
logisch reflektierten Philosophie der Mathematik. Die vorliegende Arbeit versteht sich im
Sinne einer solchen Herangehensweise. Sie beruht wesentlich auf der methodologischen
Kerniiberzeugung, dass die mathematische Praxis stérker als bei vielen traditionellen An-
sitzen in der Philosophie der Mathematik in den Fokus der philosophischen Uberlegungen

zu stellen ist. Diese Kerniiberzeugung werde ich im Rahmen einer detaillierten metho-

13Dabei geht es nicht um die Behauptung, die Wahrheit oder Falschheit von p selbst stiinde im
Zusammenhang mit einem epistemischem Subjekt oder sei soziologisch zugénglich.

14yg]. Kuhns AuRerungen zu Flecks Fnstehung und Entwicklung einer wissenschaftlichen Tatsache im
Vorwort zu [65].
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dologischen Diskussion argumentativ stiitzen. Ich argumentiere insbesondere dafiir, dass
wissenschaftsphilosophisch orientierte Philosophen der Mathematik die Moglichkeiten,
welche die Hinzunahme empirischer Quellen fiir ein tiefes philosophisches Verstéandnis
fiir Zuschreibungen mathematischen Wissens und gerechtfertigter mathematischer Uber-
zeugung bietet, stirker ausschdpfen sollten.

Als methodologischen Rahmen schlage ich einen sozio-empirisch informierten Ansatz
vor, der eine philosophische Theoriebildung der mathematischen Erkenntnis auf der
Grundlage zweier unterschiedlicher Quellen vornimmt. Die eine Quelle ist die klassische
philosophische Begriffsanalyse, welche Wahrheitsbedingungen von Aussagen der Form ,, X
weifs, dass p* und ,, X glaubt gerechtfertigterweise, dass p“ fiir den Fall mathematischer
Aussagen p liefert. Die andere Quelle ist die empirische Soziologie. Empirische soziologi-
sche Methoden kommen zum Einsatz, um die Bedingungen zu untersuchen, unter denen
in der tatséchlichen mathematischen Praxis epistemische Zuschreibungen getétigt wer-
den, also die Umsténde, unter denen ein praktizierender Mathematiker Y fiir wahr héalt,
dass X weif oder gerechtfertigterweise glaubt, dass p.

Aussagen dariiber, wann ein Mathematiker glaubt, dass ein anderer weifs, dass p, sind
offenbar empirische Thesen iiber die epistemischen Zustdnde praktizierender Mathemati-
ker, und sollten dementsprechend empirisch iiberpriift werden. Sie sind fiir philosophische
Uberlegungen allerdings erst unter weiteren Vorannahmen relevant. Eine solche Annahme
ist etwa die, dass aus stabilen empirischen Zuschreibungsphéinomenen in der mathemati-
schen Praxis gewonnene Zuschreibungskriterien, gegebenenfalls nach geeigneter Modifi-
kation, auch gute Kandidaten fiir eine philosophische Analyse der Wahrheitsbedingungen
von Wissenszuschreibungen liefern. Dieser Annahme verschreibe ich mich hier ebenfalls
explizit. Sie kann sowohl unter Verweis auf eine wissenschaftsphilosophisch motivierten
Erkenntnistheorie der Mathematik als auch sprachphilosophisch motiviert werden. Ich
konzentriere mich in dieser Arbeit auf die wissenschaftsphilosophische Motivation und
werde sprachphilosophische Uberlegungen zum Verhiltnis von Semantik und Pragmatik

der empirisch untersuchten Wissenzuschreibungen nur kurz explizit aufgreifen.

Ziel der Arbeit

Ich verstehe meine Arbeit zum einen als einen Vorschlag fiir die methodologische Einord-
nung und Begriindung einer an der Mathematik als Praxis orientierten Philosophie, wobei
ich mich auf den Bereich erkenntnistheoretischer Fragestellungen und auf Mathematik als
wissenschaftliche Praxis beschrinke. Zum anderen stellt die Arbeit einen Versuch dar, das
entworfene methodische Programm in einem Spezialfall umzusetzen, namlich bei der Un-

tersuchung der speziellen erkenntnistheoretischen Frage nach der epistemischen Relevanz

xiii



von Formalisierbarkeit unter Hinzunahme empirischer soziologischer Untersuchungen. Es
ist mir aufferdem wichtig, zu betonen, dass zumindest aus der Sicht eines praktizierenden
Mathematikers das wesentliche philosophische Ergebnis dieser Arbeit nicht darin beste-
hen kann, bisher unbekannte epistemische Charakteristika der mathematischen Praxis
aufgedeckt zu haben — ein praktizierender Mathematiker sollte im Idealfall sémtliche der
hier diskutierten Charakteristika gerade als Merkmale seines taglichen Tuns wiedererken-
nen. Der philosophische Mehrwert soll dadurch erreicht werden, diese Charakteristika mit
einem einheitlichen, philosophisch tragbaren Kriterium fiir epistemische Zuschreibungen

erfassen und erklaren zu konnen.

Aufbau der Arbeit

Die vorliegende Arbeit umfasst fiinf Kapitel. In Kapitel 1 geht es um die grundlegende
methodologische Diskussion des von mir verfolgten sozio-empirisch informierten Ansat-
zes. Ich stelle diesen Ansatz im methodologischen Spannungsfeld zwischen der klassi-
schen philosophischen Begriffsanalyse und der empirischen Soziologie vor und formuliere
ein konkretes dreischrittiges, iteratives Forschungsprogramm (im Folgenden kurz: DSP)
fiir eine sozio-empirisch informierte Untersuchung der epistemischen Rolle formalisierba-
rer mathematischer Beweise, d.h. ihrer Relevanz fiir die Zuschreibung beweisbasierten
mathematischen Wissens und beweisbasierter mathematischer Rechtfertigung. Anschlie-
fend diskutiere ich Griinde fiir die Wahl dieser speziellen Herangehensweise im Hinblick
auf meine oben formulierte Forschungsfrage und verteidige diese Wahl gegen prominen-
te Einwédnde. Zum Abschluss des Kapitels ordne ich meinen Ansatz exemplarisch in die
bestehende Landschaft praxisbasierter Positionen in der Philosophie der Mathematik ein.

Kapitel 2 behandelt den ersten Schritt des Forschungsprogrammes DSP. In meinem Fall
handelt es sich dabei um die philosophische Analyse unterschiedlicher formalisierbarkeit-
sorientierter Kriterien fir epistemische Zuschreibungen (im Folgenden kurz: FKE), d.h.
am Konzept des formalisierbaren Beweises orientierter Kriterien fiir Zuschreibungen be-
weisbasierten mathematischen Wissens und beweisbasierter mathematischer Rechtferti-
gung. Um die verschiedenen Lesarten erkenntnistheoretisch klassifizieren zu kénnen, fithre
ich zu Beginn des Kapitels eine entsprechende begriffliche Systematik ein. Anschliefsend
diskutiere ich unterschiedliche Vorschlédge fiir FKE, die mehrheitlich der bestehenden Li-
teratur zum Thema entnommen sind. Ich beginne dabei mit einer sehr starken Lesart
des Formalisierbarkeitsbegriffs, deren Adédquatheit zur Modellierung der Begriffe ,mathe-
matisches Wissen“ und ,mathematische Rechtfertigung* sich leicht zuriickweisen lasst.

Daher wende ich mich im restlichen Kapitel schrittweise abgeschwéchten Lesarten zu,
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und schlage auf der Grundlage meiner Diskussion einen ersten aussichtsreichen Kandi-

daten fiir ein sozio-empirisch informiertes FKE vor.

Das dritte und vierte Kapitel sind dem zweiten Schritt von DSP, namlich der Darstel-
lung, Auswertung und Interpretation zweier empirischer Studien gewidmet, die ich im
Rahmen meines Disserationsprojektes durchgefiihrt habe. In Kapitel 3 stelle ich Ergebnis-
se einer Umfragestudie zur Verwendung epistemischer Zuschreibungen in der mathemati-
schen Praxis vor. Ich interpretiere diese Ergebnisse (vgl. Abschnitt 3.4) als Hinweise auf
kontextabhéngige Standards fiir Zuschreibungen beweisbasierten mathematischen Wis-
sens und beweisbasierter mathematischer Rechtfertigung sowie auf die Fallibilitdt der
als rechtfertigende Griinde akzeptierten Beweise. Dariiber hinaus legt die von mir vorge-
schlagene Interpretation eine Reformulierung des Ziels mathematischer Forschung nahe.
Dieses besteht demnach nicht allein darin, ein Wissen-dass {iber einen mathematischen
Sachverhalt p zu erlangen. Das Erkenntnisziel mathematischer Forschung scheint viel-
mehr in einer Art Wissen-warum-p zu bestehen,'® welches zunichst nicht durch formale

oder in einem starken Sinne formalisierbare Beweise erreicht werden kann.

Diese Interpretation bildet den Ausgangspunkt fiir die in Kapitel 4 vorgestellte vertie-
fende Interviewstudie. Die Ergebnisse dieser Studie bestétigen unter der von mir vorge-
schlagenen Interpretation grofstenteils die Ergebnisse der Umfragestudie. Da im Vergleich
zu den eher quantitativen Umfrageergebnissen aber eine wesentlich detailliertere qualiti-
tive Analyse der Interviews moglich ist, gewinne ich hier vor allem auch Verfeinerungen
und Prézisierungen der bisherigen Interpretation. Insbesondere lassen sich das Konzept
des Wissen-warum genauer bestimmen und die Formalisierbarkeitseigenschaft informel-
ler Beweise an die mathematischen Fahigkeiten des beweisenden Sujektes anbinden. Auf
der Grundlage von Kapitel 3 und 4 schlage ich in Abschnitt 4.3 eine erste philosophische
Analyse der empirischen Ergebnisse vor, indem ich acht philosophisch relevante Aspek-
te zur Charakterisierung epistemischer Zuschreibungen in der mathematischen Praxis

formuliere.

Der Vergleich der empirischen Ergebnisse mit der Analyse verschiedener Lesarten von
FKE in Kapitel 2 erfolgt auf Grundlage dieser acht Aspekte; er ist Teil des dritten Pro-
grammschrittes von DSP und Gegenstand von Kapitel 5, dem inhaltlich abschlieffenden
Kapitel der Arbeit. Darin schlage ich auch eine durch den vorangegangenen Vergleich
motivierte, sozio-empirisch informierte Lesart von FKE vor, welche die Verwendung epi-

stemischer Begrifflichkeiten in der mathematischen Praxis addquat modellieren soll, und

15Tm Sinne von Wissen, warum p an sich selbst wahr ist, nicht, warum X glaubt oder weif}, dass p
wahr ist.
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gleichzeitig eine philosophisch befriedigende Konzeption mathematischen Wissens und
mathematischer Rechtfertigung liefert.

Im Schlusswort fasse ich die wichtigsten Ergebnisse meiner Arbeit noch einmal kurz
zusammen und stelle einen wertenden Riickbezug zur Ausgangsfrage der Arbeit her.
Abschlieftend spreche ich offen gebliebene Fragen und Anschlusspunkte fiir weitere Un-

tersuchungen an.
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1 Methodologische Grundlagendiskussion —
Ein sozio-empirisch informierter
erkenntnistheoretischer Standpunkt

Im ersten Teil dieses Kapitels (Abschnitt 1.1 — 1.3) prézisiere ich die Methodologie und
Zielsetzung meiner Arbeit: Was heifst es, verschiedene formalisierbarkeitsorientierte Kon-
zeptionen mathematischen Wissens, d.h. am Konzept des formalisierbaren Beweises!'®
orientierte Kriterien fiir Zuschreibungen beweisbasierten mathematischen Wissens und
beweisbasierter mathematischer Rechtfertigung, vom Standpunkt einer sozio-empirisch
informierten analytischen Erkenntnistheorie zu untersuchen? Im zweiten Teil diskutiere
ich Argumente fiir und gegen die Wahl dieses speziellen Ansatzes (Abschnitt 1.4) und
stelle die Methodologie verwandter philosophischer Ansétze vor (Abschnitt 1.5).

Eine sozio-empirisch informierte analytische Erkenntnistheorie der Mathematik ver-
wendet einerseits Methoden der traditionellen analytischen Philosophie, indem sie so-
wohl verschiedene mogliche formalisierbarkeitsorientierte Konzeptionen mathematischen
Wissens, als auch die Bedingungen fiir die Verwendung epistemisch relevanter Konzepte
in der mathematischen Praxis mit Hilfe des begrifflichen und methodischen Apparates
der analytischen Erkenntnistheorie untersucht. Andererseits bezieht sie dabei Ergebnisse
der Soziologie mathematischen Wissens, genauer: Ergebnisse empirischer soziologischer
Untersuchungen zum Wissens- und Beweisbegriff praktizierender Mathematiker, mit ein,
die sie in ein Uberlegungsgleichgewicht!” mit philosophischen Intuitionen zu bringen ver-
sucht.

Eine Prazisierung meiner Methodologie und Zielsetzung werde ich daher in Form ei-
ner Einordnung und Abgrenzung im Hinblick auf die beiden genannten Disziplinen, die
traditionelle analytische Erkenntnistheorie (Abschnitt 1.1) und die Soziologie mathema-

tischen Wissens (Abschnitt 1.2), vornehmen. Dabei wird mein Augenmerk unter anderem

Im Folgenden verwende ich, sofern nichts anderes gesagt wird, den Ausdruck ,formalisierbar zu-
néchst im in der Einleitung genannten naiven Sinne von ,in eine formale Ableitung iiberfithrbar“, also
unspezifiziert in Bezug auf das mogliche Bedeutungsspektrum fiir ,jiberfithrbar” (vgl. S. x).

17Vgl. Abschnitt 1.3.3, S. 21.



auf der Frage nach dem normativen und dem deskriptiven Anspruch der vorgestellten
Ansitze liegen.'® Dies soll dazu dienen, den von mir vertretenen sozio-empirisch infor-
mierten Ansatz (Abschnitt 1.3) als einen aus wissenschaftsphilosophischer Sicht vertret-
baren Mittelweg zwischen einer klassischen analytischen Erkenntnistheorie der Mathema-
tik und einer reinen Soziologie mathematischen Wissens auszuzeichnen:'? Er lisst sich
als moderat normativ in dem Sinne charakterisieren, dass er die Einbezichung empiri-
scher Informationen iiber die Wissenschaftspraxis voraussetzt, um eine fruchtbare wissen-
schaftsphilosophische Interaktion mit dieser zu erméglichen. Das als Basis einer solchen
Interaktion angestrebte Uberlegungsgleichgewicht zwischen philosophischen Intuitionen
und tatsdchlicher Phdnomenologie der Praxis muss dabei nicht vollends erreicht werden;
der Prozess der sozio-empirisch informierten philosophischen Theoriebildung sollte je-
doch nicht frither terminieren, als philosophische Normen in Bezug auf die tatséchliche

Wissenschaftspraxis sowohl anwendbar als auch prinzipiell erfiillbar sind.

1.1 Analytische Erkenntnistheorie der Mathematik

In diesem Abschnitt werde ich mdoglichst allgemein darstellen, mit welchen Fragestellun-
gen sich eine Erkenntnistheorie der Mathematik im Sinne der analytischen Philosophie
beschéftigt, und mit welchen Methoden sie diesen nachgeht. Dabei gehe ich von der

Methodologie der traditionellen analytischen Erkenntnistheorie aus.

1.1.1 Allgemeine analytische Erkenntnistheorie

Die allgemeine Erkenntnistheorie beschéftigt sich mit der Natur der Erkenntnis. In der

Erkenntnistheorie der jiingsten Zeit ist dabei die Frage: ,Was ist Wissen?* zentral. Ana-

18Das Begriffspaar ,normativ-deskriptiv® ist mannigfaltig konnotiert. Ich werde es im Folgenden in ei-
nem spezifisch wissenschaftsphilosophischen Sinne gebrauchen: Ich verstehe die Unterscheidung zwischen
einer normativen und einer deskriptiven (bzw. empirischen) Wissenschaftsphilosophie im dem Sinne, wie
sie z. B. Stephan Hartmann in [51] und Michael Esfeld in [37] verwenden (einen Uberblick iiber die aktu-
elle Diskussion um eine normative versus einer deskriptiven Wissenschaftsphilosophie gibt beispielsweise
Gesang [41]). Hartmann unterscheidet ,Vertreter der empirischen Wissenschaftstheorie®, die versuchen,
JForschungsmethoden und Forschungskonstellationen zu beschreiben und — wenn méglich — zu erkla-
ren“, denen es dabei allerdings in erster Linie um ,die blofe Abbildung der wissenschaftlichen Praxis®
geht. Dagegen versuchen normative Wissenschaftstheoretiker, ,zur Etablierung von [...| Methodologi-
en beizutragen®; ihre Theorien stellen ,ausgefeilte und begriindetete wissenschaftliche Methodologien®
selbst bereit und interagieren in diesem Sinne mit ihrem Gegenstandsbereich (vgl. [51, Abschn. 4.1]).
Auch Esfeld betont den Unterschied zwischen einer deskriptiven Wissenschaftsphilosophie, welche die
wissenschaftlichen Begriffs- und Theoriebildung nur von einem ,theoretisch-distanzierten” Standpunkt
aus beschreibt, und einer normativen im Sinne einer interaktiven Wissenschaftsphilosophie, ,die sich
selbst als integrale[n] Bestandteil der betreffenden wissenschaftlichen Praktiken versteht* (vgl. [37, S.
220-221]).

19Vgl. Abschnitt 1.3.5.



lytische Philosophen néhern sich dieser Fragestellung {iber eine Untersuchung der Bedeu-
tung der relevanten epistemischen Begriffe ,Wissen* und ,Rechtfertigung”. Dabei werden
unterschiedliche Methoden angewandt — traditionell lassen sich vor allem zwei unterschei-
den: Die logische Analyse der Wahrheitsbedingungen von Sétzen, in denen die genannten
Begriffe vorkommen, und die klassische Begriffsanalyse.

In der klassischen Begriffsanalyse geht es darum, ,einen Begriff durch einen anderen

Begriff informativ zu erliutern®2°

, moglichst in Form einer ,, (Real- ) Definition®, die ,not-
wendige und zusammen hinreichende Bedingungen fiir das Analysandum aufstellt“?!.
Die Begriffsanalyse kann als zentrale Methode der traditionellen analytischen Erkennt-
nistheorie bezeichnet werden, welche versucht, notwendige und zusammen hinreichende
Bedingungen fiir Wissen und Rechtfertigung anzugeben.?? Dies geschieht auch hier in
der Regel in Form von geeigneten Wahrheitsbedingungen fiir Sdtze der Form ,,. X weif,

4

dass p* bzw. , X glaubt gerechtfertigt, dass p“.?3 Dabei wird eine Intensionsgleichheit des
Analysandum-Ausdrucks und des Analysans-Ausdrucks angestrebt, und zwar allein mit
Hilfe einer ,intuitiven Bewertung maoglicher Falle“?* der Verwendung dieser Ausdriicke.
Man stiitzt sich dabei also auf apriorische Methoden wie die Introspektion oder die Aus-
wertung philosophischer Intuitionen insbesondere in kontrafaktischen Situationen mittels
Gedankenexperimenten.?> Durch die Konzentration auf die Definition als Form der Be-
griffsanalyse erhebt die analytische Erkenntnistheorie den Anspruch, Begriffe informativ

zu analysieren und ,korrekte” von ,nicht korrekten“ Verwendungsweisen zu unterscheiden:

,Ein solches Vorgehen scheint allerdings mit einer Sprachreglementierung ver-
bunden zu sein: Verwendungsweisen von Ausdriicken, die sozusagen ‘aus der

Definition herausfallen’, miissen dann als unkorrekt angesehen werden.“26

Wihrend eine in diesem Sinne eher konstruktive Sichtweise ihrer Reglementierungsrolle
in der analytischen Erkenntnistheorie verbreitet ist, hat sich die extremere und weniger

konstruktive Methodologie des spéaten Wittgenstein:

,Die Philosophie ist ein Kampf gegen die Verhexung unsres Verstandes durch

die Mittel unserer Sprache?7,

2ONewen & van Savigny [104, S. 12].

#1Brendel [17, S. 9], Hervorhebung im Original.

2Vel. [17, S. 12-14].

23Werden die Wahrheitsbedingungen nicht explizit formuliert, so sind sie dennoch durch die jeweilige
Definition von ,Wissen“ und ,Rechtfertigung* festgelegt. Im Unterschied zur Philosophie der idealen
Sprache geht es nicht um die Angabe einer formalen Semantik fiir die genannten Satztypen.

24Grundmann [49, S. 22].

Vgl. [49, S. 17].

26117, S. 12], Hervorhebungen im Original.

2TPU § 109.



der die Aufgabe der Philosophie in einer ,,Therapie* ihres eigenen metaphysisch belasteten
Gebrauchs von Alltagsbegriffen sah, nicht durchgesetzt.?8
Eine verbreitete schematische Vorgehensweise bei der Begriffsanalyse stellt in Anleh-

nung an Lowe und Miiller in [76] der folgende, iterative Dreischritt dar:??

Im ersten Schritt werden strukturelle Arbeitsdefinitionen der zu untersuchenden
Begriffe entwickelt. Diese Arbeitsdefinitionen stiitzen sich entweder auf ein pra-
theoretisches begriffliches Verstédndnis, oder auf die Ergebnisse vorhergegangener
Schritte der Iteration.

Im zweiten Schritt werden Daten gesammelt, die eine Phénomenologie der Begriffs-
verwendung liefern sollen, auf deren Grundlage die Addquatheit der in Schritt 1

entwickelten Arbeitsdefinition bestétigt oder in Frage gestellt werden kann.

In einem dritten Schritt der Reflexion wird die Addquatheit der Arbeitsdefinition
aus Schritt 1 mithilfe der Phdnomenologie aus Schritt 2 bewertet, und die bisherige
Definition wird je nach Ausgang der Bewertung im néchsten Iterationsdurchgang

unter Schritt 1 angepasst oder sogar ganz verworfen.

Dieses Drei-Schritte-Schema ist im Hinblick auf die bestehende philosophische Metho-
denlandschaft nicht unbedingt als jeweils explizit zugrunde gelegte universelle Methode
aufzufassen, sondern vor allem als methodologisches Rekonstruktions- und Analysemit-
tel. Es liefert eine Moglichkeit zur Beschreibung und zum Vergleich unterschiedlicher
philosophischer Methoden; insbesondere lassen sich damit klassisch analytische, oft als
Lehnstuhlphilosophie bezeichnete Vorgehensweisen gut im systematischen Kontrast zu
starker empirisch orientierten philosophischen Programmen wie dem in dieser Arbeit
durchgefiihrten rekonstruieren."

In Bezug auf Schritt 1 ist zu betonen, dass das hier zum Tragen kommende philoso-
phisch-begriffliche Vorverstdndnis stets von thematisch verwandten, umfassenden oder
angrenzenden philosophischen Theorien gepragt ist. Damit ist es zwar hinsichtlich der zu
entwickelnden Begriffsanalyse pratheoretisch, aber weder in der ersten noch in darauf fol-
genden Iterationsdurchgingen theoriefrei. In Bezug auf Schritt 2 ist zudem die generelle

Unterscheidung zwischen Daten und Phénomenen wesentlich:

%Vgl. auch Newen & Savigny [104, S. 14-15].

2Lowe und Miiller entwickeln einen analogen Dreischritt der begrifflichen Modellierung (conceptual
modelling) nach dem Modell der mathematischen Modellierung und diskutieren dessen Anwendungs-
bereich in der Philosophie ([76, Abschn. 2 und 5|); vgl. auch Lowe, Miiller & Miiller-Hill {79, Abschn.
2].

30Fiir einen kurzen ersten Ausblick auf eine mégliche Spezifikation des Dreischritts der begrifflichen
Modellierung in Bezug auf eine stérker empirisch orientierte Philosophie der Mathematik vgl. wieder
Lowe, Miiller & Miiller-Hill [79, S. 193].



We call this step phenomenology because it is generally broader than mere
«31

data collection.
In Schritt 3 flielsen nicht die in Schritt 2 erhobenen reinen Daten ein, sondern daraus
gewonnene, moglichst stabile und reproduzierbare Phianomene. Phéanomene entstehen aus
Daten vor dem Hintergrund des (pré-)theoretischen begrifflichen Apparates, der durch
Schritt 1 oder vorangegangene Iterationsdurchginge zur Verfiigung gestellt wird.3?

Zu den spezifischen Untersuchungsmethoden der klassischen analytischen Erkenntnis-
theorie unter Schritt 2 zéhlen nun die bereits genannte Introspektion sowie die Analyse
der Alltagssprache, letztere jedoch zumeist und an erster Stelle aus der Sicht des Phi-
losophen. Der analytische Ansatz ist im Rahmen von Schritt 2 grundsétzlich offen fir
die Einbindung empirischer Phdnomene auferhalb der philosophisch geschulten Intui-
tion, da er sich der Analyse der Alltagssprache verschrieben hat.?? In diesem Rahmen
wird in neuerer Zeit verstirkt auf die Ergebnisse kognitionswissenschaftlicher und psy-
chologischer Forschung, und damit auf empirische Grundlagenforschung hinsichtlich der
kognitiven Voraussetzungen von Sprache und Wissen zuriickgegriffen. Empirische Daten
iiber die alltagssprachliche Verwendung der in Frage stehenden Begriffe durch gewhn-
liche, nicht philosophisch geschultem Sprecher werden dagegen kaum herangezogen. Die
in Schritt 3 einfliefsenden Phanomene der Begriffsverwendung basieren damit unter Um-
stdnden in sehr hohem Mafe auf dem préatheoretischen, philosophisch-begrifflichen Vor-
verstandnis der untersuchten Begriffe sowie thematisch angrenzenden philosophischen
Theorien. Dies stellt fiir die begriffsanalytische Methode selbst nicht unbedingt eine Ein-
schrinkung dar, weshalb ich diesen Gedankengang hier nicht vertiefe.3* Anlass zur Kritik
gibt dieser Aspekt vor dem Hintergrund einer umfassenden Wissenschaftsphilosophie der
Mathematik jedoch hinsichtlich der normativen® Rolle einer klassischen analytischen

Erkenntnistheorie der Mathematik.?® Letzere kann als Unterdisziplin der analytischen

31176, Abschn. 2|.

32Ich werde hier nicht weiter auf Feinheiten dieser Unterscheidung eingehen; sie wird prominent in
Woodward [131] und Woodward & Bogen [132] diskutiert. Léwe und Miiller iibertragen sie in [76] auf die
allgemeine Diskussion einer addquaten Methodologie fiir eine mit der Methode der begrifflichen Modellie-
rung arbeitenden ,,Philosophie von X*. Dort geht es in erster Linie um die Rolle dieser Unterscheidung fiir
die Debatte um methodologische Konsequenzen, die aus dem etwa in der allgemeinen Erkenntnistheo-
rie verstarkt auftretenden Faktum instabiler oder sogar widerspriichlicher philosophischer Intuitionen
zu ziehen sind (vgl. Abschnitt 1.4.1 und 1.5.2). Fiir meine Zwecke geniigt es hier, auf den Unterschied
zwischen Daten und Phénomenen nur kurz hinzuweisen.

33Vgl. [104, S. 15].

34Vgl. auch hier Abschnitte 1.5.2 und 1.4.1; in modernen analytischen Ansétzen werden zusitzlich etwa
Intuitionen im Hinblick auf bestimmte, fiir den untersuchten Gegenstandsbereich relevante philosophische
Grundlagenfragen herangezogen.

35Vgl. Fuknote 18.

36Vgl. hierzu Abschnitt 1.3.5 und 1.3.6.



Erkenntnistheorie aufgefasst werden; ihre spezifischen Charakteristika umreiffe ich nun

kurz.

1.1.2 Spezifika einer analytischen Erkenntnistheorie der Mathematik

Das Interesse der Erkenntnistheorie der Mathematik wird durch die Frage nach der Na-
tur mathematischen Wissens und besonderen Aspekten mathematischer Rechtfertigung
beschrieben. Mathematisches Wissen wird einem epistemischen Subjekt X in der Regel
in Bezug auf ein mathematisches Theorem p zugesprochen. Geschieht dies in der Form
»,X weils, dass p“, so ist damit zunéchst einmal propositionales mathematisches Wissen
gemeint, eben ein ,Wissen-dass®. Diese Wissensform bildet auch den Hauptuntersuchungs-
gegenstand der klassischen Erkenntnistheorie.3” Ich werde im Folgenden mathematisches
Wissen in diesem Sinne als propositionales Wissen verstehen. Methodologie, Zielsetzung
und Ergebnisse der allgemeinen Erkenntnistheorie beziiglich einer Analyse des propo-
sitionalen Wissensbegriffs oder des damit verbundenen Rechtfertigungsbegriffes lassen
sich dadurch auf den Begriff mathematischen Wissens und mathematischer Rechtferti-

gung iibertragen.

Worin unterscheidet sich aber eine Analyse von allgemeinen epistemischen Begriffen
von einer Analyse der epistemischen Begriffe in einer Erkenntnistheorie der Mathema-
tik? Eine spezielle Analyse der Begriffe ;mathematisches Wissen“ bzw. ,mathematische
Rechtfertigung®* birgt mindestens zwei Mdglichkeiten, die allgemeine Analyse von ,Wis-
sen” und ,Rechtfertigung” informativ zu ergénzen: Zum einen kénnen Explikate, die sich
flir den allgemeinen Wissens- bzw. Rechtfertigungsbegriff nicht weiter oder auf verschie-
dene Arten spezifizieren lassen, fiir den spezielleren Begriff mathematischen Wissens bzw.
mathematischer Rechtfertigung weiter spezifizierbar sein. Dariiber hinaus kénnen kon-
kurrierende Wissens- oder Rechtfertigungstheorien, zwischen denen im allgemeinen Fall
nicht entschieden werden kann, fiir den Fall Mathematik mehr oder weniger geeignet sein.
Letzteres wiirde die Frage aufwerfen, ob man mathematisches Wissen bzw. mathemati-
sche Rechtfertigung in der Folge weiterhin als einen Spezialfall von Wissen bzw. Recht-
fertigung, der sich durch eine zuséitzliche differentia specifica auszeichnet, oder als einen
Sonderfall sui generis behandeln will. In der Tat werden mathematisches Wissen und
mathematische Rechtfertigung dem klassischen Verstdndnis nach eher als epistemische

Sonderfille sui generis angesehen, was insbesondere auf einer vermeintlichen Sonderstel-

37Insbesondere in interdisziplindren Forschungsprojekten mit Kognitionswissenschaftlern und Psycho-
logen beschiftigt sich die jiingere Erkenntnistheorie aber auch mit nicht-propositionalen Formen von
Wissen, vgl. z.B. Newen & Bartels [103].



lung mathematischer Rechtfertigung als eines Teils des Explanans des Wissensbegriffes

beruht;?® ich komme darauf in Kapitel 2 ausfiihrlicher zu sprechen.

1.1.3 Zusammenfassende Charakterisierung

Zusammengefasst ergeben sich beziiglich der Zielsetzung und Methoden einer traditio-

nellen analytischen Erkenntnistheorie der Mathematik also folgende Charakteristika:

(1)

(2)

Untersuchungsgegenstand sind die epistemischen Begriffe ,mathematisches Wissen*

und ,mathematische Rechtfertigung®.

Untersuchungsziel ist die Angabe von intensional addquaten, d.h. notwendigen und
zusammen hinreichenden Bedingungen fiir die korrekte Verwendung der unter (1)
genannten Begriffe im Sinne der klassischen Begriffsanalyse. Dies geschieht impizit
oder explizit in Form von Wahrheitsbedingungen fiir die Satztypen ,, X weifs, dass

p“ und ,, X glaubt gerechtfertigt, dass p*.

Zu den Untersuchungsmethoden zéhlen in erster Linie die Analyse der introspek-
tiv zugénglichen tatsdchlichen Bedingungen fiir die Verwendung der involvierten
Begriffe (Philosophie der normalen Sprache), aber charakteristischerweise auch der
Riickgriff auf philosophische Intuitionen beziiglich kontrafaktischer Verwendungs-
situationen, welcher in Form von philosophischen Gedankenexperimenten erfolgt.
Durch die Einbeziehung der tatséchlichen Verwendungsweise ist diese Methode
grundsétzlich offen fiir z. B. psychologische, kognitive und soziologische Aspekte
des jeweiligen Analysandums. Die Einbezichung empirischer Ergebnisse vor allem
zu kognitiven Aspekten erfolgt jedoch erst seit jlingster Zeit. In der traditionellen
analytischen Erkenntnistheorie der Mathematik wird insbesondere wenig Material
der empirischen Sozialforschung zur mathematischen Praxis, etwa zur Verwendung

epistemischer Begriffe, als Erweiterung der Datenbasis verwendet.

Es wird der Anspruch erhoben, durch eine informative Analyse der Begriffe unter
(1), d.h. durch Aufdecken scheinbarer Synonymien, korrekte von nicht-korrekten
Verwendungsweisen zu unterscheiden. Begriindet wird dieser Anspruch durch die
verwendeten Analysemethoden, den Riickgriff auf philosophisch geschulte Intuitio-

nen mittels Introspektion und Gedankenexperimenten.

38Meine Analyse wird diesbeziiglich dagegen zunéchst ergebnisoffen sein.



1.2 Soziologie des mathematischen Wissens

In diesem Abschnitt werde ich zunéchst (1.2.1) eine kleine Auswahl an Positionen vor-
stellen, die sich mit dem Unternehmen einer Soziologie mathematischen Wissens be-
schéftigen, um in 1.2.2 anschliefend, analog zu 1.1.3, eine grobe, aber fiir meine Zwecke
hinreichend universelle Charakterisierung dieses Unternehmens in Bezug auf Methodolo-
gie, Voraussetzungen, Ziele und Erklarungsanspruch zu versuchen. Dieser Abschnitt hat
demgeméf hauptséchlich darstellenden Charakter; erst am Ende von 1.2.2 erfolgt ein
kurzer Vergleich dort der herausgearbeiteten Charakteristika mit denen aus 1.1.3.

Davon ausgehend werde ich in Abschnitt 1.3 meinen eigenen Ansatz von einem ge-
nuin soziologischen abgrenzen. Neben der Soziologie untersuchen natiirlich auch ande-
re Forschungsgebiete die mathematischen Praxis mit empirischen Methoden, etwa die
Psychologie, die Didaktik der Mathematik oder die Kognitionswissenschaften. Samtliche
dieser Forschungsgebiete weisen somit potentielle Beziige zu einem empirisch informier-
ten Vorgehen in der Philosophie der Mathematik und auch spezieller zu einer empirisch
informierten Erkenntnistheorie auf, da sie sich ebenfalls direkt oder indirekt mit mathe-
matischem Wissen beschéftigen. Mir geht es in dieser Arbeit jedoch um einen speziellen,
sozio-empirisch informierten philosophischen Ansatz, weshalb ich mich auf eine systema-
tische Abgrenzung von der Soziologie der Mathematik beschrinke.??

Die Auswahl der im Folgenden aufgefiihrten Autoren kann auf der einen Seite nur exem-
plarisch verstanden werden; auf der anderen Seite macht die relativ spét erfolgte Offnung
der Wissens- und Wissenschaftssoziologie zur Mathematik als Untersuchungsgegenstand
hin die Wahl nicht sehr schwer. Zumindest die Zahl programmatisch verschiedener An-
sétze ist bisher recht begrenzt, die Anzahl empirischer soziologischer Studien zu diesem
Thema ebenfalls noch gering. Ich werde in 1.2.1 auch auf die Griinde fiir diesen geringen
Bestand eingehen. Sowohl bei der Auswahl als auch bei der Rezeption der verschiedenen
Positionen orientiere ich mich an einer Arbeit von Bettina Heintz ([53]), sowie in Teilen

ergidnzend an Christian Greiffenhagens Darstellung in [46].

1.2.1 Ubersicht iiber unterschiedliche Ansitze in der Soziologie des
mathematischen Wissens

Drei wichtige Vertreter der frithen, erst in den spéten siebziger und achtziger Jahren

aufkeimenden Soziologie des mathematischen Wissens sind David Bloor (|11, 12]), Sal

39Vgl. auch Abschnitt 1.3.3, auRerdem Fufnote 94 mit einigen Anmerkungen zur kognitionswissen-
schaftlichen Debatte sowie Abschnitt 4.2 fiir einzelne Querbeziige der Ergebnisse dieser Arbeit zur di-
daktischen Diskussion.



Restivo ([114]) und Eric Livingston ([74]). Bei den Schriften aller drei Autoren handelt
es sich um programmatische Arbeiten, die eine Soziologie des mathematischen Wissens
zwar einfordern, aber nicht — zumindest nicht im engeren Sinne einer empirisch gestiitzten
Soziologie — umsetzen.*°

Sowohl Bloor und Restivo als auch Livingston gehen von der gemeinsamen These aus,
dass Mathematik prinzipiell soziologisch zugénglich ist. Diese These war lange Zeit inner-
halb und auferhalb der Soziologie nicht akzeptiert, und ist auch heute noch umstritten,
was fiir die weiterhin bestehende Zuriickhaltung der Wissens- und Wissenschaftssoziolo-
gen gegeniiber dem potentiellen Untersuchungsgegenstand Mathematik mitverantwort-
lich ist. Sie wird durch eine in der Soziologie verbreitete, dort jedoch weitgehend unre-
flektierte, in erster Linie mathematikphilosophische Grundhaltung in Frage gestellt: eine
sogenannte aprioristische Auffassung mathematischen Wissens*! und die Annahme ei-
ner durch formale Methoden von epistemisch relevanten und soziologisch signifikanten
Konflikten bereinigten mathematischen Forschungspraxis, die eine prinzipielle Unmog-
lichkeit eines fruchtbaren wissenschaftssoziologischen Zugriffs zur Folge haben. Donald

MacKenzie formuliert das Problem in [83] folgendermafen:

At the core of mathematics and formal logic is deductive proof. That pro-
positions in these fields can be proved, not simply justified empirically, is at
the heart of their claim to provide “harder”, more secure, knowledge than the
natural sciences. Yet deductive proof, for all its consequent centrality, has
attracted remarkably little detailed attention from the sociology of science,
the work of David Bloor and Eric Livingston aside. In the social studies of
science more widely, the single best treatment of proof remains one that is
now forty years old, by the philosopher Imre Lakatos in the 1961 Ph.D. thesis
that became the book Proofs and Refutations. Indeed, it has often been as-
sumed that there is nothing sociological that can be said about proof, which

is ordinarily taken to be an absolute matter.“42

Bei Heintz heifit es:

,Die aprioristische Auffassung schreibt der Mathematik einen epistemischen

Sonderstatus zu. Im Gegensatz zum empirischen Wissen der Naturwissen-

“OFrste empirische Studien erschienen etwa zehn Jahre spéter, z.B. Maaf [80], Markowitsch [89] oder
MacKenzie [83]. Nur ein Teil dieser soziologisch relevanten empirischen Studien wurde aber tatséchlich
von Soziologen durchgefiihrt. Heintz beméngelt zudem, dass diese Studien meist nur (historische) Ein-
zelaspekte der mathematischen Praxis empirisch untersuchen, den Anspruch einer breiteren empirischen
soziologischen Auseinandersetzung mit der Mathematik aber nicht einlésen.

41ygl. das folgende Zitat von Heintz.

42(83, S. 2].



schaften (und erst recht der Sozialwissenschaften) gilt das mathematische
Wissen als unfehlbar. In der Mathematik gibt es keine Falsifikationen und
keine Revolutionen. Was einmal bewiesen ist, ist wahr fiir smmer und wahr
fiir alle. |...] Als apriorisches Wissen ist die Mathematik ein Wissen, das einer

soziologischen Erklarung prinzipiell unzugénglich ist.“43

Dariiber hinaus spricht etwa Greiffenhagen methodische Schwierigkeiten einer empiri-

schen soziologischen Untersuchung der mathematischen Praxis an:

,There is almost a complete absence of anthropological or sociological studies
of professional mathematics. In other words, there have been no ‘laboratory
studies’ of mathematical practice. One possible reason for this is that in
contrast to the experimental sciences, where scientists work together in a
designated place using a variety of instruments, mathematicians typically
work alone (very often in their office or home-but also on buses and trains),
using only pen and paper to do their work. A solitary (silent) mathematician
scribbling on a piece of paper might make a less immediate sociological object
than a buzzing scientific laboratory where scientists talk to each other and use
a number of instruments. The most visible aspects of mathematical work are
the symbols that appear on boards or pieces of paper, but it would be difficult
to see the sense of these symbols without a few years of training. Observational

studies of mathematical practice therefore are inherently difficult.“44

Auch Bloor, Restivo und Livingston stellen ihre jeweilige Ausgangsthese von der sozio-
logischen Zugénglichkeit der Mathematik nicht ohne weitere Begriindung in den Raum.
Hinsichtlich der unterschiedlichen Plausibilisierungsversuche streben die Positionen aller-
dings stark auseinander: Wahrend Bloor und Restivo den Grund fiir die soziologische Zu-
ganglichkeit der Mathematik in dem Vorhandensein von Alternativmathematiken sehen
und versuchen, einen Sonderstatus der Mathematik durch Beispiele aus der Mathematik-
geschichte zu relativieren, versucht der ethnomethologische Ansatz Livingstons gerade,
epistemisch exzeptionelle Phénomene der mathematischen Praxis — wie den zwingend
anmutenden Charakter mathematischer Beweise oder den vermittelten Grad an Objekti-
45

vitdat* — als durch alltagspraktische Handlungen innerhalb der erfahrbaren Wirklichkeit

“3Heintz [53, S. 17 f.]. Die Ausdrucksweise ,wahr fiir immer* und ,wahr fiir alle® ist an dieser Stelle
allerdings ungenau. So ist z.B. nach Gottlob Frege ein wahrheitswertfahiger Satz stets ,fiir immer* wahr
oder falsch, unabhéngig davon, ob er einen mathematischen Sachverhalt ausdriickt oder nicht. Gemeint ist
bei Heintz wohl vielmehr die Behauptung, dass mathematische Sétze, die bewiesen sind, von niemandem
mehr sinnvoll angezweifelt werden konnen.

44 Greiffenhagen [46, Abs. 11].

45Vgl. Heintz [53, S. 30].
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mathematischer Praxis zu beschreiben. Dabei unterscheiden insbesondere Bloor und Re-
stivo in Bezug auf ihren Untersuchungsgegenstand nicht scharf zwischen ,Ethnomathe-
matik* — d.h. ,alltdglichen mathematischen Aktivitdten in verschiedenen Kulturen und
Zeiten“ (|53, S. 27|) — und wissenschaftlicher Mathematik.

Heintz und auch Greiffenhagen als moderne Vertreter einer Soziologie mathematischen
Wissens sehen sich selbst dagegen eher in der Tradition der konstruktivistischen Wis-
senschaftssoziologie, wie sie fir die Naturwissenschaften bereits wesentlich weiter voran
getrieben wurde als fiir die Mathematik. Begonnen bei Ludwik Fleck ([39]) oder Otto
Neurath ([102]) in den dreifiger Jahren iiber Thomas Kuhn ([65]) in den sechziger Jahren,
wird die konstruktivistische Wissenschaftssoziologie der Naturwissenschaften seit den frii-
hen achtziger Jahren besonders prominent von Bruno Latour und Steve Woolgar ([69])
oder Karin Knorr Cetina (|60]) vertreten. Die Leitthese konstruktivistischer Positionen
besteht darin, dass die Produktion (natur-)wissenschaftlichen Wissens ,sozial konditio-
niert” ist.*6 Wissenschaft wird dabei in erster Linie als Handeln aufgefasst. Die Objekte
und Fakten wissenschaftlicher Theorien werden durch soziale Prozesse konstruiert, sie
existieren bzw. gelten nicht objektiv oder unabhéngig von sozialen wissenschaftlichen
Praktiken. Das Ziel wissenschaftlichen Handelns in obigem Sinne ist die Herstellung ei-
nes groftmoglichen Mafes an Kohérenz, welches wissenschaftlichen Theorien letztlich
den Charakter von Objektivitit verleiht.*”

Heintz fasst den von ihr gewdhlten Ansatz, in Abgrenzung von Bloor, Restivo oder Li-
vingston, als moderatere und substantiellere Reaktion der Soziologie auf Entwicklungen
in der Philosophie der Mathematik auf, welche ihrerseits die Unvereinbarkeit mit wis-
senschaftssoziologischen Methoden langsam aufweichen. Wie auch MacKenzie in obigem
Zitat erwahnt, wurde diese Entwicklung insbesondere von Imre Lakatos mit seiner Arbeit
Proofs and Refutations angestofen. Die Arbeit erschien 1963/64 zunéchst als mehrteili-
ger Aufsatz und 1976 in leicht iiberarbeiteter Fassung als Buch,*® in dem Lakatos erst-
mals eine systematisch historisierte mathematikphilosophische Theorie mathematischen
Wissens formulierte.® Ausgehend von der im Anschluss erfolgten Offnung der Mathe-
matikphilosophie in Bezug auf eine Historisierung ihres Untersuchungsgegenstandes, die

wiederum wesentlich spater erfolgte als in der Philosophie der Naturwissenschaften, sieht

“®Heintz [53, S. 102].

4Tygl. [53, Abschn. 3.3], insbesondere S. 111 fI. sowie S. 117. Ich gebrauche das Wort ,konstruktivi-
stisch®, sofern nichts anderes gesagt wird, im gerade erlauterten Sinne der Wissens- und Wissenschafts-
soziologie, nicht im Sinne der Erlanger mathematikphilosophischen Schule nach Paul Lorenzen, die auch
als konstruktivistisch bezeichnet wird.

“8Lakatos [66].

49 Auf Lakatos’ Theorie gehe ich hier jedoch nicht weiter ein, da es sich dabei nicht um eine explizit
soziologische Position handelt.
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Heintz einen Ansatzpunkt fiir die Wissenschaftssoziologie, ohne explizit von der These
auszugehen, dass eine substantielle Soziologie der Mathematik tatsédchlich moglich ist.
Auch bei Heintz spielt der Aspekt des vermeintlichen epistemischen Sonderstatus der
Mathematik eine zentrale Rolle fiir das Forschungsinteresse der Soziologie an der Ma-
thematik. Ahnlich wie Livingston und im Unterschied zu Bloor und Restivo versucht sie
nicht, einen epistemischen Sonderstatus der Mathematik zu leugnen, sondern formuliert
ihn explizit. Sie beschreibt epistemisch exzeptionelle, intuitiv charakteristische Phdnome-
ne der mathematischen Praxis zu Beginn ihrer Untersuchung in einer pratheoretischen

soziologischen Terminologie:

,Fine wissensoziologische Analyse hat [.. .|, um nur zwei Beispiele aus der For-
schungsagenda der konstruktivistischen Wissenschaftssoziologie zu erwéhnen,
nicht nur die Bedeutung unterschiedlicher Repréasentationsformen zu unter-
suchen, sondern zusétzlich der epistemischen Besonderheit der Mathematik
Rechnung zu tragen. Dazu gehoren insbesondere der konsensuale Charakter
der Mathematik und ihre begriffliche Kohérenz. Mit begrifflicher Kohérenz

ist die kognitive Einheit der Mathematik gemeint. [...]“5°

Anders als Livingston begreift sie diesen pratheoretischen Phidnomenbestand aber nicht
als Ergebnis, sondern als Herausforderung fiir eine substantielle Soziologie der Mathema-
tik. Ziel einer erfolgreichen soziologischen Studie soll sein zu erklaren, warum und durch

welche (sozialen) Mechanismen diese Phinomene zustande kommen:5?

+Was ist der Grund fiir den (weitgehend) universellen Charakter des mathema-
tischen Wissens? Weshalb werden sich Mathematiker iiber das Vorhandensein
von Fehlern und Beweisliicken in der Regel sofort einig? Lésst sich die hohe
Universalitdt der Mathematik restlos auf soziale Faktoren zuriickfithren oder

bleibt ein soziologisch unerklérbarer Rest und wie sihe dieser aus?“.52

Die genannten Einzelpositionen weisen ohne Zweifel methodische und methodologische

Unterschiede auf. Wahrend Bloors auch als ,Edinburgher Schule bekanntes strong pro-

50[53, S. 18].

51Dagegen stellt etwa Susanne Prediger, die sich in ihrer Habilitationsschrift ([109]) erklirterweise der
Aufgabe angenommen hat, ein reflektierteres Verhéltnis zwischen Mathematik didaktik und Mathematik-
philosophie zu schaffen, die von Heintz weiterhin behauptete epistemische Besonderheit der Mathematik
generell in Frage (vgl. [109, Abschn. 1.1.3]). Die zunéchst als epistemische Besonderheiten anmuten-
den Phianomene beschreibt sie in erster Linie als kulturelle Besonderheiten der mathematischen Praxis.
Die grundsétzliche Auffassung von Mathematik als (inter-)kulturellem Phénomen, die in der Mathema-
tikdidaktik gem&f Prediger implizit oder explizit recht verbereitet ist (vgl. [108, S. 23]), bietet einen
alternativen Erklarungsrahmen fiir epistemisch bemerkenswerte Charakteristika der Mathematik an, auf
den ich in meiner Arbeit aber nicht eingehen werde.

5253, S. 31].
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gramme besonders zur Begriindung des wissenssoziologischen Blicks auf die Wissenschaft
beitrug,®® steht Livingston fiir eine Anwendung einer ethnomethodologischen Sicht auf
Mathematik als ein sogenanntes Lebenswelt-Paar aus Beweisen und Beweis (vgl. Heintz
[53, S. 28-29]). Heintz und auch Greiffenhagen schliefen sich in Bezug auf den empiri-
schen Teil ihrer Arbeit methodisch der Ethnographie an: Heintz hat im Jahr 2000 eine der
ersten allgemeiner angelegten empirischen soziologischen Studien zur Kultur und Praxis
der wissenschaftlichen Mathematik vorgelegt; ihre Arbeit stiitzt sich auf eine von ihr 1994
durchgefiihrte ethnographische Feldstudie und qualitative Interviews mit Forschern am
Max-Planck-Institut fiir Mathematik in Bonn. Greiffenhagen hat empirische soziologi-
sche Studien zur wissenschaftlichen mathematischen Praxis etwa mittels Videoanalysen
durchgefiihrt; seinen Ansatz bezeichnet er selbst als ,Video-Ethnographie“.>* In der Eth-
nographie wird die wissenschaftliche Mathematik vor allem als Kultur begriffen, auf die
Soziologen einerseits durch verbale Aukerungen der Wissenschaftler Riickschliisse ziehen
konnen, aber auch durch Beobachtung deren praktischen Handelns. Die Ethnographie ist
eine verstirkt auch in der Soziologie der Naturwissenschaften angewandte Methode (vgl.
etwa Knorr Cetina [61]).

1.2.2 Zusammenfassende Charakterisierung

Trotz der dargestellten Differenzen kann man sagen, dass sich die Soziologie mathema-
tischen Wissens insgesamt in Richtung einer konstruktivistischen Wissensschaftssoziolo-
gie®® der Mathematik entwickelt hat, deren Zielsetzung, Methoden und Erklirungsan-

spruch wie folgt charakterisiert werden kann:

(1) Untersuchungsgegenstand sind soziale Prozesse der Wissensproduktion, -beurtei-
lung und -kommunikation in der mathematischen Praxis — darunter fillt in erster

Linie die Mathematik als wissenschaftliche Disziplin.

(2) Untersuchungsziel ist eine wissenschaftssoziologisch-konstruktivistische®® Phiino-
menologie der mathematischen Praxis, d.h. eine Analyse insbesondere epistemischer

Ausnahmephénomene als Prozesse sozialer Konstruktion.

(3) Zu den Untersuchungsmethoden zéhlen (historische) Fallstudien, Feldstudien, qua-

litative Interviews, quantitative empirische Studien.

53Vgl. Greiffenhagen [46, Abs. 5| und Heintz [53, S. 23]. Bloors Programm wurde vereinzelt auch
explizit wissenschaftstheoretisch adaptiert. Fiir eine wissenschaftstheoretische Diskussion wissenssozio-
logischer Positionen vgl. Abschnitt 1.4.2.

51Vgl. [46, Abs. 12].

55Vgl. Fuknote 47.

56Vgl. wieder Fuknote 47.
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(4) Es wird der Anspruch erhoben, zu erkléren, in welchem Sinne und warum die

Mathematik einen epistemischen Sonderstatus besitzt.

Anhand dieser vier Aspekte bietet sich ein kurzer systematischer Vergleich mit den
in Abschnitt 1.1.3 dargestellten Charakteristika der analytischen Erkenntnistheorie der
Mathematik an: Der Untersuchungsgegenstand der Soziologie der Mathematik deckt sich
nur zum Teil und nur in gewisser Hinsicht mit dem der analytischen Erkenntnistheorie der
Mathematik. Die Soziologie interessiert sich ebenfalls fiir die Begriffe ,mathematisches
Wissen“ und ,mathematische Rechtfertigung“ — diesbeziiglich fungiert die Philosophie
hier auch als Hilfswissenschaft, indem sie die entsprechenden begriffsanalytischen Ergeb-
nisse bereitstellt. Soweit es der Soziologie um die Verwendung dieser Begriffe geht, ist
damit deren tatsédchliche Verwendung gemeint, z. B. in Form von Wissenszuschreibungen.
Dabei geht es sowohl um den Gebrauch durch Mathematiker innerhalb der wissenschaft-
lichen mathematischen Praxis,®” als auch den natiirlichsprachlichen Gebrauch in Bezug
auf die Alltagsmathematik. In der Hauptsache beschéftigt sich die Soziologie der Mathe-
matik jedoch mit den Prozessen, die zur Produktion, Sicherung und Weitergabe dessen,
was als ,mathematisches Wissen* bzw. ,mathematische Rechtfertigung® aufgefasst wird,
gehoren. Diese Prozesse stellen selbst kein Wissen bzw. keine gerechtfertigten Meinungen
dar, sondern fiihren letztlich erst zu propositionalen Einstellungen, die dann als gerecht-

fertigt bzw. gewusst bezeichnet werden kénnen.

Entsprechend unterscheiden sich die Untersuchungsmethoden der beiden Disziplinen;
wéahrend klassische Erkenntnistheoriker der Mathematik sich auf rein analytische Metho-
den und damit hauptséchlich auf ihre eigenen philosophischen Intuitionen stiitzen, steht
in der modernen Wissenschaftssoziologie die empirische Untersuchung der tatséchliche
Forschungs- und Lehrpraxis einer wissenschaftlichen Disziplin im Vordergrund. Das Ziel
der Soziologie der Mathematik ist dabei aber nicht die Angabe von addquaten Wahr-
heitsbedingungen fiir Satze der Form , X weifs, dass p“, die letztlich zur Definition der
Begriffe ,mathematisches Wissen“ und ,mathematische Rechtfertigung* erhoben werden.
Thre Methodologie erlaubt héchstens die Analyse empirisch addquater (statt intensional
aquivalenter) Bedingungen fiir tatsichliche Zuschreibungen von Wissen oder Rechtferti-
gung in der mathematischen Praxis. Daran ist die Soziologie der Mathematik aber nur
sekundar interessiert. In erster Linie geht es um die Erstellung einer Phénomenologie der
mathematischen Praxis im begrifflichen Rahmen einer umfassenderen wissenschaftssozio-

logischen Theorie, um den von ihr angestrebten Erklarungsanspruch einzulGsen.

TDies gilt speziell fiir die Wissenschaftssoziologie, entsprechend auch fiir die Arbeiten von Heintz.
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1.3 Sozio-empirisch informierte Erkenntnistheorie der
Mathematik

Heintz’ Diagnose einer zu schwach ausgefallenen Reaktion der Soziologie auf jiingste Ver-
schiebungen im philosophischen Bild der Mathematik gilt noch immer auch fiir die umge-
kehrte Richtung: Die Reaktion der Mathematikphilosophen auf die Soziologie der Mathe-
matik. Erst in jingster Zeit befassen sich mathematikphilosophische Arbeiten nicht nur
vereinzelt, sondern auch im Rahmen von weitreichenderen internationalen Forschungs-
projekten mit Ergebnissen der empirischen Sozialforschung zur wissenschaftlichen und

alltiglichen mathematischen Praxis.?®

In diesem Abschnitt werde ich den meiner Arbeit zugrundeliegenden methodischen
Ansatz vorstellen, dessen Programm explizit die Einbeziehung soziologischer Forschungs-
ergebnisse zur mathematischen Praxis einfordert, und den ich als ,sozio-empirisch infor-
mierte Erkenntnistheorie der Mathematik“ bezeichne. Wie ich in 1.3.1 genauer ausfiihre,
verstehe ich diesen Ansatz als Vorschlag fiir eine wissenschaftsphilosophisch motivierte
Erkenntnistheorie der Mathematik. In 1.3.2 bis 1.3.5 gehe ich genauer auf die Metho-
de, Zielsetzung und den Untersuchungsgegenstand einer sozio-empirisch informierten Er-
kenntnistheorie der Mathematik im Allgemeinen und meiner Arbeit im Besonderen ein.
Wie in den beiden vorangegangenen Abschnitten arbeite ich dabei entsprechende Cha-
rakteristika heraus, die ich in 1.3.6 zusammenfassend darstelle und denen aus 1.1.3 und

1.2.2 gegeniiberstelle.

1.3.1 Erkenntnistheorie der Mathematik als wissenschaftsphilophisch
motiviertes Projekt

Eine sozio-empirisch informierte Philosophie der Mathematik ist wissenschaftsphiloso-
phisch motiviert. Sie versteht sich als Teil einer umfassenden Wissenschaftsphilosophie
der Mathematik, also in diesem Sinne als eine Erkenntnistheorie der Mathematik als wis-
senschaftlicher Disziplin. Nach Paul Moser lassen sich generell drei Projekte einer wissen-
schaftsphilosophisch motivierten Erkenntnistheorie unterscheiden. Diese Unterscheidung
hilft auch dabei, das Programm des sozio-empirischen Ansatzes zu verdeutlichen. In Be-
zug auf eine Theorie mathematischen Wissens und mathematischer Rechtfertigung lautet

sie wie folgt:

58Vgl. hierzu Abschnitt 1.5.
%Vgl. Moser [95].
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(a) Das semantische Projekt mit der Frage: Was bedeutet es, dass X die mathema-

tische Aussage p gerechtfertigterweise glaubt bzw. weift?

(b) Das explanatorische Projekt mit der Frage: Unter welchen Bedingungen liegt
mathematisches Wissen bzw. Rechtfertigung vor?
Und schlieflich

(c) Das evaluative Projekt mit der Frage: Nach welchen Kriterien kénnen wir ent-

scheiden, ob mathematisches Wissen bzw. Rechtfertigung vorliegt?

Der sozio-empirisch informierte Ansatz stellt nun neben der allgemeinen Forderung, dass
die Kriterien unter (c) moglichst korrekte Evaluationen geméf (a) und (b) liefern sollen,
insbesondere die Forderung auf, dass eine addquate Erkenntnistheorie der Mathematik
sowohl konsistent mit philosophischen Intuitionen als auch empirisch reflektiert beziiglich
der tatsédchlichen mathematischen Praxis sein soll. Diese zweite Forderung hat zur Folge,
dass sowohl die tatséchlichen, in der mathematischen Praxis verwendeten epistemischen
Zuschreibungskriterien durch (c) angemessen abgebildet als auch spezielle Gegebenhei-
ten der Forschungspraxis bei der Formulierung von (b) beriicksichtigt werden miissen.
Zudem werden (b) und vor allem (c) in Hinblick auf (a) aufgewertet; die klassische ana-
lytische Erkenntnistheorie konzentriert sich hingegen stark auf (a) und l4sst insbesondere
(c) meist aufen vor. In Bezug auf die erstgenannte Forderung ist dem sozio-empirisch
informierten Ansatzes dariiber hinaus daran gelegen, die Beziehungen zwischen (a), (b)
und (c) genauer zu untersuchen. Dass Evaluationen geméf (c) moglichst korrekt geméfs
(a) und (b) sein sollen, erlaubt nur indirekte logische Riickschliisse von (c¢) auf (a) und
(b). Als philosophisch befriedigend wird hier aber erst eine Analyse angesehen, welche
die Verbindungen zwischen den gegebenenfalls unterschiedlichen Antworten auf die unter
(a), (b) und (c) genannten Fragen auch inhaltlich genauer abbildet.

Eine sozio-empirisch informierte Erkenntnistheorie der Mathematik erweitert daher die
Datenbasis fiir Schritt 2 des in Abschnitt 1.1.1 beschriebenen iterativen Dreischritts der
begrifflichen Modellierung explizit um empirische Resultate aus soziologischen Untersu-
chungen zur mathematischen Praxis. Die philosophischen Intuitionen werden in Schritt 3
einer Phanomenologie der tatsédchlichen mathematischen Praxis gegeniibergestellt. Dies
geschieht zum Beispiel dadurch, dass die mittels einer philosophischen Analyse gewon-
nenen Wahrheitsbedingungen von Séatzen der Form , X weif, dass p* oder ,X glaubt
gerechtfertigterweise, dass p* fiir mathematische Aussagen p mit der Bedeutung von ent-
sprechenden Zuschreibungen in der mathematischen Praxis verglichen und gegebenen-
falls geeignet modifiziert werden kénnen. Mit der Modifikation wird angestrebt, dass die

Verwendung der Begriffe ,Wissen“ und ,Rechtfertigung* in der mathematischen Praxis
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die analytisch gewonnenen Wahrheitsbedingungen fiir , X weifs, dasss p* und ,, X glaubt
gerechtfertigt, dass p“ in der Regel erfiillt.

Eine entsprechende Spezifikation des allgemeinen Dreischritt-Schemas der begrifflichen
Modellierung nach Lowe und Miiller entwickle ich in den folgenden Abschnitten. Die erste
Spezifikation betrifft eine Einschrankung des Untersuchungsgegenstandes im Vergleich

zur allgemeinen Erkenntnistheorie der Mathematik.

1.3.2 Formalisierbarkeitsorientierte Wissens- und
Rechtfertigungskonzeptionen im Fokus

Im Rahmen meiner Arbeit spezialisiere ich mich auf die Untersuchung der epistemischen
Rolle formaler und formalisierbarer mathematischer Beweise,% d.h. ihrer Relevanz fiir das
Vorliegen von mathematischem Wissen und mathematischer Rechtfertigung. Ich werde
also keine allgemeine Analyse der Begriffe ,mathematisches Wissen und ,mathematische
Rechtfertigung* vornehmen, sondern mich von vornherein auf beweisbasierte Rechtferti-
gung — d.h. der Grund, der X’ Uberzeugung, dass p, rechtfertigt, ist ein mathematischer
Beweis fiir p — und auf beweisbasiertes Wissen, also einen Wissensbegriff, der eine ent-
sprechende Rechtfertigungsbedingung notwendig beinhaltet, beschrinken. Mir geht es
insbesondere weder um mathematisches Wissen noch um mathematische Rechtfertigung
aufgrund spontaner Eingebungen des epistemischen Subjektes, oder aufgrund der Beru-
fung auf Tradierung oder eine Autoritdt. Die Einschriankung auf einen bestimmten Typ
von Rechtfertigungskonzeptionen trifft insbesondere auf Schritt 1 des Dreischrittes zu.
Die Einschriankung auf Konzeptionen beweisbasierten Wissens wird besonders in Schritt
2 deutlich: Um meinen Interessenschwerpunkt in den empirischen Untersuchungen zu
realisieren, habe ich ausschliefslich Wissenszuschreibungen praktizierender Mathematiker
untersucht, die aufgrund von Beweisen getétigt werden, welche das epistemische Subjekt

anfiihrt.6!

Auch unabhéngig von der speziellen Fokussierung auf die epistemische Rolle formaler
und formalisierbarer Beweise ist die damit verbundene Betonung der Rolle epistemischer
Rechtfertigung fiir eine Erkenntnistheorie der Mathematik sinnvoll. Ganz allgemein kann
nédmlich plausibel gemacht werden, dass fiir eine Erkenntnistheorie der Wissenschaften

der Rechtfertigungsbegriff eine wesentlich wichtigere Rolle als der Wissensbegriff spielt.

50G0fern nichts anderes gesagt wird, verwende ich die Ausdriicke ,formale Ableitung” und ,formaler
Beweis* im Sinne des Begriffes einer deduktiven formallogischen Ableitung aus einer Pramissenmenge,
vgl. S. vii.

51Vgl. auch Abschnitt 1.3.4.
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Diese Sichtweise vertritt etwa Laurence BonJour sogar fiir die allgemeine Erkenntnis-

theorie:

»In fact, for all its prominence, both philosophically and commonsensically,
the concept of knowledge is, in my judgement, a seriously problematic concept
in more than one way. So much so that it is, I believe, best avoided as far
as possible in sober epistemological discussion — as paradoxical as that may
sound. [...| I will largely concern myself here with justification rather than
knowledge. My conviction |[...] is that such an approach is adequate to |[...]

all of the central issues of traditional epistemology.*%2

Er begriindet dies unter anderem mit den folgenden beiden Argumenten:

1.) It is generally though not universally agreed that one necessary condi-
tion for knowledge is the possession by the belief in question of an adequate
degree of epistemic justification or warrant in at least roughly the sense adum-
brated above, that of there being a reason or basis for thinking that the belief
is true (or likely to be true). But what degree of justification? How strong
does such reason have to be to satisfy this requirement? To require with ma-
ny historical philosophers that the reason be strong enough to guarantee the
truth of the belief seems to restrict knowledge to a few simple propositions
of mathematics and logic, together perhaps with simple claims about one’s
own private sensory and introspective experience. Faced with the obvious in-
compatibility between this result and the vastly more extensive knowledge
ascriptions of enlightened common sense, epistemologists have generally ad-
opted the view (sometimes referred to as the ‘weak conception’ of knowledge)
that there is some lesser degree or level of justification, lower than a guaran-
tee of truth but presumably higher than mere 51 percent probability, that is
required for a belief to count as ‘knowledge’. The obvious question, however,
is just what this crucial level of justification actually is or how it might be
determined or specified. |...| Indeed, the sole reason for thinking that there
actually is a specific level of this sort is that its existence is apparently the
only way in which there can be a reasonably precise concept of knowledge
that does not lead at once to the skepticism generated by the more traditional

view (the ‘strong conception’ of knowledge).“%3

2[14, S. 21-23]
314, S. 21-22]
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2.)  ,,An important further source of such reasons is the notorious ‘Gettier
Problem’, which is, I believe, largely if not entirely an artifact of the idea of
a weaker level of justification that is still adequate for ‘knowledge’. It is also
worth asking what the significance of a ‘magic’ level of justification short of
a guarantee of truth could possibly be. Even if we had reached such a level in
a particular case, there would still be no reason not to seek still higher levels
of justification for any claim whose truth was a matter of serious interest, nor
would increases in justification become in any clear way less valuable once
the ‘magic’ level had been obtained. This again seems to call into question
whether the concept of knowledge as understood by the weak conception

could possibly have any real importance.“64

BonJours Argumente konnen zumindest fiir die Rechtfertigungsbedingung in einer Defi-
nition naturwissenschaftlichen Wissens leicht verstarkt werden: Im Falle von Argument 1
fallen die ,,gewussten Sétze der Naturwissenschaften aufgrund ihrer Theorieabhéngig-
keit, ihrer Allgemeingiiltigkeit, ihrer inhaltlich-begrifflichen Komplexitidt und der Vielfalt
moglicher empirischer Fehlerquellen offenbar unter jene Sétze, die sich nicht im Allgemei-
nen mit hundertprozentiger Sicherheit rechtfertigen lassen. Auch im Falle von Argument 2
lassen sich gerade die Wissenschaften ganz allgemein durch ein Streben nach groftmog-
licher Sicherheit und Rechtfertigung ihrer Aussagen charakterisieren, was mit der Idee
eines ausgezeichneten epistemischen Schwellenwertes unterhalb des theoretischen Maxi-
mums erst recht nicht vereinbar ist. Wéahrend eine epistemologische Reflektion wissen-
schaftlicher Methoden also eine Bereicherung des epistemischen Rechtfertigungsbegrif-
fes in Aussicht stellt, scheint der Wissensbegriff zumindest fiir die Naturwissenschaften
uninteressant. Eine epistemologische Reflektion naturwissenschaftlicher Methoden stellt
damit keine Bereicherung des Wissensbegriffes in Aussicht. Anzunehmen, dass sich solche
Uberlegungen auf die Mathematik als wissenschaftliche Disziplin per se nicht iibertragen
lassen, ist prima facie theoretisch unfundiert, will man nicht von vornherein behaupten,
mathematische Rechtfertigung sei ein epistemischer Ausnahmefall. Genau diese Behaup-
tung werde ich im Folgenden hinterfragen;%® insbesondere mochte ich zeigen, dass sie

auch empirisch nicht plausibel ist.

64[14, S. 23]
65 Auch BonJour betont ja in dem obigen Zitat, dass wenn {iberhaupt nur einige sehr einfache Aussagen
der Mathematik mit hundertprozentiger Sicherheit gerechtfertigt werden kénnen.
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1.3.3 Das Drei-Schritte-Programm (DSP)

Nach dieser Eingeschriankung meines Untersuchungsgegenstandes mochte ich nun die
Spezifikation des in 1.1.1 skizzierten dreischrittigen, iterativen Schemas der begrifflichen
Modellierung zu einem Drei-Schritte-Programm (kurz: DSP) fiir eine sozio-empirisch in-
formierte Erkenntnistheorie der Mathematik vorstellen, welches die Vorgehensweise mei-
ner Arbeit beschreibt.

Schritt 1 — vortheoretische Analyse Im ersten Schritt geht es um eine philosophische
Analyse moglicher Lesarten eines sogenannten formalisierbarkeitsorientierten Kriteriums
fiir epistemische Zuschreibungen (im Folgenden kurz: FKE, vgl. genauer Abschnitt 2.1),
d.h. eines Kriteriums fiir das Vorliegen von mathematischem Wissen oder epistemischer
Rechtfertigung, welches Rekurs auf den Begriff des formalen bzw. formalisierbaren mathe-
matischen Beweises nimmt. Diese Lesarten werden insbesondere vor dem Hintergrund all-
gemeiner erkenntnistheoretischer Wissens- und Rechtfertigungskonzeptionen untersucht.
Schritt 1 ist also, insbesondere im ersten Iterationsdurchgang, vortheoretisch in Bezug
auf die konkrete Fragestellung dieser Arbeit, dabei aber nicht véllig theoriefrei, sondern

durch die betrachteten erkenntnistheoretische Ansitze geprigt.6

Schritt 2 — sozio-empirische Phanomenologie Im zweiten Schritt werden zwei empiri-
sche soziologische Studien zu den in der mathematischen Praxis verwendeten epistemisch
relevanten Begrifflichkeiten durchgefiihrt und deren Ergebnisse vor dem Hintergrund der
in Schritt 1 erarbeiteten philosophischen Begriffsschemata analysiert. Die Ergebnisse, die
ich in meiner Arbeit behandle, habe ich unter Beriicksichtigung der folgenden Leitfrage

ausgewdhlt:

Nach welchen systematischen Kriterien werden Wissenszuschreibungen in der
mathematischen Praxis vorgenommen, und welche allgemeinen Konzeptionen
mathematischen Wissens und mathematischer Rechtfertigung werden dabei

gegebenenfalls verwendet?

Mein besonderes Interesse galt dabei wiederum der Rolle von Formalisierbarkeit. Um
diesen Schwerpunkt bereits in den empirischen Untersuchungen zu realisieren, habe ich
auch hier ausschlieblich Wissenszuschreibungen untersucht, die aufgrund von Beweisen
getitigt werden, welche das epistemische Subjekt anfiihrt. In einer ersten quantitativen
Umfrage-Studie habe ich in der Lehre oder Forschung tatige Mathematiker mittels eines

anonymen Online-Fragebogens zu ihrem abstrakten Wissens- und Beweisbegriff sowie

56Vgl. auch Abschnitt 1.1.1.

20



zu ihrer Beurteilung von Wissenszuschreibungen in konkreten Szenarien befragt. Nach-
folgend und aufbauend auf die Ergebnisse der ersten Studie habe ich eine qualitative
Interviewstudie mit internationalen, fithrenden Forschungsmathematikern durchgefiihrt.

In meiner Arbeit beschrinke ich mich damit, wie bereits betont, ausdriicklich auf so-
ziologische Studien, weshalb ich hier von einer sozio-empirischen Erkenntnistheorie der
Mathematik spreche. Diese Einschrankung ist natiirlich, wie bereits betont, fiir den all-
gemeinen methodischen Ansatz einer empirisch informierten Erkenntnistheorie der Ma-
thematik nicht notwendig; es ist durchaus wiinschenswert, im Rahmen von Schritt 2
auch Ergebnisse aus anderen empirischen Wissenschaften wie der Psychologie und den

Kognitionswissenschaften hinzuzuziehen.

Schritt 3 — Theoriebildung durch Uberlegungsgleichgewicht Im dritten Schritt strebe
ich ein Uberlegungsgleichgewicht zwischen der philosophischen Analyse formalisierbar-
keitsorientierter Kriterien fiir epistemische Zuschreibungen, wie sie in Schritt 1 durchge-
fithrt wurde, und den empirischen Ergebnissen aus Schritt 2 zur Verwendung von Wis-
senszuschreibungen auf der Grundlage von Beweisen in der mathematischen Praxis an.
Dazu vergleiche ich zunéchst die Ergebnisse aus Schritte 1 und 2, und entwickle auf
der Grundlage dieses Vergleichs zwei alternative, sozio-empirisch informierte Lesarten
eines FKE. Eine sozio-empirisch informierte Lesart eines FKE sollte dabei moglichst
empirisch-deskriptiv addquat in dem Sinne sein, dass sie von angemessenen Zuschreibun-
gen beweisbasierten Wissens (oder je nachdem beweisbasierter Rechtfertigung) in der

mathematischen Praxis in der Regel erfiillt wird.5”

Den Terminus ,,Uberlegungsgleichgewicht* verwende ich dabei in Anlehnung an seine Be-
deutung als Methode der Erkenntnistheorie bzw. Ethik, allerdings nicht ganz analog. In
der Erkenntnistheorie®® bzw. in der Ethik nach Rawls ist mit ,,Uberlegungsgleichgewicht
die Abstimmung von intuitiv anerkannten Einzelfillen von gerechtfertigten Meinungen
(in der Erkenntnistheorie) bzw. guten Handlungen (in der Ethik) und als giiltig ange-
sehenen Rechtfertigungs- bzw. ethischen Prinzipien gemeint. Das Streben nach einem
solchen Gleichgewicht zwischen intuitiven Bewertungen von singuldren Aussagen und
allgemeinen Prinzipien leitet die Analyse der Wahrheitsbedingungen von Aussagen iiber
den Rechtfertigungsstatus bzw. iiber das Gute. Ich verstehe ,,Uberlegungsgleichgewicht
hier in zweierlei Hinsicht in einem weiteren Sinne. Erstens meine ich damit insbesondere
ein interdisziplindres Uberlegungsgleichgewicht, das vor allem auch zwischen der Ver-

wendung erkenntnistheoretisch relevanter Begriffe durch praktizierende Mathematiker in

57vgl. S. 17.
58Vgl. etwa Grundmann [49, S. 35 f.], ebenso die Ausfiihrungen in Abschnitt 1.4.1.
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konkreten Situationen der mathematischen Praxis und philosophischen Intuitionen iiber
epistemische Prinzipien fiir die Mathematik vermitteln soll. Damit fordere ich zweitens
ein Uberlegungsgleichgewicht nicht nur zwischen den Wahrheitsbedingungen singuléirer
Wissens- und Rechtfertigungszuschreibungen und den semantischen Konsequenzen allge-
meiner epistemischer Prinzipien fiir den Wahrheits- und Rechtfertigungsbegriff, sondern
auch zwischen Wahrheits- und Zuschreibungsbedingungen. Diese Gegeniiberstellung von
Wabhrheits- und Zuschreibungsbedingungen kann aus sprachphilosophischer und sprach-
wissenschaftlicher Sicht als Aufweichung der Grenze zwischen Semantik und Pragmatik
angesehen werden. Eine solche prinzipielle Aufweichung entspricht der heute iiblichen
Sichtweise in der Debatte um die Existenz und den moglichen Verlauf einer solchen
Grenze, auch wenn die Ansichten zum zuldssigen Grade dieser Aufweichung auseinan-
dergehen (vgl. Abschnitt 1.3.4). Im Falle einer wissenschaftsphilosophisch motivierten
Erkenntnistheorie der Mathematik wiirde die Annahme einer zu scharfen Grenze das
Spektrum einer Analyse des Wissens- und Rechtfertigungsbegriffs, welches neben rein
semantischen auch explanatorische und evaluative Aspekte umfasst (vgl. S. 15), offenbar
unzuléssig einschranken.

Wie zu Beginn von Abschnitt 1.1 dargestellt, ist der iterative Charakter des Theo-
riebildungsprozesses geméf eines solchen Drei-Schritte-Programmes wesentlich, d.h. die
drei Schritte miissen in mehrfacher Abfolge durchlaufen werden, bis mit einem zufrieden-
stellenden Ergebnis zu rechnen ist. Zwischen der in Kapitel 2 dargestellten Analyse ver-
schiedener formalisierbarkeitsorientierter Kriterien fiir epistemische Zuschreibungen im
Rahmen von Schritt 1 lagen entsprechend mehrere Iterationsdurchgénge, wobei Schritt 2
dabei unter anderem aus dem Riickgriff auf eigene Erfahrungen aus der mathematischen
Praxis bestand. Auch zwischen der Durchfiihrung der beiden empirischen Untersuchun-
gen lag ein weiterer Iterationsdurchgang, der das Design der zweiten empirischen Studie
mafgeblich geprigt hat.%? Die Darstellung in den Kapiteln 2, 3, 4 und 5 verzichtet aller-
dings auf eine explizite Beschreibung mancher Durchgénge dieser Iterationen zugunsten

der Lesbarkeit und argumentativen Ubersichtlichkeit.

1.3.4 Bemerkungen zu Schritt 2 und 3

Untersuchungsgegenstand von Schritt 2 des DSP sind konkrete Wissenszuschreibungen
in der mathematischen Praxis, also sprachliche Handlungen, die mehr oder weniger an-
gemessen sein konnen relativ zu den Spielregeln der mathematischen Gemeinschaft: Ein

Zuschreiber Y handelt in einer bestimmten Weise, indem er sagt ,, X weifs, dass die mathe-

59Vgl. etwa den Anfang von Abschnitt 3.4.
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matische Aussage p wahr ist“.”® Uber den angemessenen Umgang mit Wissenszuschrei-
bungen in der mathematischen Praxis wird die Bedeutung der verwendeten epistemischen
Begriffe erst intersubjektiv festgelegt. Ob eine Handlung in einer bestimmten Gemein-
schaft nun als angemessen oder gerechtfertigt gilt, ist starker durch soziale Mechanismen
als durch explizite verbale Regeln festgelegt. Hieraus ergibt sich eine natiirliche Moti-
vation dafiir, zur genaueren Bestimmung der Bedeutung epistemischer Begrifflichkeiten
innerhalb der mathematischen Praxis quantitative und qualitative Untersuchungstechni-

ken der empirische Soziologie einzusetzen.

In Schritt 2 von DSP geht es also nicht darum, ausgehend von einem theoretischen
Wissens- oder Rechtfertigungsbegriff empirisch zu untersuchen, ob einzelne Wissenszu-
schreibungen der Form .Y bejaht, dass X weifs, dass p“ oder ,, X weif}, dass p* tatséchlich
wahr oder falsch sind. Gerade umgekehrt dient die empirische Untersuchung der tatséch-
lichen Zuschreibungsbedingungen fiir Wissenszuschreibungen praktizierender Mathema-
tiker einer Bedeutungsanalyse von Wissens- und Rechtfertigungsbegriffen der mathema-
tischen Praxis: Die empirisch gefundenen Zuschreibungskriterien sollen in Schritt 3 als
Kandidaten fiir Wahrheitsbedingungen fiir Sétze der Form , X weifs, dass p* und , X

glaubt gerechtfertigterweise, dass p“ fiir mathematische Aussagen p diskutiert werden.

Ich werde im Folgenden einige philosophische Grundannahmen explizit formulieren,
die dieses Vorgehen moglich und plausibel machen. Anschliefsend diskutiere ich kurz
prinzipielle Fragen in Bezug auf die Auswahl und Abfolge quantitativer versus qualitati-
ver empirischer Erhebungs- und Auswertungsmethoden fiir die konkrete Umsetzung von
Schritt 2.

Methodologische Voraussetzungen und philosophische Grundannahmen

Der Riickgriff auf Zuschreibungskriterien fiir Wissen auch im Rahmen einer Diskussi-
on von Wahrheitsbedingungen fiir , X glaubt gerechtfertigterweise, dass p* ist unter der
Annahme sinnvoll, dass der Wissensbegriff der mathematischen Praxis eine Rechtferti-
gungsbedingung beinhaltet. Wie bereits in Abschnitt 1.3.2 diskutiert, mache ich gerade
diese Annahme ganz explizit. Wie sich noch zeigen wird, legen die empirischen Ergebnisse
sogar nahe, dass bei Wissenszuschreibungen unter Mathematikern der Rechtfertigungs-

begriff eine dominantere Rolle als der Wissensbegriff selbst spielt.

Eine fruchtbare Analyse der Zuschreibungsbedingungen fiir Wissen und Rechtfertigung

in der mathematischen Praxis setzt zudem methodologisch voraus, dass Mathematiker

"Vgl. Kompa [63, S. 16-17].
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epistemische Zuschreibungen systematisch tatigen. Dariiber hinaus mache ich explizit die

folgenden (sprachphilosophischen) Annahmen:

1. Ein wesentlicher Teil der Bedeutung, inklusive der Wahrheitsbedingungen, von epi-
stemischen Zuschreibungen in der mathematischen Praxis ist durch deren tatséch-

lichen Gebrauch unter praktizierenden Mathematikern bestimmt.

2. Praktizierende Mathematiker bejahen eine epistemische Zuschreibung genau dann,

wenn sie den Inhalt dieser Zuschreibung fiir wahr halten.

Die erste Annahme ist im Hinblick auf die Unterscheidung zwischen Semantik und Prag-
matik zuldssig: Eine Aufmerksamkeitsverschiebung hin zum tatséchlichen Gebrauch von
Wissenszuschreibungen impliziert keine zwangslaufige Beschréankung auf eine ,reine Prag-
matik, welche die Semantik als autonome Komponente aufsen vorlasst. Auch im Allge-
meinen werden Wahrheitsbedingungen nicht als autonom im Hinblick auf Sprachpragma-
tik betrachtet.”! Der ,nur-dann“-Teil der zweiten Annahme kann als eine Version einer
der Griceschen konversationalen Maximen aufgefasst werden: Sag nichts von dem Du
glaubst dass es falsch ist, die unter die Kategorie der Qualitét des ,,cooperative principle
of conversation“”? fillt. Der ,wenn-dann“-Teil mag dagegen im Allgemeinen nicht gelten,
reduziert sich aber im Falle meiner empirischen Forschungsprojekte, einer Umfrage- und

einer Interviewstudie, zu einer plausiblen methodologischen Préamisse.

Quantitative vs. qualitative empirische Methoden

Terminologisch verwende ich die Unterscheidung zwischen quantitativen und qualitati-
ven empirischen Methoden hier in Bezug auf die Art der erhobenen Daten bzw. das
Erhebungsverfahren im Sinne der empirischen Soziologie — sie allgemeiner in Bezug
auf empirische Forschungsprozesse zu verwenden (also ohne Unterscheidung zwischen
Datenerhebungs-, Datenaufbereitungs- und Datenauswertungsverfahren) macht wenig

Sinn, da die Begriffe dann sehr unscharf werden; im Prinzip sind an jedem empirischen

"Vgl. z.B. Carston [20, S. 47-48]. Die sprachphilosophische Debatte iiber die Beziehung zwischen
Wahrheitsbedingungen (¢ruth conditions) und Zuschreibungsbedingungen (conditions of assertibility)
wurde in den 30er Jahren u.a. durch Arbeiten Freges, Russells, des spaten Wittgenstein und John Deweys
aufgeworfen und spéater prominent etwa von David Lewis, Wilfried Sellars, Robert Brandom und Michael
Dummett weitergefiihrt (vgl. z.B. [73], [116], [16] und [34, 35], und fiir einen Bezug der allgemeinen
Diskussion auf spezielle mathematikphilosophische Fragestellungen etwa die kurze zusammenfassende
Darstellung in Benacerraf & Putnam [9, S. 24 f.]). Grice hat in diesem Zusammenhang die Rolle der
Pragmatik gegeniiber der reinen Semantik betont (vgl. [47] und auch [48]). Vgl. fiir die zeitgendssische
Weiterentwicklung der Debatte speziell fiir den Fall der Analyse des Wissenbegriffes beispielhaft DeRose
[30] und Pritchard [111].

"Siehe Grice [47].
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Forschungsprozess sowohl quantitative als auch qualitative Schritte beteiligt.”® Ein Er-
hebungsverfahren bezeichne ich nun als quantitativ, wenn es als Messinstrument fiir die
Auspriigung (Werte) verschiedener Merkmale (Variablen) der Studienteilnehmer dient.”™
Dabei spielt es zunédchst keine Rolle, ob diese Auspriagungen auf einer nominal-, ordinal-
oder intervallskalierten Skala gemessen werden. Quantitative Erhebungsverfahren sind
allgemein auf numerische, d.h. in der Regel auf statistische Auswertungsverfahren hin
ausgerichtet.”™ Die klassische standardisierte Umfragestudie mit vorgegebenen Antwort-
kategorien ist ein solches quantitatives Verfahren. Ein qualitatives Erhebungsverfahren
zeichnet sich dagegen besonders durch seine Einzelfallbezogenheit aus — zudem ist es stark
auf textinterpretatorische Auswertungsverfahren hin ausgerichtet, so dass gerade keine
vorgegebenen Antwortkategorien verwendet und damit auch keine numerischen Daten
erhoben werden. Die Einzelfallanalyse anhand von Dokumentmaterialen oder eine Inter-
viewstudie mit offenen Fragen, z.B. die in Abschnitt 4 vorgestellten Leitfadeninterviews,

sind Beispiele fiir qualitative Studien.”

Die Verwendung groftenteils quantitativer Methoden in der ersten durchgefiihrten Stu-
die hat zwei Griinde. Zum Einen ist sie der Vermutung geschuldet, dass die Art und Wei-
se, wie einzelne praktizierende Mathematiker etwa iiber mathematisches Wissen denken,
stark von individuellen Faktoren beeinflusst und vielleicht sogar eine personliche Stilfrage
ist. Im Gegensatz dazu erscheint die mathematische Praxis, zumindest eingeschrénkt auf
bestimmte Teilbereiche (Schulmathematik, universitire Mathematik, Forschungsmathe-
matik, einzelne Forschungsgruppen, einzelne Fachgebiete), recht homogen und einheit-
lich. Nun ist es ein in der Soziologie wohlbekanntes Faktum, dass die Art und Weise,
wie Menschen iiber bestimmte Dinge denken, nicht notwendigerweise mit der Art und
Weise iibereinstimmen muss, wie sie in Bezug auf diese Dinge als Mitglied einer sozialen
Gemeinschaft handeln. Einzelne Auferungen iiber die innere Einstellung mogen beziig-
lich konkreter Situationen nur eine Handlungstendenz andeuten.”” Die Ergebnisse einer
quantitativen Umfrage sollten somit klarere Erkenntnisse beziiglich der Homogenitét der
Verwendung von Wissenszuschreibungen, vor allem innerhalb von bestimmten Unter-

gruppen von praktizierenden Mathematikern, liefern, als eine rein qualitative Studie.

"Vgl. Mayring (93, S. 19].

"Vgl. Klammer [59, S. 77 ff.] oder Mayring [93, S. 17].

"Es ist jedoch durchaus iiblich, einem quantitativen Erhebungverfahren auch ein qualitatives Aus-
wertungsverfahren folgen zu lassen. Man spricht etwa bei der Analyse einer nominalskalierten Messung
von einer qualitativen im Sinne einer klassifikatorischen Analyse (vgl. [93, S. 17]). Auch im Falle der in
Abschnitt 3.2 vorgestellten Clusteranalyse handelt es sich um eine klassifikatorische Analyse quantitativ
erhobener Daten.

"6Vgl. Mayring [92, S. 25 ff. und S. 66 ff.] oder [93].

"Vgl. [59, S. 220].
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Trotzdem wurden bereits in der ersten Umfragestudie in Form von Freitextkommentaren
auch qualitative Daten erhoben, die die quantitativen Daten als Kontrolldaten ergdnzen
und als Interpretationshilfen fungieren sollten.

Zum Anderen ging der empirischen Studie ein theoretischer Schritt voraus, der in der
Entwicklung der Fragestellung und der Auswahl und Kategorisierung der zu testenden
Variablen (Fragen) und Auspriagungen (Antwortvorgaben), also dem Design des Frage-
bogens, bestand. Dieser Schritt war ein introspektiv auf philosophischen Intuitionen (wie
sie in Schritt 1 von DSP analysiert wurden) und eigenen Erfahrungen mit der mathe-
matischen Forschungspraxis basierter qualitativer Analyse-Schritt im Gesamtprozess. Die
qualitativ-analytisch gefundene Vorkategorisierung des Untersuchungsgegenstandes sollte
mit Hilfe von Daten, die durch ein quantitatives Erhebungsverfahren gewonnen wurden,
empirisch gefestigt werden, bevor ein weiterer empirischer, qualitativer Erhebungs- oder
Analyseschritt erfolgt.”® Im Anschluss an die Umfragestudie habe ich auf Grundlage der
dort gewonnenen Ergebnisse einen Interviewleitfaden fiir eine qualititative Interview-
studie entwickelt.” Die Ergebnisse der Interviewstudie konnten so die Ergebnisse der

Umfragestudie klaren und vertiefen.

1.3.5 Normative und deskriptive Aspekte von DSP

Um den gerade vorgestellten Ansatz zusammenfassend zu charakterisieren, bedarf es
noch einer kurzen Diskussion der Frage nach dem mit DSP einhergehenden normativen®’
Anspruch.

DSP ist wissenschaftsphilosophisch motiviert, was sich insbesondere in dem damit
verbundenen normativen Anspruch niederschlégt. Weder eine zu stark normative, eine

falsch verstandene normative, noch eine rein deskriptive Wissenschaftsphilosophie sind

"8Dies entspricht dem bei Mayring beschriebenen Drei-Phasen-Schema im empirischen Forschungspro-
zess, nach dem auf eine qualitative Analyse in Bezug auf , Fragestellung, Begriffs- und Kategorienfindung
sowie Analyseinstrumentarium® unter Zuhilfenahme quantitativer Erhebungsverfahren ein erneuter qua-
litativer Analyseschritt folgt (vgl. Mayring [93, S. 20]).

Qualitative Interviews mit praktizierenden Mathematikern wurden unter anderem auch von den
Wissenschaftssoziologen Bettina Heintz und Donald MacKenzie sowie dem Philosophen Jorg Marko-
witsch zu unterschiedlichen Zwecken und mit unterschiedlichen Methoden durchgefiihrt. Heintz fiihrte
19 Leitfadeninterviews am Max-Planck-Institut fiir Mathematik in Bonn, die sie in [53] ausgewertet hat.
MacKenzie interviewte fiihrende Wissenschaftler aus den Bereichen Informatik und Kiinstlicher Intel-
ligenz zu Fragen der Beziehungen zwischen Computern und mathematischen Beweisen und der Rolle
sogenannter Computerbeweise; die Ergebnisse diskutiert er in [83]. Markowitsch fithrte insgesamt 11 In-
terviews mit acht Mathematikern zur Frage nach implizitem Wissen in der Mathematik, deren Ergebnisse
in seine Dissertationsschrift [89] einflossen. Seine Interviews orientierten sich methodisch jedoch nicht an
streng soziologischen Mafistdben; ihnen lag auch kein standardisierter Leitfaden, sondern jeweils ein rein
personenspezifischer Fragenstock zugrunde (vgl. [89, S. 4-5]).

80vgl. S. 2, insbesondere Fufinote 18.
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wiinschenswert. Einer richtig verstandenen normativen Wissenschaftsphilosophie geht es
etwa nach Esfeld nicht darum, ,yon aufen Normen an die wissenschaftliche Praxis her-
anzutragen, sondern zur Klarung bestimmter wissenschaftsimmanenter Fragestellungen
mittels der ,begrifflichen Werkzeuge der Wissenschaftsphilosophie”“ beitragen zu kon-
nen.8! Eine zu stark deskriptive Wissenschaftsphilosophie vernachlissigt die notwendige

interaktiv-philosophische Komponente:

,Dennoch ist es fraglich, ob es sinnvoll ist, fiir eine rein deskriptive Wissen-
schaftstheorie einzutreten. Eine rein deskriptive Wissenschaftstheorie nutzt
die Teilnahme an der wissenschaftlichen Gemeinschaft, die erforderlich ist,
um wissenschaftliche Theorien zu verstehen, nicht, um an der Fortentwick-

lung der betreffenden Praktiken selbst mitzuwirken. 52

Eine zu stark normative Wissenschaftsphilosophie lauft dagegen Gefahr, sich génzlich
von ihrem Gegenstandsbereich loszulsen. Lowe und Miiller formulieren dies in [76] ganz

allgemein als Dilemma einer ,Philosophie von X

,One of the hardest methodological challenges in philosophy is to give an
account of what one is doing in establishing a “philosophy of” something
that is already there. Philosophical theory building often starts out with
a normative agenda, which threatens to loose touch with what the theory
is to be about. On the other hand, a purely descriptive approach can be
criticised for failing to be distinctively philosophical. Is there a safe passage
for “philosophy of X7, generally, between the Scylla of normative subject-

blindness and the Charybdis of merely descriptive non-philosophy?“83

Die sozio-empirisch informierte Erkenntnistheorie der Mathematik beschreitet als Tei-
laspekt einer umfassenderen Wissenschaftsphilosophie der Mathematik mit DSP gerade
einen vertretbaren Mittelweg zwischen einer stark normativen und einer rein deskriptiven
Wissenschaftsphilosophie: Finerseits trigt sie zwar deskriptive Ziige, da es in Schritt 2
von DSP um eine Abbildung der tatséichlichen Verwendung epistemischer Begrifflich-
keiten in der mathematischen Praxis und um eine Analyse dieser Verwendungsweise
durch Angabe systematischer Zuschreibungskriterien fiir mathematisches Wissen und
mathematische Rechtfertigung geht. Diese spezielle deskriptive Komponente, also das
Verstindnis der tatséchlichen epistemischen Praktiken in der mathematischen Praxis, ist

aber andererseits eine notwendige Bedingung fiir eine Erkenntnistheorie der Mathematik

81vgl. [37, S. 220-221].
8237, S. 220].
83176, Abschn. 3].
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im Rahmen einer richtig verstandenen normativen, interaktiven Wissenschaftsphiloso-
phie.®* In Schritt 3 flieken dabei nicht die in Schritt 2 erhobenen reinen empirischen
Daten ein, sondern die philosophisch geprégte Interpretation und Analyse der daraus re-
lativ zum begrifflichen Hintergrund des pratheoretischen Apparates gewonnenen stabilen
sozio-empirischen Phénomene. Dieser begriffliche Apparat ist auch hier, insbesondere im
ersten Iterationsschritt, der der klassischen analytischen Erkenntnistheorie. In Schritt 3
werden schlieklich aus den in Schritt 1 analytisch begriindeten, formalisierbarkeitsori-
entierten philosophischen Konzeptionen beweisbasierten mathematischen Wissens und
beweisbasierter mathematischer Rechtfertigung diejenigen herausgearbeitet (und dabei
gef. geeignet modifiziert), die der Forderung nach empirisch-deskriptiver Adiquatheit®®
am néichsten kommen. In diesem Sinne handelt es sich bei DSP und entsprechend bei
einer (sozio-)empirisch informierten Erkenntnistheorie der Mathematik nicht um ein rein

deskriptives Unternehmen, sondern um einen zumindest moderat normativen Ansatz.

1.3.6 Zusammenfassende Charakterisierung

Im Sinne der vier allgemeinen Charakteristika in Bezug auf Untersuchungsgegenstand,
-ziel ; -methode und Anspruch, die ich fiir die analytische Erkenntnistheorie und die So-
ziologie der Mathematik in den vorangegangenen Abschnitten formuliert habe, und im
Vergleich zu diesen, lasst sich fiir den Ansatz der sozio-empirisch informierten Erkennt-

nistheorie der Mathematik nun zusammenfassend Folgendes festhalten:

(1) Ahnlich wie in der analytischen Erkenntnistheorie und im Unterschied zur So-
ziologie der Mathematik sind die epistemischen Begriffe ,mathematisches Wis-
sen und ,mathematische Rechtfertigung” Untersuchungsgegenstand einer sozio-
empirisch informierten Erkenntnistheorie der Mathematik, allerdings nicht nur als
philosophisch reflektierte theoretische Begriffe, sondern auch als verwendete Be-
grifflichkeiten der wissenschaftlichen mathematischen Praxis. Diese Abgrenzung zur
Soziologie der Mathematik wird besonders in Schritt 1 von DSP deutlich. Dariiber
hinaus werden auch soziale Prozesse der Wissensproduktion, -beurteilung und -
kommunikation in der mathematischen Praxis, wenn auch nicht zum direkten, so

aber zum indirekten Untersuchungsgegenstand, da anzunehmen ist, dass diese die

84Vgl. hierzu wieder Esfeld:

,Das Hauptargument fiir eine normative Wissenschaftstheorie [...] ist dementsprechend
dieses: Es ist sinnvoll, die Teilnahme [an der wissenschaftlichen Gemeinschaft|, die zum
Verstehen von Wissenschaft erforderlich ist, zu nutzen, um zur Weiterentwicklung der be-
treffenden normativen Praktiken beizutragen.“ ([37, S. 220])

85Vgl. S. 17 und 21.
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Verwendung epistemischer Begriffe beeinflussen. Die Abgrenzung von der klassi-

schen analytischen Erkenntnistheorie vollzieht sich damit besonders in Schritt 2.

Die Untersuchungsziele bestehen darin, notwendige und zusammen hinreichende
Bedingungen fiir die tatséchliche Verwendung der unter (1) genannten Begriffe
unter Fachexperten der wissenschaftlichen mathematischen Praxis anzugeben, um
anschliefsend einen konstruktiven Vergleich dieser Bedingungen mit den Ergebnis-
sen einer klassischen philosophischen Analyse des mathematischen Wissens- und
Rechtfertigungsbegriffes — unter besonderer Beachtung formalisierbarkeitsorientier-
ter Konzeptionen — durchzufithren. Idealerweise wird dabei ein Uberlegungsgleich-
gewicht zwischen den rein analytischen philosophischen Uberlegungen und denen zu
den empirischen Ergebnissen angestrebt; konkret soll auf der Grundlage des Verglei-
ches schlieflich eine erkenntnistheoretisch und wissenschaftsphilosophisch vertret-
bare und zugleich hinsichtlich der mathematischen Praxis reflektierte Konzeption

mathematischer Rechtfertigung und mathematischen Wissens formuliert werden.

Zu den Untersuchungsmethoden zéhlen neben dem Riickgriff auf Introspektion und
philosophische Intuitionen zur Analyse der Bedingungen fiir die Verwendung der
epistemischen Begriffe auch Methoden der empirischen Soziologie; in meinem Fall
sind dies insbesondere Umfrage- und Interview-Studien unter praktizierenden Ma-
thematikern. Die Auswertung dieser Studien erfolgt vor dem Hintergrund der Er-
gebnisse der philosophischen Analyse formalisierbarkeitsorientierter Wissens- und

Rechtfertigungskonzeptionen fiir die Mathematik.

Der grundsétzliche Anspruch einer analytischen Erkenntnistheorie der Mathema-
tik, korrekte von nicht korrekten Verwendungsweisen epistemischer Begriffe zu un-
terscheiden, wird auch in der sozio-empirisch informierten Erkenntnistheorie der
Mathematik in Teilen aufrecht erhalten. Allerdings wird die klassische Begriindung
dieses Anspruchs durch den Verweis auf Aprioritit und den alleinigen Primat phi-
losophischer Intuitionen, und damit die Absolutheit von  korrekt”, in Frage gestellt
und durch den Bezug auf die tatséchliche mathematische Praxis relativiert. Damit
wird insbesondere angestrebt, den wissenschaftsphilosophisch relevanten Informati-
onsgehalt der begrifflichen Analyse durch den Riickbezug auf die tatséchliche Ver-
wendung epistemischer Begrifflichkeiten in der mathematischen Praxis zu erhohen.
Damit soll auch ein Fundament fiir eine adédquate Diskussion iiber die Frage nach
einem epistemischen Sonderstatus der Mathematik als wissenschaftlicher Praxis
geschaffen werden. Gerade in diesem Sinne versteht sich eine sozio-empirisch infor-

mierte Erkenntnistheorie der Mathematik nicht als rein deskriptives Unternehmen,
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sondern im gerade diskutierten Sinne als Teilaspekt einer moderat normativen Wis-

senschaftsphilosophie.

Mit Blick auf Aspekt (4) ldsst sich der sozio-empirisch informierte Ansatz in Bezug auf
die in 1.1 vorgestellte analytische Erkenntnistheorie der Mathematik und die in 1.2 vor-
gestellte Soziologie des mathematischen Wissens genauer wie folgt einordnen: Im Falle
der klassischen analytischen Erkenntnistheorie basieren die unter Schritt 2 des allge-
meinen Modells der begrifflichen Modellierung herangezogenen Phénomene naturgeméfs
bereits in starkem Mafe auf dem jeweiligen philosophisch-begrifflichen Vorversténdnis.
Ein echter, konstruktiver Vergleich dieses Vorverstindnisses mit der mathematischen
Praxis ist dadurch schwer moglich. Damit fehlt aber eine geeignete Basis fiir eine wissen-
schaftsphilosophisch sinnvolle Interaktion mit dem Gegenstandbereich, der Mathematik
als wissenschaftlicher Disziplin. Die klassische analytische Erkenntnistheorie ist aus wis-
senschaftsphilosophischer Sicht in diesem Sinne als zu stark normativ anzusehen. Eine
reine Soziologie des mathematischen Wissens stellt dagegen aus wissenschaftsphilosophi-
scher Sicht ein in erster Linie deskriptives Projekt dar. Die Erweiterung der Datenbasis
im Rahmen von DSP liefert hier eine geeigenete Mischform eines deskriptiven und norma-
tiven philosophischen Ansatzes: DSP beinhaltet eine addquate deskriptive Komponente
und lasst so eine Interaktion mit dem Untersuchungsgegenstand, der Mathematik als
wissenschaftlicher Disziplin, zu. Auswahl und Analyse der herangezogenen empirischen
Phanomene aus der mathematischen Praxis sind dabei weiterhin vom pratheoretischen
philosophischen Vorverstandnis geleitet, jedoch nicht in zu hohem Mafle oder gar aus-

schlieklich durch dieses gepragt.

1.4 Argumente fiir und gegen die Wahl des speziellen Ansatzes

Nachdem das Programm der sozio-empirisch informierten Erkenntnistheorie der Mathe-
matik vorgestellt ist, mochte ich noch einmal detaillierter auf die Frage eingehen, warum
ich fiir die Problemstellung meiner Arbeit — auch entgegen einem prominenten Einwand
gegen die Einbeziehung von Ergebnissen soziologischer empirischer Untersuchungen —

gerade diesen speziellen Ansatz gewihlt habe.

1.4.1 Ein metaepistemologisches Argument: Weites
Uberlegungsgleichgewicht

In [49] diagnostiziert Thomas Grundmann hinsichtlich der Phdnomenologie der aktuel-

len Grundsatzdebatten in der allgemeinen Erkenntnistheorie folgendes Defizit der Me-
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thode der klassischen Begriffsanalyse: Die philosophischen Intuitionen beziiglich pra-
theoretischer epistemischer Begriffe sind widerstreitend. Dabei stehen sich nicht nur Intui-
tionen von Vertretern konkurrierender philosophischer Positionen — etwa eines erkenntnis-
theoretischen Internalismus und Externalismus — unvereinbar gegeniiber.®6 Auch Intuitio-
nen ein und desselben Autors erweisen sich immer wieder als nicht konsistent.®” Grund-
mann schlédgt daher vor, im Rahmen einer Metaepistemologie die Methode um einen
Kontrollfaktor zu erweitern. Er fordert, dass ein ,weites Uberlegungsgleichgewicht“®® auf

der Grundlage einer breiteren Datenbasis als traditionell {iblich angestrebt wird:

,lch glaube, dafs sich das Problem daraus ergibt, dafs die konservative Be-
griffsanalyse eine zu eingeschréinkte Datenbasis verwendet. Es geniigt nicht,
wenn wir unsere wohliiberlegten Intuitionen iiber die Extension eines Begriffs
in moglichen Situationen mit Aussagen iiber die Intension abgleichen. Wenn
wir das tun, dann wenden wir im Grunde die Methode des engen Uberle-
gungsgleichgewichtes auf die Begriffsanalyse an. Wir sollten stattdessen die
Datenbasis einfach erweitern und die Begriffsanalyse im Sinne eines weiten
Uberlegungsgleichgewichtes betreiben.“8?

Grundmann bietet eine Art innerphilosophische ,kohdrenz-theoretische” Erweiterung der
klassischen Datenbasis an. Neben philosophischen Intuitionen beziiglich der Verwendung
epistemischer Begriffe in faktischen oder kontrafaktischen konkreten Situationen und dem
intuitiven philosophischen Vorversténdnis epistemischer Prinzipien sollen Intuitionen zur
systematischen Rolle dieser Begriffe sowie bestimmte grundlegende philosophische Hin-
tergrundintuitionen®® herangezogen werden.

Grundmanns allgemeine metaepistemologische Kritik sowie seinen Losungsansatz ei-
nes erweiterten Uberlegungsgleichgewichts greife ich fiir den speziellen Fall der Erkennt-
nistheorie der Mathematik auf. Mit DSP schlage ich jedoch eine andere Erweiterung
der Datenbasis vor:*! Es soll versucht werden, ein Uberlegungsgleichgewicht zwischen
der klassischen theoretisch-philosophischen Analyse des mathematischen Wissensbegrif-

fes auf der einen und der Phéanomenologie hinsichtlich der tatsdchlichen mathematischen

86Dies fiihrt bereits zu einem methodologischen Problem, denn die Einschrinkung der Datenbasis
auf Intuitionen von Vertetern derselben erkenntnistheoretischen Grundposition fiihrt zwangsldufig zu
erkentnistheoretisch irrelevanten Ergebnissen. Vgl. etwa Cummins [28].

87Vgl. [49, S. 23 .

8849, S. 50].

89149, S. 50].

9Fiir den Begriff der epistemischen Rechtfertigung ist dies bei Grundmann etwa der Rechtfertigungs-
skeptizismus.

9 Dies schlieft eine zusitzliche Erweiterung im Sinne von Grundmann natiirlich nicht aus.
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Praxis auf der anderen Seite herzustellen. Die Datenbasis fiir die Herstellung des Uber-
legungsgleichgewichtes wird also nicht um weitere philosophische Intuititionen erweitert,
sondern um die Phénomenologie der konkreten Verwendungen von Begriffen wie ,Wissen",
,Rechtfertigung” und , Beweis“ durch Experten aus der mathematischen Praxis.

Es ist nicht ganz selbstverstédndlich, dass das Aufgreifen des von Grundmann vorge-
brachten allgemeinen metaepistemologischen Kritikpunktes fiir den von mir untersuchten
speziellen Fall iiberhaupt zulédssig ist. Tatséchlich scheint sich die urspriingliche Motiva-
tion von Grundmanns Argument, ndmlich eine festgefahrene Debatte um widerstreitende
philosophisch geschulte Intuitionen beziiglich der zu analysierenden epistemischen Begrif-
fe, auf den ersten Blick fiir den Fall der Mathematik in Luft aufzulosen: Zumindest im
Sinne einer traditionellen Erkenntnistheorie der Mathematik mag man mathematisches
Wissen recht einhellig als unproblematischen Fall einer internalistischen, invariantisti-

92 4 priori ansehen, die wesentlich auf einem Begriff von

schen Konzeption von Wissen
Rechtfertigung durch formale mathematische Beweise basiert.

Dieses Bild relativiert sich bei genauerer Betrachtung zumindest einer breiteren gegen-
wartigen Diskussion jedoch: Neben seit Beginn der 80er Jahre aufgekommenen empiristi-
schen und naturalistischen Positionen in der Erkenntnistheorie der Mathematik®® werden
Philosophen zunehmend auch auf interdisziplinér relevante Forschungsergebnisse aus den
Kognitionswissenschaften aufmerksam, die den althergebrachten Status mathematischen
Wissens in Frage stellen.”® Daher mogen zwar naive formalisierbarkeitsorientierte Kri-
terien fiir epistemische Zuschreibungen, die sich eng am Begriff des formalen Beweises
orientieren, tatsdchlich eine in sich konsistente philosophische Theorie mathematischen
Wissens und mathematischer Rechtfertigung liefern. Damit ist iiber ihre Giite im Ver-
gleich zu konkurrierenden Lesarten oder alternativen Analysen von Zuschreibungen be-

weisbasierten mathematischen Wissens oder mathematischer Rechtfertigung jedoch noch

92Vgl. Kapitel 2 Abschnitte 2.2 und 2.3.1.

9Die Position Philip Kitchers, die er in [58] entwickelt, ist eines der bekanntesten Beispiele.

9Wie bereits erwahnt, werde ich auf die kognitionswissenschaftliche Debatte im Rahmen meiner Ar-
beit nicht nidher eingehen. Beispielhaft erwihnen mochte ich hier die Arbeiten von Lakoff & Nunez [67],
Keith Stenning [121] und Helen De Cruz et al. [29]. Lakoff und Nunez kénnten mit ihrer Theorie einer
»embodied mathematics”, in welcher der Begriff einer ,konzeptuellen Metapher” den des mathematischen
Beweises in seiner zentralen Rolle fiir den Erwerb mathematischer Erkenntnis ablost, ein kognitions-
wissenschaftliches Gegenstiick zu einer empiristischen philosophischen Theorie mathematischen Wissens
liefern. Stenning bietet einen kognitionswissenschaftlichen Ausgangspunkt fiir eine Theorie der Entwick-
lung (insbesondere des Lernens) von mathematischem Wissen, in welcher die Logik eine zentrale Rolle
spielt. Im Unterschied zu klassischen Konzeptionen, die auf dem Begriff der deduktiven, formal korrekten
syntaktischen Ableitung aufbauen, liegt der Schwerpunkt bei Stenning jedoch auf Seiten der Semantik. De
Cruz et al. untersuchen die kognitive Basis arithmetischen Denkens. Sie betreiben damit eine Art Grund-
lagenforschung auf dem Gebiet der kognitionswissenschaftlichen Erforschung mathematischen Denkens,
die insbesondere fiir die philosophische Diskussion {iber den ontologischen und epistemischen Status von
Zahlen von Bedeutung ist.
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nicht entschieden. Mindestens ein zusitzlicher Priifstein® besteht vor dem Hintergrund
einer moderat normativen Wissenschaftsphilosophie®® in der prinzipiellen Erfiillbarkeit
solcher naiver Kriterien in Bezug auf die mathematische Forschungspraxis. Eine solche
Erfiillbarkeitsbedingung stellt zumindest die Giite naiver FKE offenbar in Frage. Die-
sen Punkt werde ich in den Abschnitten 2.3.1 und 5.1.2 genauer diskutieren. Hier sei

illustrierend nur erwahnt, dass etwa folgende Setzung:

X weift, dass p gdw. X eine formale Ableitung von p aktuell mental repra-

sentiert,

im konkreten Fall zu der unplausiblen Annahme verpflichtet, dass Mathematiker zumin-
dest prinzipiell in der Lage sind, auch hochkomplexe und mehrere hundert Seiten lange

Ableitungsketten aktuell mental zu représentieren.

1.4.2 Ein wissenschaftstheoretischer Einwand: Sozioepistemischer
Relativismus

Als Rechtfertigung fiir die spezielle Erweiterung der Datenbasis der klassischen Begriffs-
analyse im Rahmen von DSP habe ich unter anderem folgendes Argument angefiihrt:®”
In meiner Arbeit versuche ich, eine prinzipiell in eine umfassendere Wissenschaftsphilo-
sophie der Mathematik einbettbare Erkenntnistheorie der Mathematik zu betreiben. Da-
durch kommen generell auch wissenschaftsphilosophische Uberlegungen beziiglich meiner
Methode in Frage. Diese Uberlegungen fiihren aber zu der moderat normativen Ansicht,
dass die Mathematik als wissenschaftliche Disziplin bei der Auswahl der Datenbasis fiir
eine epistemologische Analyse der Begriffe ,mathematisches Wissen und ,mathematische
Rechtfertigung* geeignet beriicksichtigt werden sollte. Gegen diese Argumentation lassen
sich Einwénde formulieren, die ich hier kurz darstelle. Anschliefend werde ich erlautern,
warum sich die sozio-empirische Erkenntnistheorie der Mathematik diesen Einwénden
meiner Ansicht nach entziehen kann.

Bei der konkreten Auswahl einer erweiterten Datenbasis, insbesondere hinsichtlich der
Zulassigkeit einer Miteinbeziehung empirischer soziologischer Ergebnisse {iber die wissen-
schaftliche mathematische Praxis, bewegt man sich aus wissenschaftstheoretischer Sicht
jedoch allzubald im Fahrwasser des sogenannten Historizismus. Dabei handelt es sich um
eine wissenschaftstheoretische Position, die im Wesentlichen von Thomas Kuhns Struc-

ture of Scientific Revolutions (|65]) ihren Ausgang nahm. C. Ulises Moulines charakte-

%Bei Grundmann besteht ein solcher, wie bereits erwihnt (vgl. Fufnote 90), in einer adiquaten
Diagnose des erkenntnistheoretischen Skeptizismus.

96Vgl. Abschnitt 1.3.5 sowie Fuknote 18 auf Seite 2.

97Vgl. insbesondere Abschnitt 1.3, S. 15 f.
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risiert in [96] den wissenschaftstheoretischen Historizismus allgemein in Abgrenzung zur

klassischen Wissenschaftstheorie:

s -] &) eine Theorie ist nicht einfach eine Gesamtheit von Grundsétzen; b)
ihr Bezug zur Erfahrung ist vollig verschieden von den Annahmen der klassi-
schen Wissenschaftstheoretiker, seien sie Induktivisten oder Falsifikationisten,
und schlieklich ¢) wenn eine Theorie, die als ‘besser’ eingestuft wird, eine an-
dere, altere Theorie ablost, so ist die Beziehung zwischen beiden nicht die

einer Reduktion [...].“%

In der allgemeinen Wissenschaftstheorie wird nun der Historizimus im Bereich der Er-
kenntnistheorie der Wissenschaften durchaus kritisch diskutiert, da er einen Relativismus
zur Folge haben kann. Moulines nennt den spezifisch aus historizistischen Gedanken zur

Wissenschaftstheorie entstandenen Relativismus einen sozioepistemischen Relativismus:

,Die ‘natiirliche Nebenwirkung’ des Historizismus in der Wissenschaftstheorie
war keine eigentliche historizistische Epistemologie, sondern eher |[.. .| der so-
ziologistische Relativismus in bezug auf die wissenschaftlichen Erkenntnisse,
d.h. die allgemeine Idee, nach der alle grundlegenden Begriffe zur Beschrei-
bung wissenschaftlicher Erkenntisse wie Wahrheit, Begriindung, Rationalitdit,
Realitdt etc. nur in Abhéngigkeit von bestimmten Kulturen oder Gemein-
schaften Giiltigkeit haben. [.. .| Fiir [den Relativisten]| ist irgend eine Aussage,
die in einer Kultur K wahr ist oder rational begriindet, nicht unbedingt wahr
oder begriindet in einer anderen Kultur K’. Man darf auch keineswegs an-
nehmen, dass es eine héhere Instanz gibt, die uns erlaubt zu entscheiden, wer
recht hat. Die Aussage ‘Die Erde ist flach’ kann in unserer westlichen Kultur
gut und gerne falsch sein; wenn eine Gruppe Ureinwohner in Neuguinea oder
sonst wo glaubt, sie sei wahr, dann ist sie auch wahr, Punktum. [...] Wir
werden diese besondere Art des Relativismus ‘sozioepistemischen Relativis-
mus’ nennen, sofern er sich einerseits auf die grundsétzlichsten epistemischen
Begriffe bezieht und sofern es sich andererseits bei den Entitaten, beziiglich

welcher diese Begriffe relativiert werden, um soziale Entitidten handelt. %

Die Bezeichnung ,sozioepistemischer Relativismus” fiir eine derartige wissenschaftstheo-
retische Denkweise wird von Moulines eingefiihrt, gebrduchlicher ist die Bezeichnung ,so-

zialer Konstruktivismus®“, wobei das konstruktivistische Moment hier allerdings wieder

%8196, S. 102].
99196, S. 122 f.], Hervorhebungen im Original.
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im Sinne einer wissenschaftstheoretischen Adaption des Programmes der konstruktivisti-
schen Wissenschaftssoziologie, und nicht im Sinne von Lorenzens Erlanger Schule in der
Philosophie der Mathematik aufzufassen ist.!%0

Als Grundpostulat des sozioepistemischen Relativismus formuliert Moulines:

HFir einen beliebigen wissenschaftlichen Satz p ergeben die Aussagen ‘p ist
wahr’ oder ‘p ist begriindet’ in Wirklichkeit keinen Sinn; was Sinn ergibt, ist
‘p ist wahr-in-K’ oder ‘p ist begriindet-in-K’, wobei K eine beliebige Kul-
tur ist und die Ausdriicke ‘wahr-in- K’ und ‘begriindet-in-K’ als nicht weiter

analysierbare Pridikate interpretiert werden miissen.!0!

In der Folge ist ,die einzige Studie, die in bezug auf wissenschaftliche Theorien sinnvoll
ist, die soziologische Studie der Benutzer dieser Theorien®.1%2 Moulines konstatiert, dass
sich die Wissenschaftstheorie ,damit vollstdndig in einer Soziologie oder Ethnologie der
Wissenschaften bzw. wissenschaftlichen Gemeinschaften auf[lost]“.1%3 Als Beispiel fiir eine
explizit sozioepistemisch-relativistische Position nennt Moulines Mary Hesses [54], worin
diese eine wissenschaftstheoretische Neuformulierung und Begriindung des Bloorschen
strong programme der Wissenssoziologie vornimmt.

Neben der scheinbaren Konsequenz, dass eine klassische Wissenschaftstheorie aus Sicht
des sozioepistemischen Relativismus nicht mehr moglich ist, ist diese Position nach Mou-
lines im Wesentlichen aus folgendem Grund problematisch: Ein konsequenter sozioepi-
stemischer Relativist muss auch die Giltigkeit seines eigenen Forschungsansatzes und
seiner eigenen Forschungsergebnisse relativieren, da das relativistische Grundpostulat
allgemein fiir jede Form von Wissenschaft gilt. Diese Form selbstreferentieller Forschung
weist Moulines kategorisch und zumindest an zitierter Stelle ohne weitere Argumentati-
on als ,apologetische Sackgasse und ,&rgerlichen und grotesken Ausdruck des relativi-
stischen Geistes, der an einigen Instituten der Geisteswissenschaften einiger westlicher
Universitéten herrscht zuriick.!04

Ich werde im Folgenden kurz darlegen, warum ich den von mir vertretenen metho-
dischen Ansatz der sozio-empirisch informierten Erkenntnistheorie der Mathematik an
entscheidender Stelle in einem anderen Sinne verstehe als den von Moulines kritisier-
ten wissenschaftstheoretischen Relativismus. Der von mir vertretene Ansatz versucht
erstens nicht, die Behauptung zu rechtfertigen, der einzig mogliche sinnvolle mathema-

tische Wissens- oder Rechtfertigungsbegriff sei ein deskriptiv an der mathematischen

100yg]. Abschnitt 1.2 Fufinote 47.

101196, S. 126].

102196, S. 124 f.|, Hervorhebung im Original.
193196, S. 125].

104y/gl. (96, S. 127].
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Praxis modellierter, und beschriankt sich zweitens auch nicht auf eine solche deskriptive
Modellierung. Damit instantiiert er gerade nicht Moulines in der Tat selbstreferentielles
relativistisches Grundpostulat, und spricht auch der klassisch verstandenen Epistemo-
logie der Mathematik nicht die Existenzberechtigung ab. Wie ich im Vorangegangenen
bereits erldutert habe, beinhaltet mein Ansatz in Form von Schritt 2 des Drei-Schritte-
Programmes DSP zwar eine Modellierung der in der mathematischen Praxis tatséchlich
verwendeten epistemischen Begrifflichkeiten. Allerdings geschieht diese Modellierung auf
Grundlage der vorangegangenen philosophischen Analyse moglicher Lesarten solcher (in
meinem Fall formalisierbarkeitsorientierter) Begriffe (Schritt 1), und im abschlieflenden
Abgleich mit diesen (Schritt 3). Sie soll dazu dienen, die philosophische Debatte und
ihren eigentlichen Untersuchungsgegenstand, die Mathematik als wissenschaftliche Dis-
ziplin, wieder ndher aneinander heranzufiihren; die Notwendigkeit dieses Schrittes wird
aber gerade durch Rekurs auf das eigentliche Ziel einer moderat normativen philosophi-
schen Theorie plausibel gemacht. Die Modellierung der durch praktizierende Mathemati-
ker tatséchlich verwendeten epistemischen Begrifflichkeiten dient dazu, einen Startpunkt
festzumachen, an dem der Kontrollmechanismus einer klassisch analytisch verstande-
nen, wissenschaftstheoretisch motivierten Erkenntnistheorie der Mathematik tiberhaupt
erst sinnvoll einsetzen kann. Erst muss klar sein, wie etwa der Wissenbegriff der Pra-
xis aussieht, um feststellen zu konnen, inwieweit er sich von philosophisch fundierten
Wissenskonzeptionen unterscheidet und wie er gegebenenfalls geeignet korrigiert werden
konnte.

Auch halte ich es fiir etwas voreilig, wenn nicht sogar kurzsichtig, historizistisch ori-
entierten wissenschaftstheoretischen Programmen einen unbedingten sozioepistemischen
Relativismus im Sinne von Moulines vorzuwerfen: Eine wissenschaftstheoretische Position
im Geiste des Historizismus, die etwa die These verteidigt, die Bewertung wissenschaft-
licher Hypothesen erfolge abhéngig von der jeweiligen Wissenschaftsgemeinschaft, muss
sich nicht dazu verpflichten, den Wahrheitsbegriff zu relativieren. Eine Schlussfolgerung
kénnte vielmehr sein, dass der klassische Wahrheitsbegriff im tatséchlichen wissenschaft-
lichen Diskurs zunéchst nur eine untergeordnete Rolle spielt, und er dort durch relative
Begriffe ersetzt wird. Dies wirft aber gerade die interessante Frage auf, in welcher Bezie-
hung diese relativen Begriffe zu einem klassischen Wahrheitsbegriff stehen, und inwiefern
der klassische Wahrheitsbegriff die (Weiter-)Entwicklung der evaluativen Terminologie

der Wissenschaftspraxis beeinflusst.
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1.5 Verwandte Ansatze

Eine Reihe von Autoren betonen aus ganz unterschiedlichen, teilweise iiber spezielle Fra-
gen der Mathematikphilosophie hinausgehenden Beweggriinden die Rolle empirischer,
auch speziell soziologischer Studien fiir eine Erkenntnistheorie der Mathematik. Ihre Zahl
ist dabei vor allem in den letzten 15 Jahren deutlich angestiegen. Dariiber hinaus wurde
eine ebenfalls wachsende Zahl von sogenannten practice-based approaches innerhalb der
internationalen Philosophie der Mathematik entwickelt, darunter erkenntnistheoretisch-
naturalistische, wissenschaftstheoretisch-historizistische, phdnomenologische, begriffsmo-
dellierende und experimentell-erkenntnistheoretische Ansétze. Die sozio-empirisch infor-
mierte Erkenntnistheorie der Mathematik, die wie in Abschnitt 1.3.3 ausgefiihrt als
Spezialfall eines Begriffsmodellierungs-Ansatzes geméf Lowe & Miiller [76] aufgefasst
werden kann, féllt darunter. Die Arbeiten lassen sich zwar nur teilweise durch einen

® sie eint jedoch die grundsitz-

systematischen methodologischen Uberbau verbinden;!°
liche Fokussierung auf Mathematik als Praxis, die mit unterschiedlichen Methoden der
Wissenschaftsforschung, Soziologie, Didaktik, Psychologie und Kognitionswissenschaften

untersucht werden kann.

Einige Beispiele fiir solche Arbeiten sind Markowitsch [89] zur Rolle impliziten Wis-
sens fiir die mathematische Forschungspraxis, MacKenzies soziologische Studie [83] zu
mechanisiertem, computergestiitztem Beweisen, Lengs Arbeit [71] iiber die Umsetzung
der in Lakatos’ Proof and Refutations (|66]) beschriebenen Beweismethodologie in der
modernen Forschungsmathematik, sowie Corfields Programm (vgl. insbesondere [26]) zur
Identifizierung der essentiellen Mittel und Ziele (means and ends) aktueller mathema-
tischer Forschungspraxis.!%® Den Einfluss sozialer Faktoren der mathematischen Praxis
auf Natur und Gestalt mathematischer Beweise und dessen Auswirkung auf das philo-
sophische Projekt einer Analyse des mathematischen Beweisbegriffes diskutieren etwa
Goethe [45] und Chateaubriand [22]|. Prediger versucht in ihrer Habilitationsschrift [109]

eine mathematikphilosophische Unterfiitterung einer mathematikdidaktischen Konzepti-

105Vertreter entsprechender Ansitze haben sich etwa im Rahmen des internationalen Forschungs-
netzwerkes PhiMSAMP und der internationalen Tagungsreihe ,PMP — Perspectives of Mathematical
Practice” zusammengeschlossen. ,PhiMSAMP* steht als Abkiirzung fiir ,Philosophy of Mathematics —
Sociological Aspects and Mathematical Practice”; es handelt sich hierbei um ein von der Deutschen
Forschungsgemeinschaft (DFG) gefoérdertes Netzwerk unter der Leitung von Prof. Dr. Benedikt Lowe
(Amsterdam) und PD Dr. Thomas Miiller (Utrecht), in dessen Rahmen diverse internationale Tagungen
und Workshops zum Thema abgehalten wurden und dessen Ergebnisse kiirzlich als Buch ([77]) erschienen
sind. Die vorliegene Arbeit ist in grofen Teilen im Rahmen von PhiMSAMP entstanden.

106 Auf einen Ansatz von Brendan Larvor [68], die Arbeiten von Mary Leng und David Corfield nach-
tréaglich methodologisch zu verkniipfen, komme ich im folgenden Abschnitt 1.5.1 zu sprechen.
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on von Mathematik als (inter-)kulturellem Produkt.!%” Lowe und Miiller 75, 78, 76] for-
dern kontextsensitive Konzeptionen mathematischen Wissens ein, die insbesondere die in
der tatsédchlichen mathematischen Praxis auftretenden sozialen Faktoren beriicksichtigen.
Mit ihrem bereits in Abschnitt 1.1.1 vorgestellten Modell der begrifflichen Modellierung
(conceptual modelling) schlagen sie zudem einen allgemeinen Rahmen fiir methodologi-
sche Diskussionen innerhalb der Philosophie der Mathematik vor. Aberdein untersucht in
[1] Méglichkeiten, die Argumentationsformen von Beweisen, wie sie in der tatséchlichen
mathematischen Praxis von Bedeutung sind, mit Mitteln der informellen Logik zu klassi-
fizieren. Muntersbjorn diskutiert in [101] das Konzept des mathematischen Fortschrittes,
welches ihr in theoretischen philosophischen Diskussionen oft als stark normiert und ver-
fremdet erscheint. Sie umreiftt daher in der genannten Arbeit erste Schritte einer starker
an der tatséchlichen, historischen und interkulturellen Entwicklung der mathematischen
Praxis orientierten Neuausrichtung dieses Konzepts.

Auf einen Teil der genannten Arbeiten gehe ich im Laufe meiner weiteren Untersuchun-

108 Ty diesem Abschnitt werde ich speziell zwei Ansétze vorstellen,

gen noch genauer ein.
die meinem eigenen Ansatz mit Blick auf die verwendeten Methoden sehr verwandt er-
scheinen, aber dennoch klare Unterschiede aufweisen. Ich werde daher eine geeignete
systematische Abgrenzung vornehmen, die auch dem Zweck dient, meinen Ansatz aus
unterschiedlichen Blickwinkeln erneut zu beleuchten. Vorstellen werde ich zum einen den
dialektisch-phdnomenologischen Ansatz in der Philosophie der Mathematik, wie er aus-
gehend von den Arbeiten von Imre Lakatos vertreten wird. Zum anderen widme ich mich
hier dem sehr jungen Ansatz der experimentellen Philosophie in der allgemeinen Erkennt-
nistheorie. Beide Ansétze verwenden auch empirische Methoden, um ihren jeweiligen
Untersuchungsgegenstand zu erschliefen. Den wissenschaftstheoretisch-historizistischen
Ansatz, der meinem Entwurf einer sozio-empirisch informierten Erkenntnistheorie der
Mathematik wohl am néchsten ist, habe ich bereits im vorangegangenen Abschnitt dis-
kutiert und versucht, meinen Ansatz gegen eine prominente Nebenwirkung einer histo-
rizistischen Erkenntnistheorie der Wissenschaften, den sozioepistemischen Relativismus,

zu verteidigen.

1.5.1 Dialektische Philosophie der Mathematik

Ausgehend von Imre Lakatos’ Proofs and Refutations stellt Brendan Larvor in [68] den

allgemeinen Ansatz einer modernen phanomenologischen Philosophie der Mathematik

107Vgl. auch [108], [110], siehe Fuknote 51.
108y/g]. insbesondere die Diskussion der Arbeiten zur begriflichen Modellierung in einer ,Philosophie
von X“ von Loéwe und Miiller in Kapitel 2 Abschnitt 2.3 sowie Kapitel 5 Abschnitt 5.1.

38



vor, den er als ,dialektische Philosophie der Mathematik® (dialectical philosophy of ma-
thematics) bezeichnet. Larvor argumentiert dafiir, dass dialektische Positionen in seinem
Sinne zumindest implizit seit den 1990er Jahren in der Philosophie der Mathematik ver-
treten werden. Neben den Charakteristika des allgemeinen Ansatzes diskutiert er dazu
konkrete Arbeiten von Yehuda Rav, von Mary Leng und von David Corfield. Leng antwor-
tet darauf in ihrem Aufsatz |[70] mit einer Darstellung ihres eigenen phénomenologischen
Ansatzes, den sie in Anlehnung an Tragesser [124] als abgeschwéchte Version der von
Larvor formulierten dialektischen Position beschreibt.

Larvor charakterisiert den Ansatz der dialektischen Philosophie der Mathematik wie
folgt: Der dialektische Philosoph beschéftigt sich, anders als ein klassischer Vertreter
einer armchair philosophy (einer reinen Philosophie ,aus dem Lehnstuhl“), geméf ei-
ner phédnomenologischen Vorgehensweise zuerst eingehend mit der Disziplin Mathematik
selbst, bevor er philosophische Erorterungen dariiber anstellt. Sein Ziel ist es, heraus-
zufinden, was die Mathematik an sich selbst, den ,mathematischen Standpunkt®, aus-
zeichnet. Dabei geht er von der dialektischen Annahme aus, dass die Mathematik eine
Art innere Logik” besitzt, oder anders formuliert, dass mathematische Forschung eine
innere Entwicklungsgeschichte aufweist, die entlang ihres Forschungsgegenstandes durch

Rationalitatsprinzipien geleitet ist:

,T'he phenomenologist takes up a point of view and studies its logical consti-
tution as it were ‘from the inside’. |...| We are interested in the ‘point of view’
belonging to mathematics itself. |...]| [C]hanges in the body of mathematics
normally take place for mathematical reasons. The dialectical philosopher of
mathematics assumes the rationality and integrity of mathematical inquiry
[...]. Notice that the object of study is mathematical development rather

than truth or validity.“1%

Ein schwacher ph&nomenologischer Ansatz lasst sich, wie Mary Leng es formuliert, da-
neben einfach dadurch motivieren, dass ein Philosoph der Mathematik sich auch mit
dem auseinandersetzen muss, was in der tatsachlichen mathematischen Forschungspraxis

passiert:

,The phenomenological philosopher of mathematics starts by taking a good
look at mathematics, and only then asks, and tries to answer, philosophi-
cal questions about the discipline. [...] The phenomenological approach is

motivated by the simple claim that any philosopher of mathematics worth

109168, S. 213 fF].
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her salt should have a clue as to what actually goes on in real mathematical
h‘ullO

researc
Der dialektische Philosoph der Mathematik geht weiterhin davon aus, dass sich diese ,,in-
nere Entwicklungsgeschichte” der Mathematik, die er untersuchen méchte, nicht im Sinne
der deduktiven formalen Logik rekonstruieren lédsst. Sie beruht geméf der dialektischen
Sichtweise wesentlich auf einer rationalen Weiterentwicklung und damit Verdnderung der
involvierten tragenden Begriffe. Im konkreten Fall handelt es sich dabei beispielsweise
um Begriffe wie ,,Gruppe” oder ,Vektorraum® (auf objektsprachlicher Ebene), um Be-
griffe wie ,Beweis* oder ,Axiom“ (auf metasprachlicher Ebene), und um Begriffe wie
wschon®, | offensichtlich®, | fruchtbar oder ,tief* (auf der Ebene wertender Begrifflichkei-
ten). Es sind die Strategien und Methoden, die Mathematiker bei der Weiterentwicklung
dieser Begrifflichkeiten leiten, die der dialektische Philosoph identifizieren mdochte.
Larvors Beispiele fiir dialektische Arbeiten in der Philosophie der Mathematik sind Ye-
huda Ravs [113], Mary Lengs [71]| sowie David Corfields [23, 24, 25, 26|. Rav selbst vertritt
in seinem Aufsatz jedoch keine explizit dialektisch-phdnomenologische Position. Ziel des
Aufsatzes ist es, gegen die Sichtweise zu argumentieren, dass mathematische Beweise eine
rein deduktive Funktion erfiillen, indem sie zeigen, wie aus bestimmten Pramissen ein be-
stimmtes Theorem mittels deduktiver Schlussregeln abgeleitet werden kann. Methodisch
fiihrt Rav, unter Riickgriff auf sein Fachwissen als praktizierender professioneller Mathe-
matiker, Beispiele aus einer breiten Auswahl veroffentlichter mathematischer Beweise aus
unterschiedlichen mathematischen Fachbereichen an. Dadurch ist seine Arbeit mit dem
dialektisch-ph&nomenologischen Ansatz methodologisch vereinbar, so dass seine Resul-
tate (mit gewissen Einschrankungen, die Larvor diskutiert, die fiir meine Darstellung an
dieser Stelle aber keine Rolle spielen) im Rahmen eines solchen Ansatzes genutzt wer-
den konnen. Leng dagegen fiihrt eine explizit phdnomenologisch motivierte Studie durch,
die priifen soll, inwieweit die von Lakatos’ entwickelte Charakterisierung der mathema-
tischen Forschungspraxis auf das mathematische Spezialgebiet der C*-Algebren zutrifft.
David Corfield entwickelt seinerseits ein autonomes Forschungsprogramm fiir eine Dis-
ziplin ,,science studies” der Mathematik, die verschiedene Disziplinen wie Psychologie,
Anthropologie, Soziologie, Philosophie und Geschichte der Mathematik vereinen soll. Ziel
der Unternehmung soll es sein, den wahren Charakter der Forschungsdisziplin Mathema-
tik aufzudecken, indem die Techniken untersucht werden, mit deren Hilfe Mathematiker
bestimmte mathematische Ziele wie etwa das Fiihren eines besonders schonen oder in-

struktiven Beweises fiir ein bestimmtes Theorem verfolgen.

10170, S. 3, 5-6].
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Zumindest hinsichtlich des resultierenden Forschungsprogrammes dhnelt der Ansatz
der dialektischen Philosophie der Mathematik dem von mir verfolgten sozio-empirisch
informierten Ansatz. Ich mdchte hier insbesondere einen Punkt, in dem sich die beiden
Ansétze klarerweise unterscheiden, und zwei Punkte, in denen sie tatséchlich tiberein-

stimmen, hervorheben.

Der erste Punkt betrifft einen wichtigen Unterschied zwischen der Zielsetzung einer
dialektischen Philosophie der Mathematik und meiner speziellen Forschungsfrage, dessen
Klarstellung mir auch der prézisen Sprechweise zuliebe wichtig erscheint: Der dialekti-
schen Philosophie geht es darum, dass die ,innere Logik* der Mathematik keine formal-
deduktive, sondern eben eine dialektische ist. Damit ist gemeint, dass die Entwicklung
mathematischer Forschungsprojekte, also Beweisprozesse, die sich unter Umsténden tiber
Jahre hinstrecken — wie etwa im Fall des von Lakatos untersuchten Beispiels des Euler-
Theorems — nicht im Sinne einer deduktiven formalen Logik formalisierbar sind. Das
heisst zunéchst nicht, dass nicht einzelne aufgeschriebene Beweise, wie sie z.B. in einer
mathematischen Fachzeitschrift veroffentlicht werden, oder wie sie an einer Tafel skizziert
sein konnen, formal oder formalisierbar sind, und dieser Aspekt ist fiir die dialektische
Philosophie der Mathematik auch nicht von groker Bedeutung.!'! Ich beschéftige mich
dagegen gerade mit der Frage, inwiefern das, was die Mathematiker als einen ,fertigen
Beweis bezeichnen, formalisierbar ist, und welche epistemische Funktion die Eigenschaft

der Formalisierbarkeit erfiillen konnte.

Eine Ubereinstimmung besteht nun darin, dass auch ich wertende epistemische Be-
grifflichkeiten der mathematischen Praxis untersuche und daraus eine philosophisch be-
friedigende Erklarung der epistemischen Rolle formalisierbarer Beweise herzuleiten ver-
suche. Methodisch scheint mich hier aber zunéchst eine von Larvor formulierte Kritik
zu treffen, die er mit Hilfe der Unterscheidung zwischen ,outside-observer studies und
sinside-phenomenological studies* formuliert. Larvor nennt soziologische Methoden als
Beispiele fiir blofse ,joutside-observer studies”, die rein deskriptiv angelegt sind und de-
ren Ergebnisse prinzipiell nicht das Potential haben, eine ,innere Logik“ der Mathematik

aufdecken zu konnen:

"1Die in den 1980ern von Philip Kitcher entwickelte und in [58] dargestellte naturalistische Position ist
ein Beispiel fiir eine Erkenntnistheorie der Mathematik, die die Entwicklung mathematischen Wissens als
eine auch durch soziale Faktoren bestimmte Folge von Ablésungen unterschiedlicher formaler Theorien
beschreibt. Danach stellen sich insbesondere langere Beweisprozesse in der Geschichte der Mathematik
als nicht formalisierbar dar, sofern sie sich {iber einen Zeitraum erstrecken, der eine solche Ablésung
umfasst. Kitchers Theorie lasst aber offen und ist ausdriicklich damit vertréglich, dass einzelne Beweise
— im Sinne von Endprodukten zum Zeitpunkt ¢ — formal oder formalisierbar relativ zur entsprechenden
formalen Theorie zu t sind.
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+When they [mathematicians| evaluate a piece of research they are not sa-
tisfied with the information that all the theorems have been validly deduced
from consistent premises. Some judgements are sometimes contested and then
there may be an exchange of reason-giving. [...] It is of course possible to
re-describe these choices in entirely sociological or psychological terms, but
to do that is to give up philosophy in favour of social science. It is to abandon

the inside-phenomenological stance for the outside-observer position.*“!1?

Ich habe jedoch bereits dafiir argumentiert (vgl. Abschnitt 1.3), dass dies im Rahmen mei-
nes Ansatzes einer sozio-empirisch informierten Erkenntnistheorie der Mathematik gerade
nicht der Fall ist. Auch meine Untersuchungen sind nicht rein arbitrar-deskriptiv, sondern
in Bezug auf Forschungsdesign und Ergebnisinterpretation von philosophischen epistemo-
logischen Theorien geleitet. Kerngedanke ist in meinem Fall die Annahme, dass Mathema-
tiker Wissen systematisch zuschreiben, und man die empirisch gefundenen Kriterien vor
einem philosophisch-theoretischen Hintergrund abgleichen kann. Dies entspricht der An-
nahme einer zugrundeliegenden inneren Rationalitdt der Mathematik als Wissenschaft,
wie sie ein dialektischer Philosoph der Mathematik nach Larvor macht.

Als letzten Punkt mochte ich folgende weitere Gemeinsamkeit kurz aufgreifen: Larvor
betont, dass die dialektische Philosophie der Mathematik sich nicht auf eine bestimmte
ontologische Position, wie etwa den Fiktionalismus oder den Platonismus in Bezug auf
mathematische Objekte, festlegen kann, da sich eine solche nicht aus einer dialektisch
aufbereiteten inneren Geschichte der Mathematik rekonstruieren léasst. Im Gegenteil ist
es Teil der dialektischen Annahme selbst, dass auch ontologische Sichtweisen dem dia-
lektischen Wandel unterworfen sind. Zwar kénnte etwa die Dominanz einer bestimmten
ontologischen Sichtweise unter praktizierenden Mathematikern selbst Teil dieser inneren
Geschichte sein oder diese beeinflussen — dies jedoch wére, wie Larvor argumentiert, erst
eine Erkenntnis, die eine dialektische Philosophie der Mathematik liefern kénnte, und
nicht Teil des Ansatzes selbst:

Whether we adopt fictionalism; or embrace a kind of emergentism in which
mathematics produces itself out of the activities of mathematicians; or whe-
ther we think of progress as ever-closer approximation to a pre-existing Plato-
nic reality, makes no difference to our study of the inner logic of mathematical
development. The dialectical stories turn out to be the same regardless of any

ontological commitment. Of course, mathematicians may hold metaphysical

12168, Abschn. 1, The Dialectical Philosopher®].
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views which affect the development of the discipline, but this is part of what

the dialectical philosopher hopes to understand.“!13

Fiir den Ansatz einer sozio-empirisch informierten Erkenntnistheorie der Mathematik
lasst sich analog festhalten: Weder muss sich ein sozio-empirisch informierter Erkenntnis-
theoretiker der Mathematik von vornherein auf eine bestimmte Ontologie mathematischer
Objekte festlegen, noch muss er iiberhaupt annehmen, dass es Sinn macht, von der einen
Ontologie der Mathematik zu sprechen. In Bezug auf die Fragestellung dieser Arbeit wére
es ein mogliches Ergebnis eines sozio-empirisch informierten Ansatzes, wenn auf der einen
Seite gewisse Lesarten formalisierbarkeitsorientierter Kriterien fiir epistemische Zuschrei-
bungen eine bestimmte ontologische Position spezifizieren, oder auf der anderen Seite die
Auffassungen eines einzelnen Mathematikers, einer Gruppe von Mathematikern oder ei-
ner Mathematikergeneration zur Ontologie mathematischer Gegensténde einen Einfluss
auf die Akzeptanz von Beweisen oder die Bewertung epistemischer Zuschreibungen im
Wissenschaftsalltag hitten.!14

1.5.2 Experimentelle Philosophie

Eine aktuelle Debatte um die Methodologie der traditionellen armchair epistemology,
also einer klassischen analytischen Erkenntnistheorie ,aus dem Lehnstuhl“, wird vor dem
Hintergrund der sogenannten experimentellen Philosophie gefiihrt.

Die experimentelle Philosophie untersucht einerseits mit Hilfe von vor allem quan-
titativen empirischen Methoden begriffliche Intuitionen von gewhnlichen Sprechern in
Bezug auf kontrafaktische Szenarien, insbesondere in Bezug auf erkenntnistheoretische
Gedankenexperimente. Damit vertritt sie den Anspruch eines Korrektivs gegeniiber der
klassischen analytischen Erkenntnistheorie, die sich allein auf die intuitive Bewertung sol-
cher Gedankenexperimente durch einzelne Philosophen beruft. Andererseits untersuchen
Vertreter der experimentellen Philosophie auch speziell philosophische Intuitionen mit
Mitteln der empirischen Psychologie. Hierbei geht es in erster Linie um eine konstruktive
Theorie von Intuitionen, insbesondere hinsichtlich ihres ontologischen und erkenntnis-
theoretischen Status. In Frage steht zum Beispiel, dass es sich bei philosophischen Intui-
tionen um den Output eines rein begrifflichen geistigen Vermogens handelt. Ich werde im

Folgenden jedoch nicht weiter auf den konstruktiven Aspekt eingehen, sondern mich dem

113168, Abschn. 1, The Dialectical Philosopher*].

14 Aufgrund des in vielen Féllen weitreichenden Konsenses bei der Akzeptanz von Beweisen oder der
Bewertung von Zuschreibungen kollektiven mathematischen Wissens angesichts der eher heterogenen
Landschaft ontologischer Grundiiberzeugungen von Mathematikern lésst sich jedoch vermuten, dass die
Relevanz unterschiedlicher ontologischer Positionen hier eher gering sein diirfte.
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Teil des Programmes der experimentellen Philosophie zuwenden, der diese zu einem Kor-
rektiv gegeniiber der klassischen analytischen Philosophie machen soll. An dieser Stelle
ist der Ansatz der experimentellen Philosophie dem in dieser Arbeit vertretenen prima
facie sehr dhnlich, was eine genauere Gegeniiberstellung und Abgrenzung erforderlich
macht.

Die implizite These der experimentellen Philosophie ,als Korrektiv‘ lautet, dass die
klassische analytische Philosophie mit der Wahl ihrer Methoden eine empirische Behaup-
tung aufstellt, die sie nicht begriinden kann: Philosophische Intuitionen sind eine ver-
lassliche Erkenntnisbasis. Die Giiltigkeit dieser Behauptung unterziehen experimentelle
Philosophen einer kritischen Untersuchung. Der Argumentationsgang ist etwa der folgen-
de: Solange von Seiten der analytischen Philosophie kein alternativer Intuitionsbegriff
vorgeschlagen wird, muss man philosophische Intuitionen in demselben Sinne verstehen
wie Intuitionen von Naturwissenschaftlern, Mathematikern, Arzten, oder Alltagsintuitio-
nen.'5 Damit unterliegen philosophische Intuitionen auch denselben Giitekriterien als
Erkenntnisquelle. Ein wesentlicher Faktor ist dabei ihre Verldsslichkeit, die sich unter
anderem durch intersubjektive Stabilitdt auszeichnet. Gerade diese Stabilitdt scheint mit
einem Blick auf verschiedene Debatten innerhalb der analytischen Philosophie jedoch,
wie in Abschnitt 1.4.1 bereits fiir den Fall der analytischen Erkenntnistheorie bespro-
chen, nicht durchweg gegeben. Wie Lowe und Miiller in |76] betonen, findet sich bereits
in der methodologischen Diskussion der 50er Jahre bei Mates [90] folgende Bemerkung
zur Inkompatibilitat philosophischer Intiutionen beziiglich der Verwendung bestimmter

alltagssprachlicher Begriffe:

| T]he intuitive findings of different people, even of different experts, are often
inconsistent. Thus, for example, while Prof. Ryle tells us that ‘voluntary’” and
‘involuntary’ in their ordinary use are applied only to actions which ought not
to be done, his colleague Prof. Austin states in another connection: ‘... for
example, take voluntary and tnvoluntary: we may join the army or make a
gift voluntarily, we may hiccough or make a small gesture involuntarily ...’
If agreement about usage cannot be reached within so restricted a sample as
the class of Oxford Professors of Philosophy, what are the prospects if the

sample is enlarged?“116

Mit Hilfe von quantitativen Studien wollen Vertreter der experimentellen Philosopie da-

her die Stabilitiat der intuitiven Bewertung philosophischer Gedankenexperimente iiber-

15Vgl. etwa Weinberg et al. [127].
16Mates [90, S. 165].
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priifen. Durch die Auswahl von Probanden mit unterschiedlicher philosophischer Exper-
tise steht dabei auch die in philosophischen Texten oftmals suggerierte Aussage auf dem
Priifstand, die philosophische Bewertung bestimmter Gedankenexperimente entspréache

117

den ,folk intuitions” im Sinne einer Philosophie der normalen Sprache,”*’ also der intui-

tiven Bewertung durch gewohnliche kompetente Sprecher.

Tatséchlich zeigen verschiedene bisher durchgefiihrte empirische Studien, dass die in-
nerhalb der philosophischen Gemeinschaft als Standard anerkannten Bewertungen der
klassischen philosophischen Gedankenexperimente, insbesondere der sogenannten Get-
tier- und Gehirn-im-Tank-Szenarien in der Erkenntnistheorie, von der ,durchschnittli-
chen Bewertung der entsprechenden Szenarien durch Probanden in quantitativen Umfra-
gen abweichen.!'® Dem entgegen halten Vertreter der traditionellen analytischen Philoso-
phie im Wesentlichen, dass die experimentelle Philosophie den Auftrag einer Philosophie
der normalen Sprache falsch versteht: Es geht nicht darum, den Intuitionen beliebiger
Laien gerecht zu werden, sondern darum, philosophisch geschulte Sprecherintuitionen zu
Begriffen der normalen Sprache zu préazisieren. Bestehen bleibt hier natiirlich der von
Mates formulierte Einwand, auf den Lowe und Miiller verweisen. Sie reformulieren und
préazisieren diesen Einwand in der Sprechweise ihrer methodologischen Diskussion zur
begrifflichen Modellierung in der Philosophie. Wie in Abschnitt 1.1.1 bereits bespro-
chen, ist fiir Lowe und Miiller dabei die Unterscheidung von Daten und Ph&nomenen
wesentlich. Die Giite der methodologischen Rechtfertigung der analytischen Philosophen
héngt demgeméf davon ab, ob es sich bei den zur philosophischen Analyse herangezo-
genen intuitiven Bewertungen bestimmter Verwendungsweisen der in Frage stehenden
Begriffe tatsachlich um stabile Phanomene oder um blofe Daten, also einzelne philoso-
phisch geschulte intuitive Bewertungen ohne Nachweis hinreichender Stabilitdt, handelt.
Angesichts der innerhalb der Gemeinschaft der analytischen Philosophen teilweise fest-
gefahrenen Debatten um solche intuitiven Bewertungen steht zumindest in diesen Fallen

ein entsprechender Nachweis noch aus.

17Vgl. Newen & van Savigny [104, S. 11 f]

H18Tm klassischen Gehirn-im-Tank-Szenario geht es etwa um die Frage, ob ein epistemisches Subjekt,
welches tatséchlich ein echtes menschliches Wesen in der realen Welt ist, weift oder blofs glaubt, dass es
kein bloftes Gehirn in einem Tank mit N&hrfliissigkeit ist, welchem iiber an Computer angeschlossene
Neuronen nur eine falsche Realitét vorgegaukelt wird. Nichols, Stich und Weinberg [105] fanden experi-
mentell, dass die Einschitzung eines solchen Szenarios in hohem Mafe vom philosophischen Wissenstand
der Befragten abhingt. Probanden mit einem hohem philosophischen Wissensstand beantworten die Fra-
ge mehrheitlich mit ,,glaubt blof“, bei Probanden mit einem niedrigen philosophischen Wissensstand sind
die Antworten ,glaubt blof* und ,weik” etwa gleich verteilt. Ahnliche Einschitzungsunterschiede wurden
in Bezug auf kulturelle Zugehorigkeit der Probanden gefunden (auch in [105]), aber auch hinsichtlich der
Reihenfolge der von den Probanden zu beurteilenden Gedankenexperimente (vgl. Swain et al. [122]).
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Einer sozio-empirisch informierten Erkenntnistheorie der Mathematik geht es allerdings
weder darum, den erkenntnistheoretischen Status philosophischer Intuitionen an sich
anzuzweifeln, noch darum, die intuitive Bewertung von Gedankenexperiment-Szenarien
zum Wissensbegriff durch philosophische Experten empirisch zu kontrollieren. Sie un-
tersucht empirisch lediglich die Verwendung epistemisch relevanter Begriffe in der wis-
senschaftlichen Praxis durch Fachexperten und zieht diese Ergebnisse zu denen einer
philosophisch-analytischen Untersuchung hinzu. Diesem Vorgehen liegt einerseits die An-
nahme zugrunde, dass Philosophen zwar die besser geschulten Intuitionen zur Bewertung
von Gedankenexperiment-Szenarien zu (allgemeinen) epistemischen Begriffen haben mé-
gen, aber Szenarien aus dem Alltag praktizierender Mathematiker schlechter bewerten
konnen als die entsprechenden Fachexperten. Thnen mangelt es dabei in der Regel, ins-
besondere hinsichtlich der angemessenen Bewertung von komplexen Beweispraktiken, an
der nétigen mathematischen Fachexpertise und Kenntnis der Spielregeln der mathemati-
schen Fachgemeinschaft. Die philosophisch vielleicht laienhafte Verwendung von Wissens-
oder Rechtfertigungszuschreibungen in der Wissenschaftsgemeinschaft ist andererseits fiir
das Gesamtprogramm einer sozio-empirisch informierten Erkenntnistheorie der Mathe-
matik relevant, weil diese auf eine Explikation epistemischer Begriffe fiir die Mathematik
zielt, die auch innerhalb einer umfassenden Wissenschaftsphilosophie der Mathematik
fruchtbar gemacht werden kann. Eine solche Explikation sollte sowohl den philosophi-
schen Intuitionen beziiglich der Wahrheitsbedingungen epistemischer Zuschreibung als
auch den in der mathematischen Praxis verwendeten Beurteilungskriterien fiir solche Zu-
schreibungen gerecht werden.''® Die sozio-empirisch informierte Erkenntnistheorie der
Mathematik unterstellt Mathematikern also nicht generell die ,besseren” Intuitionen be-
ziiglich epistemischer Begriffe, die sie in Gedankenexperimenten unter Beweis stellen
sollen. Auch bleibt eine Kontrolle der empirisch gefundenen Ergebnisse zu epistemischen
Begriffen der mathematischen Praxis durch philosophisch geschulte Intuitionen bestehen
durch die in Schritt 3 von DSP vorgenommene Riickanbindung der empirischen Ergeb-

nisse an philosophische Positionen der allgemeinen Erkenntnistheorie.

Letztlich 14ft sich die Relevanz empirischer Studien iiber die mathematische Praxis fir
philosophische Theorien mathematischen Wissens nicht voraussetzungslos begriinden.
Wer eine Argumentation wie die hier vorgeschlagene aus prinzipiellen Griinden fiir génz-
lich unzulénglich erklért, wird sich nicht dazu verpflichtet sehen, einer in sich konsistenten
philosophischen Wissenstheorie empirische Priifsteine in den Weg zu legen. Konsequenter-

weise sollten dann aber eine solche Theorie mathematischen Wissens und eine empirisch

19Vgl. insbesondere Fuknote 71.
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informierte Theorie im hier beschriebenen Sinne nicht als konkurrierende Theorien, son-
dern vielmehr als unterschiedliche Teilprojekte auf dem Feld der Erkenntnistheorie der
Mathematik begriffen werden, mit ganz unterschiedlichen Zielen. Eine empirisch infor-
mierte philosophische Untersuchung mathematischen Wissens bildet dann im Hinblick auf
das Gesamtprojekt der Erkenntnistheorie der Mathematik eine nicht nur wertvolle, son-
dern auch erforderliche Ergdnzung, unabhingig davon, ob das Ergebnis einer solchen Un-
tersuchung den Rahmen bereits bestehender philosophischer Theorien mathematischen

Wissens sprengt oder nicht.
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2 Formalisierbarkeitsorientierte
Konzeptionen mathematischen Wissens
und mathematischer Rechtfertigung

Dieses Kapitel ist Schritt 1 des in Abschnitt 1.3.3 vorgestellten Drei-Schritte-Programmes
gewidmet. Es werden verschiedene Lesarten formalisierbarkeitsorientierter Kriterien fiir
epistemische Zuschreibungen diskutiert, welche die in der Grundform eines solchen Kri-
teriums enthaltenen Parameter unterschiedlich spezifizieren. Im ersten Abschnitt 2.1 des
Kapitels stelle ich diese Grundform vor und reifse kurz das Spezifikationsspektrum der
darin enthaltenen Parameter an. Die nachfolgende Diskussion orientiert sich systema-
tisch an aus allgemeiner erkenntnistheoretischer Sicht unterschiedlich zu klassifizierenden
konkreten Spezifikationen dieser Parameter. In Abschnitt 2.2 werden entsprechend die
notigen erkenntnistheoretischen Begrifflichkeiten bereitgestellt. In Abschnitt 2.3 betrach-
tete ich unter 2.3.1 zunéchst eine naive Spezifikation eines FKE, welche die Parameter
der Grundform im engsten Sinne auffasst. In 2.3.2 betrachte ich Lesarten, die in Lowe
& Miiller [75] als — jedoch unzuléngliche — modale Abschwéchungen einer solchen naiven
Spezifikation diskutiert werden. In 2.3.3 stelle ich eine an die von Léwe und Miiller in
[75] und [78] entwickelte Alternative angelehnte kontextextualistische modale Lesartvor.
Zwei weitere Lesarten, die ich in 2.3.4 untersuche, werden von Philip Kitcher in The Na-
ture of Mathematical Knowledge ([58]) im Rahmen seiner Kritik an einer aprioristischen
Auffassung mathematischen Wissens diskutiert. Die Lesart, die ich schlieflich in 2.3.5 an-
spreche, griindet sich auf Jody Azzounis Sichtweise informeller mathematischer Beweise.
Gemifs dieser Sichtweise sind informelle Beweise sogenannte Ableitungsanzeiger (deri-
vation indicator). Diese Ableitungsanzeiger-Lesart stellt in Kombination mit Aspekten
der Kritik Kitchers eine vielversprechende Variation der von Léwe und Miiller angebo-
tenen Analyse dar, und bildet daher einen theoretischen Ausgangspunkt fiir die in den

nachfolgenden Kapiteln 3 und 4 vorgestellten empirischen Untersuchungen.
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2.1 Grundform und Parameter formalisierbarkeitsorientierter
Kriterien fiir epistemische Zuschreibungen (FKE)

Unter einem formalisierbarkeitsorientierten Kriterium fiir epistemische Zuschreibungen
(kurz: FKE) verstehe ich ein Kriterium fir das Vorliegen beweisbasierten mathematischen
Wissens oder beweisbasierter mathematischer Rechtfertigung, welches die folgende Form
hat:

Ein epistemisches Subjekt X verfiigt iiber einen formalisierba-

ren Beweis fiir eine mathematische Aussage p.

(FKE) enthélt mit den Ausdriicken ,formalisierbar und ,verfiigen tiber* zwei weiter zu
spezifizierende Parameter. Unter einer starken Lesart kann mit ,yverfligen iiber etwa der
direkte kognitive Zugang zu einem Beweis fiir p gemeint sein. Diese Spezifikation mar-
kiert jedoch nur eine Grenze des Spektrums der moglichen Lesarten. Auch die moglichen
Bedeutungen von ,formalisierbarer Beweis” reichen, wie bereits in der Einleitung (S. x)
diksutiert, von dem konkreten Vorliegen eines vollstdndig formalen Argumentes iiber das
Vorliegen eines mechanisch in ein solches iibertragbaren Argumentes bis hin zu der blo-
Ren Behauptung der formalen Ableitbarkeit, etwa auf der Grundlage einer vorliegenden,

jedoch schemenhaften Beweisskizze.

2.2 Erkenntnistheoretische Vorbemerkungen

In der folgenden Diskussion der verschiedenen Lesarten von (FKE) im Hinblick auf un-
sere philosophischen Intuitionen bzw. auf unterschiedlichen philosophischen Positionen
zum Wissens- und Rechtfertigungsbegriff werden die relevanten erkenntnistheoretischen
Positionen stark vereinfachend nach zwei Gesichtspunkten unterschieden.!?® Zum einen
wird nach der jeweils geforderten Art der Zugénglichkeit rechtfertigender Griinde dif-
ferenziert. Die entsprechenden erkenntnistheoretischen Positionen werden allgemein als
externalistisch versus internalistisch bezeichnet. Zum anderen wird unterschieden, ob die
jeweilige erkenntnistheoretische Position epistemische Standards als invariant gegeniiber
kontextuellen Anderungen oder als prinzipiell kontextabhéngig konzipiert. Die zugehori-

gen Positionen bezeichnet man als Invariantismus versus Kontextualismus. Ich gebe im

1201 der Erkenntnistheorie werden unterschiedliche Spielarten und teilweise auch Mischformen der
resultierenden vier Grundpositionen vertreten. Ich werde die allgemeinen Debatte um die Addquatheit
der einzelnen Positionen im Rahmen dieser Arbeit nicht aufgreifen. Meine Ausfithrungen dienen allein
dem Zweck, mit Hilfe der eingefiihrten Begrifflichkeiten eine systematische Klassifikation der im An-
schluss diskutierten unterschiedlichen Lesarten von (FKE) durchfithren zu kénnen, und die schlieRlich
in Kapitel 5 vorgeschlagenen empirisch informierten Lesarten begrifflich an die erkenntnistheoretische
Diskussion anbinden zu kénnen.

50



Folgenden eine kurze, fiir meine Zwecke hinreichende Darstellung der Kernthesen der
jeweiligen Positionen, die sich im Wesentlichen an Grundmann [50], MacFarlane [81] und
Brendel [17] orientiert.

Wenn man invariantistische und kontextualistische erkenntnistheoretische Positionen
gegeniiberstellt, so meint man in der Regel den semantischen Kontextualismus, genauer
genommen den semantischen Zuschreibungskontextualismus im Unterschied zum seman-
tischen Invariantismus beziiglich der epistemischen Begriffe ,Wissen“ und ,Rechtferti-
gung”. Diese beiden konkurrierenden Positionen geben unterschiedliche Antworten auf die
Frage nach den Wahrheitsbedingungen fiir epistemische Zuschreibungen, d.h. Aussagen
der Form ,, X weif, dass p“ und ,, X ist gerechtfertigt zu glauben, dass p“. Der semantische
Invariantismus verlangt, dass die epistemischen Standards, die fiir die Wahrheit einer epi-
stemischen Zuschreibung mafigeblich sind, kontextunabhéngig fixiert sind. Der Zuschrei-
bungskontextualismus vetritt dagegen die These, dass erst der Auferungskontext der
jeweiligen epistemischen Zuschreibung diese epistemischen Standards festlegt.'?! Nicht
jede Art der Kontextabhéngigkeit epistemischer Standards impliziert daher gleich einen
semantischen Kontextualismus: Die kontextuelle Variation héngt im Sinne des semanti-
schen Zuschreibungskontextualismus insbesondere von den dem Zuschreiber bewussten
Irrtumsmoglichkeiten fiir das epistemische Subjekt ab. In der Terminologie der méglichen
Welten bedeutet dies, dass die Rechtfertigung, die das epistemische Subjekt fiir seine
Uberzeugung, dass p, besitzt, zumindest in allen aus der Perspektive des Zuschreibers re-
levanten moglichen Welten verlasslich mit der Wahrheit von p verkniipft sein muss, wobei
die Relevanz einer méglichen Welt von kontextuellen Faktoren bestimmt wird.'?? Vom
semantischen Kontextualismus ist ein substantieller Kontextualismus zu unterscheiden,
dem es nicht um die Kontextabhéangigkeit der Wahrheitsbedingungen von epistemischen
Zuschreibungen, also der Bedeutung der epistemischen Begriffe ,Rechtfertigung und
,Wissen geht, sondern um die Kontextabhéngigkeit der epistemischen Eigenschaft der
Basalitit oder Begriindungsunbediirftigkeit von Uberzeugungen.'?? Ich werde mich mit

,Kontextualismus“ jedoch stets auf den semantischen Kontextualismus und, sofern nichts

121y/g]. Grundmann [50, S. 151 £.]; ich werde hier nicht auf die Grenzposition des Subjektkontextualis-
mus oder auch subjekt-sensitiven Invariantismus eingehen, der kontextuelle Variation der epistemischen
Standards abhéngig von der Perspektive des epistemischen Subjekts erlaubt, weitere situative Abhén-
gigkeiten aber ausschlieft.

122y7g]. [50, S. 154]. Insbesondere fordert der semantische Zuschreibungskontextualismus der Rechtfer-
tigung etwas anderes als eine gewisse Personen- und Zeitrelativitdt epistemischer Rechtfertigung, also
deren Abhéngigkeit vom Kontext der rechtfertigenden Griinde des epistemischen Subjekts. Letzteres
gehort zu den allgemeinen, in der Erkenntnistheorie positionsiibergreifend vertretenen Adaquatheitsbe-
dingungen fiir eine Analyse des Rechtfertigungsbegriffes (vgl. [50, S. 224] sowie Abschnitt 5.2.3).

123ygl. [50, S. 326].
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anderes gesagt wird, dabei auf die spezielle Variante des Zuschreibungskontextualimus
beziehen.?*

Hinsichtlich internalistischen und externalistischen Positionen wird in der Erkennt-
nistheorie eine weitere Unterscheidung getroffen, ndmlich zwischen Zugangsinternalisten
bzw. -externalisten und ontologischen Internalisten bzw. Externalisten. Diese Unterschei-
dung betrifft in erster Linie internalistische und externalistische Rechtfertigungskonzep-
tionen.!'?® Ein Zugangsinternalist beziiglich epistemischer Rechtfertigung fordert, dass
das epistemische Subjekt X, um gerechtfertigt zu glauben, dass p wahr ist, die rele-
vanten epistemischen Standards nicht nur erfiillen, sondern zu diesem Faktum auch ko-
gnitiven Zugang haben muss.'?® Dagegen geniigt es dem Zugangsexternalisten, wenn X
die epistemischen Standards zwar objektiv erfiillt, davon aber keine kognitive Kenntnis
hat. Es reicht hin, wenn eine geeignete externe Relation zwischen X’ Uberzeugung und
der Tatsache, dass p, instantiiert ist. Diese Relation wird in unterschiedlichen externa-
listischen Ansétzen verschieden bestimmt, etwa als kausale Relation oder als objektive
Verlasslichkeit des iiberzeugungsstiftenden Vorgangs. Ontologische Internalisten hinge-
gen behaupten, dass die Griinde, die eine Uberzeugung von X rechtfertigen, voll und
ganz in X’ mentaler Perspektive aufzufinden sind. Der ontologische Status von Griin-
den wire also gleichzusetzen mit dem mentaler Zustdnde. Ontologische Externalisten

beziehen dagegen auch externe Tatsachen auferhalb der mentalen Perspektive von X als

124Nicht jede Verwendung von ,kontextsensitiv®, ,kontextabhingig® (im Unterschied zu ,kontextinva-
riant und ,kontextunabhéngig®) oder ,kontextueller Faktor meint dagegen gleich eine Kontextabhin-
gigkeit im Sinne des semantischen Zuschreibungskontextualismus. Dies gilt in Bezug auf diese Arbeit
insbesondere fiir die Diskussion der empirischen Studien in Kapitel 3 und 4; dort ist es unter anderem
gerade die Art der Kontextabhingigkeit, die erst im Laufe der Diskussion genauer bestimmt werden
kann. Ich werde an entsprechender Stelle (vgl. S. 81) noch einmal darauf hinweisen.

125Dariiber hinaus kann man explizit einen Internalismus bzw. Externalismus beziiglich des Wissensbe-
griffes vertreten. Diese Unterscheidung ist eher fiir internalistische Positionen relevant, da ein Rechtferti-
gungsinternalismus noch keinen Wissensinternalismus zur Folge haben muss. Der Wissensinternalismus
stellt sich im Wesentlichen als ein Rechtfertigungsinternalismus dar, der dariiber hinaus Rechtfertigung
als Teil der Wissensdefinition begreift und keine zusétzlichen, externalistischen Bedingungen an den Wis-
senbegriff stellt. Die allgemeine erkenntnistheoretische Diskussion hat jedoch gezeigt, dass rein internali-
stische Wissenskonzeptionen problematisch sind (vgl. fiir eine ausfiihrliche Darstellung etwa Brendel [17,
Kap. 7]). Von einem Wissensexternalismus wiirde man hingegen sprechen, sobald die Wissensdefinition
externalistische Faktoren, wie etwa eine objektive Verlésslichkeitsbedingung an den iiberzeugungsbilden-
den Prozess oder das Vorliegen einer Kausalbeziehung zwischen dem Wahrmacher einer Uberzeugung und
der Uberzeugung selbst, als notwendige oder hinreichende Bedingungen umfasst. Dabei spielt es keine
Rolle, ob diese Faktoren bereits iiber eine externalistische Rechtfertigungskonzeption ins Spiel kommen,
oder erst als zusétzliche Forderungen neben einer internalistischen Rechtfertigungskonzeption erhoben
werden

126Daher miissen internalistische Kriterien fiir die Zuschreibung von Rechtfertigung in einer Art und
Weise formuliert werden, die klarstellt, was es fiir eine mathematische Aussage p bedeutet, durch die
sargumentative Rechtfertigungspraxis |[. . .| epistemischer Subjekte“!?” gerechtfertigt zu sein. Im Bereich
der Mathematik als wissenschaftlicher Disziplin handelt es sich bei dieser argumentativen Praxis in der
Regel gerade um eine durch X vorgenommene Prasentation eines Beweises fiir p.
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128 Ty diesem Kapitel verstehe ich un-

rechtfertigungskonstituierende Faktoren mit ein.
ter Rechtfertigungsinternalismus und -externalismus jeweils die Zugangs- und nicht die

ontologische Variante.'??

2.3 Verschiedene Lesarten formalisierbarkeitsorientierter
Kriterien fiir epistemische Zuschreibungen

Bei der folgenden Analyse verschiedener Lesarten von (FKE) beginne ich mit einer kriti-
schen Diskussion von Lesarten, die eine rein internalistische und strikt invariantistische
Theorie mathematischen Wissens und mathematischer Rechtfertigung erméglichen. In
der Folge diskutiere ich verschiedene Abschwéchungen solcher Lesarten, die auf eine kon-

textualistische Theorie hinauslaufen.

2.3.1 Eine strikt invariantistisch-internalistische Lesart von (FKE)

Es gibt eine naheliegende naive Spezifikation von (FKE), die ich als strikt invariantistisch-
internalistische Lesart bezeichnen werde. Die Attraktivitdt dieser Spezifikation ergibt
sich unter anderem daraus, dass sie eine Erkldrung des vermeintlichen epistemischen
Sonderstatus der Mathematik liefert.

Die Standarddefinition des Wissensbegriffes in der klassischen Erkenntnistheorie ana-
lysiert Wissen als wahre, gerechtfertigte Meinung mittels der folgenden drei jeweils not-
wendigen und zusammen hinreichenden Bedingungen fiir die Wahrheit von , X weif,

dass p‘:
e X glaubt, dass p,
e p ist wahr,

e X hat gute Griinde fiir seine Uberzeugung, dass p, hinsichtlich fester epistemischer
Standards.

Schon der erkenntnistheoretische Skeptizismus, spétestens aber die Arbeiten von Edmund
Gettier machten deutlich, dass diese Definition dennoch nicht Basis einer addquaten
Erkenntnistheorie sein kann. Wéhrend Gettier zeigte, dass die klassische Wissensdefi-

nition in obigem Sinne in bestimmten Situationen, sogenannten Gettier-Szenarien, zu

128Vgl. Grundmann [50, S. 250].
129 Auf letztere komme ich in Kapitel 5, Abschnitt 5.2.3 jedoch kurz zuriick.
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kontraintuitiven Wissenszuschreibungen fiihrt,!3° besteht die sogenannte skeptische Her-
ausforderung dagegen in der Moglichkeit skeptischer Szenarien wie Descartes’ ,,Bosem
Démon“ oder Putnams ,Gehirnen im Tank“.!3! Sowohl die Gettier-Beispiele als auch die
skeptische Herausforderung basieren wesentlich auf bestehenden Liicken zwischen einer
internalistischen Konzeption epistemischer Rechtfertigung!3? und Wahrheit. Im Gettier-
Fall sind alle drei Bedingungen der klassischen Wissensdefinition erfiillt, eine positive
Wissenszuschreibungen erscheint aber dennoch unangemessen, da eine Rechtfertigung
vorliegt, die mit den Wahrmachern von p nicht hinreichend verkniipft ist: p wird hier aus
einer falschen, aber vom epistemischen Subjekt gerechtfertigterweise geglaubten Aussa-
ge q gefolgert. Im skeptischen Fall ist die Wahrheit von p gar nicht gegeben, dennoch
liegt eine Rechtfertigung fiir die Uberzeugung, dass p wahr ist, vor.'?3 Da die klassische,
internalistische Wissensdefinition in obigem Sinne diese Liicken zun&chst nicht fiillen
kann, muss sie trotz ihrer intuitiven Attraktivitdt fiir den allgemeinen Fall zuriickgewie-
sen werden. Bedient man sich neben der Unterscheidung zwischen internalistischen und
externalistischen auch der zwischen invariantistischen und kontextsensitiven erkenntnis-

134 50 lasst sich die klassische Wissenskonzeption systematisch

theoretischen Positionen,
unter den verschiedenen Wissenskonzeptionen, die als Reaktion auf Gettier und den Skep-
tizismus entstanden, einordnen: Sie fillt in die Kategorie des internalistischen strikten
Invariantismus.

Fiande man nun fiir einen bestimmten Wissensbereich ein Kriterium fiir das Vorliegen

von Wissen, welches die drei folgenden Bedingungen erfiillt:
(Int) es liefert einen internalistischen sowie
(Inv) strikt invariantistischen Wissensbegriff und
(T) verkniipft epistemische Rechtfertigung verldsslich mit Wahrheit,
so wére insbesondere durch die Kombination von (Int) und (T) und das Fehlen zu-
sdtzlicher externalistischer Bedingungen an die Verbindung zwischen Rechtfertigung und

Wahrheit der gewussten Uberzeugung nach dem bisher Gesagten offenbar ein gewisser

epistemischer Sonderstatus etabliert. Die folgende Spezifikation von (FKE) erfiillt dank

139Gettier veroffentlichte diese Beispiele 1963 in Gettier [42]; vgl. auch die Darstellung in [17, Kap. 6].
131ygl. Descartes [31] und Putnam [112].

132Tm Sinne der in Abschnitt 2.2 eingefithrten Terminologie.

133Vgl. auch Brendel [17, S. 37 f.].

134v/5]. wieder Abschnitt 2.2.
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einer geeigneten Einstellung der zwei Parameter ,yverfiigen tiber” und ,formalisierbar zum

einen die Bedingungen (Int) und (Inv):

Das epistemische Subjekt X hat aktuell direkten kognitiven
Zugang zu einer formalen Ableitung von p und kann diese (FKEy)
Schritt fiir Schritt nachvollziehen.

Dariiber hinaus stellt die Lesart (FKE;) in folgendem Sinne eine absolut verléssliche
Verbindung zwischen Rechtfertigung und Wahrheit her und erfiillt dadurch Bedingung
(T): Die tatséchliche Verfiigbarkeit einer formalen Ableitung garantiert insbesondere die
logische Moglichkeit einer solchen, und damit die Wahrheit von p relativ zur Klasse der
durch das verwendete Axiomenschema definierten Modelle. Wiirde man (FKE;) zu einem
Kriterium fiir die Wahrheit von ,,.X weifs, dass p“ erheben, so wére es also in dem Sinne

135 dass es die Wahrheit von p in allen Strukturen, in denen auch die Axiome

hinreichend,
des verwendeten formalen Systems wahr sind, impliziert.
Dasselbe gilt auch fiir eine leicht abgeschwéchte Lesart (FKE;’), die den Begriff der

formalen Ableitung durch einen Formalisierbarkeitsbegriff im engeren Sinne ersetzt:

Ein formalisierbarery,, Beweis fiir p ist ein Argument, das mechanisch in eine

formale Ableitung von p iiberfiihrt werden kann.!36

Dieser Spezifikation von ,formalisierbar” gemé&f folgt ndmlich aus der Existenz eines
formalisierbaren;,, Beweises fiir p die formale Ableitbarkeit von p logisch. Ein entspre-

chendes formalisierbarkeitsorientiertes Kriterium fiir epistemische Zuschreibungen lautet:

X hat aktuell direkten kognitiven Zugang zu einem
formalisierbaren;,, Beweis fiir p und kann diesen Schritt fiir (FKE;’)

Schritt nachvollziehen.

Die Addquatheit von (FKE;) und (FKE;’) lasst sich — zumindest unter den methodo-
logischen Annahmen dieser Arbeit — jedoch leicht bestreiten: (FKE;) und (FKE;’) sind
keine notwendigen Kriterien fiir Zuschreibungen beweisbasierten Wissens oder beweisba-
sierter Rechtfertigung, da es in der mathematischen Praxis eine Vielzahl zu beriicksich-
tigender Fille gibt, in denen mathematisches Wissen oder epistemische Rechtfertigung
vorliegen, (FKE;) bzw. (FKE;’) aber klarerweise nicht erfiillt sind. Diese Konsequenz

sollte aber auch generell als philosophisch unbefriedigend angesehen werden; sie erscheint

135Und damit auch hinreichend fiir die Wahrheit von ,, X glaubt gerechtfertigterweise, dass p*“.
136Dje Bezeichnung ,formalisierbari,,* werde im Folgenden auch auferhalb der theoretischen Analyse
von (FKE) einheitlich fiir Formalisierbarkeit im wie hier verstandenen engeren Sinne verwenden.
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insbesondere hinsichtlich gerechtfertigter mathematischer Uberzeugungen als in hohem
Mafse kontraintuitiv.

Ich stiitze mich hier auf die Argumentation von Benedikt Léwe und Thomas Miiller in
[75]. Dieser liegt die mit meiner methodologischen Position vertrigliche Pramisse zugrun-
de,'37 dass ein Begriff mathematischen Wissens konform mit den Wissenszuschreibungen

der mathematischen Praxis sein sollte:

~We will proceed from a broadly naturalistic assumption: In philosophising
about mathematics, mathematical practice must be taken seriously. If cer-

¢

tain expressions, such as ‘knowledge’ or ‘...knows that ...’, are used in the

mathematical community, then that usage cannot be dismissed without good
arguments.“138

Léwe und Miiller weisen eine strikt invariantistische, internalistische Spezifikation von for-
malisierbarkeitsorientierten Kriterien fiir epistemische Zuschreibungen, wie (FKE;) und
(FKE;’), mit dem empirisch motivierten Argument zuriick, dass solche Lesarten prakti-
zierenden Mathematiker nahezu kein nicht-triviales mathematisches Wissen bzw. keine

gerechtfertigte Uberzeugungen mit nicht-trivialem mathematischen Gehalt zugestehen:

It just isn’t the case that mathematicians have a derivation in mind. |.. .| The
proofs in mathematical research papers are so far removed from derivations
that only a few experts could produce a derivation from them, even if they
wanted to |...]. We need to take seriously the fact that derivations are hardly

ever used.“139

Die Zuriickweisung ist nicht nur fiir formale Ableitungen (derivations) formuliert, sondern
implizit auch flir formalisierbarey,, Beweise: Ein Argument, auf dessen Grundlage nur
wenige Experten in der Lage sind, eine formale Ableitung zu produzieren, kann nicht als

mechanisch in eine formale Ableitung tibertragbar bezeichnet werden.

2.3.2 Modalisierte invariantistische Lesarten von (FKE)

Eine iibliche Art und Weise, den oben formulierten Einwénden gegen invariantistische

Lesarten von (FKE) zu entgegnen, besteht in der Einfithrung einer Im-Prinzip-Klausel:

137, 6we und Miiller formulieren ihren methodologischen Ansatz, der mit dem in dieser Arbeit vertrete-
nen im Wesentlichen {ibereinstimmt, erst detailliert in einer Nachfolgearbeit (vgl. [76] und die Diskussion
in Kapitel 1).

138[75, Abschn. 1].

139175, Abschn. 4.1].
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Das epistemische Subjekt sollte zumindest im Prinzip {iber einen formalen oder formali-
sierbaren Beweis verfiigen, d.h. prinzipiell — im Unterschied zu aktual — in der Lage sein,

einen solchen anzugeben.

Unsperzifizierte Im-Prinzip-Klauseln 16sen das Problem der abgeschwéchten Formulie-
rung von (FKE) offenbar nicht in befriedigendem Mafe: Man weicht damit in erster Linie
die Anwendungskriterien der entsprechenden Lesart von (FKE) auf, ohne dabei das ohne-
hin schon vorhandene Spezifikationsspektrum von ,verfiigen iiber und ,formalisierbar
informativ zu erweitern. In der in Abschnitt 1.3 eingefiihrten Terminologie von Moser
schadet ersteres dem evaluativen, letzteres dem semantischen und dem explanatorischen
Projekt einer wissenschaftsphilosophisch motivierten Erkenntnistheorie. Auch die Bezie-
hungen zwischen den u.U. unterschiedlichen Analyseergebnissen im Rahmen dieser drei
Projekte werden dadurch gegebenenfalls nur verschleiert, statt sie zu klaren. Die Ein-
flihrung einer unspezifizierten Im-Prinzip-Klausel zur Formulierung einer schwécheren

Lesart von (FKE) ist daher aus systematischen Griinden abzulehnen.

Ich betrachte daher im Folgenden geeignet spezifizierte Im-Prinzip-Klausel. Systema-
tisch gesehen kann sich ,im Prinzip* auf beide Parameter von (FKE) beziehen, sowohl
auf ,verfligen iiber* als auch auf ,formalisierbar“. Bezieht sich ,im Prinzip“ auf den Para-
meter ,wverfiigen iiber”, so bedeutet dies in der Regel eine Aufweichung von (Int), da vom
epistemischen Subjekt kein direkter aktueller Zugang zu den rechtfertigenden Griinden
fiir seine Uberzeugung, dass p — namlich einem formalen oder formalisierbaren Beweis
fiir p — verlangt wird, sondern nur noch ein prinzipieller. Wie stark man hier von (Int)
abweichen muss, héngt natiirlich von der weiteren Spezifikation von ,im Prinzip“ ab.
Zudem zieht die Einfiihrung einer Im-Prinzip-Klausel eine Aufweichung von (Inv) nach
sich, denn Im-Prinzip-Klauseln werden in der Regel kontextabhéngig gelesen, d.h. etwa
im Sinne von ,unter geeigneten Umstédnden in einer geeigneten Art und Weise“. Ge-
nauer gesagt: Im-Prinzip-Klauseln sind modale Ausdriicke,'” d.h. ihre Semantik ldsst
sich auch mittels des Begriffs der zugénglichen moglichen Welt formulieren. Die Menge
der zugénglichen Welten ist aber zunéchst abhéngig von der aktualen Auswertungswelt
der Im-Prinzip-Klausel. Um an (Inv) festhalten zu kénnen, miisste man die Im-Prinzip-
Klausel kontextunabhéngig formulieren, d.h. die Menge der zugénglichen Welten jeweils
ohne Bezug auf die aktuale Auswertungswelt definieren. Wie ich im Folgenden kurz um-
reifse, argumentieren Léwe und Miiller dafiir, dass die mathematische Praxis es tatséchlich

jedoch nicht erlaubt, eine solche kontextunabhéngige Formulierung zu finden.

10vgl. Lowe & Miiller [75, Abschn. 4.2]: ,The notion of ‘could in principle generate’ implies some type
of modal idealisation‘.
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Lowe und Miiller diskutieren drei Moglichkeiten, mittels Im-Prinzip-Klauseln modali-
sierte Lesarten eines formalisierbarkeitsorientierten Kriteriums fiir mathematisches Wis-

sen'?! kontextunabhingig zu spezifizieren. Diese lauten:!42

»(T1) S knows that P iff, with the help of a logician, S can generate a derivation of P.“
»(T2) S knows that P iff, given ten years, she could write a formal derivation.”

»(T3) S knows that P iff, given a blackboard and a piece of chalk, she is able to produce

an acceptable blackboard proof within an hour.”

Im Falle dieser drei Varianten werden die Umstinde, unter denen das epistemische Sub-
jekt aktuell in der Lage sein sollte, einen Beweis anzugeben, kontextunabhéngig spezi-
fiziert; im ersten Fall unter Riickgriff auf die Fahigkeiten und Expertise eines Mathe-
matikers mit umfassenden logischen Fahigkeiten, in den beiden anderen Féllen durch
Angabe eines fixierten Zeitrahmens, innerhalb dessen X einen konkreten Beweis vorbrin-
gen muss. Die letztgenannte Variante beinhaltet aufserdem eine Abschwéichung von (T) —
hier wird zu dem Zweck, einen akzeptablen Zeitfaktor angeben zu kénnen, kein formaler
oder formalisierbareri,, Beweis mehr eingefordert, sondern ein akzeptabler (hier noch in
einem kontextunabhéngigen Sinne) Tafelbeweis.

143

Der ersten Variante'* entspricht folgende Spezifikation von (FKE):

X ist mit der Hilfe eines Logikers in der Lage, eine formale
. ) (FKE2)
Ableitung fiir p zu erzeugen,
Diese ist insofern fragwiirdig, als das Konzept ,mit der Hilfe eines Logikers* darin so
unspezifiziert ist, dass z.B. folgende, triviale (und dariiber hinaus in héchstem Mafe
nicht-internalistische) Lesart von (FKEj) als Wahrheitskriterium fiir , X weifl, dass p*
oder ,, X glaubt gerechtfertigterweise, dass p* nicht ausgeschlossen wird:'** Es konnte sich
bei dem zugelassenen Hilfesteller um einen idealisierten, omnipotenten Logiker handeln.
Ein Mathematiker wére mit derartiger Hilfe durchaus in der Lage, eine formale Ableitung
zu erzeugen, ohne dass er dazu einen irgendeinen substantiellen Eigenbeitrag leistet.
Zu den anderen beiden Varianten konstruieren Léwe und Miiller jeweils Gegenbeispiele

unter Riickgriff auf die mathematische Praxis, welche die Adaquatheit der entsprechenden

M1yor allem ihre Kritik an solchen Lesarten lisst sich auch auf den Fall epistemischer Rechtfertigung
und somit auf (FKE) im Allgemeinen iibertragen.

142ygl. [75, Abschn. 4.2].

3Djese Variante wurde tatsiichlich von Steiner in [119] vorgeschlagen und — allerdings negativ —
diskutiert; im Unterschied dazu treten die beiden in [75] diskutierten Lesarten mit fixiertem Zeitrahmen
nur als hypothetische Positionen um des Argumentes gegen situativ-invariante Lesarten willen auf.

14410 Bezug auf (FKE:) als ein Testkriterium fiir das konkrete Vorliegen mathematisches Wissen mag
diese Lesart jedoch ausgeschlossen sein, da seine Anwendbarkeit sonst nicht gesichert wére.
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Lesarten von (FKE) hinsichtlich des explanatorischen und des evaluativen Projektes einer
empirisch informierten Erkenntnistheorie der Mathematik in Frage stellen:'4® (f5) fiihrt
etwa in solchen Fillen zu kontraintuitiven positiven Wissenszuschreibungen, in denen ein
hinreichend begabter Mathematikstudent zu Beginn seines Studiums in der Lage ist, im
Laufe der néchsten zehn Jahre einen formalen Beweis fiir ein mehr oder weniger beliebiges
mathematisches Theorem p zu erbringen, tiber das er zum gegebenen Zeitpunkt noch gar
nichts weiff. Eine (f2) entsprechende Lesart von (FKE) liefert daher kein hinreichendes
Kriterium fiir das Vorliegen von mathematischem Wissen (oder auch von mathematischer
Rechtfertigung).

Der Zeitrahmen in (f3) ist dagegen zwar so gewéhlt, dass eine entsprechende Les-
art von (FKE) als notwendig und hinreichend fiir das Vorliegen von mathematischem
Wissen oder mathematischer Rechtfertigung in gewissen Standardsituationen aus dem
Alltag erfahrener praktizierender Forschungsmathematiker gelten konnte. Unter ande-
ren, fiir die wissenschaftliche mathematische Praxis ebenso relevanten Umsténden, etwa
in einer miindlichen Fachpriifung im Rahmen eines Mathematikstudiums, ist dieser Zeit-
rahmen aber gegebenenfalls zu grof. Eine (f3) entsprechende Lesart von (FKE) wire
daher nicht hinreichend als Kriterium fiir positive epistemische Zuschreibungen in der
mathematischen Praxis. Verkleinert man den Zeitrahmen entsprechend, lassen sich laut
Léwe und Miiller Beispiele aus der Forschungsmathematik finden, in denen Wissen oder
Rechtfertigung geméf der in der Praxis etablierten Sprechweise vorliegt, (f3) aber nicht
erfiillt ist:

s/ M]any research mathematicians do not have all of the proofs they need for
their work at their immediate cognitive disposal. They need to try one or two
standard approaches to tackle the problem, remember the important details,
and then are able to provide an acceptable proof. If one keeps this time

interval too short, then one arrives at too strict a criterion for knowledge.*146

Eine entsprechende Lesart von (FKE) wire dann also kein notwendiges Kriterium fiir
das Vorliegen von mathematischem Wissen oder mathematischer Rechtfertigung in der

mathematischen Praxis mehr.

2.3.3 Kontextualistische modalisierte Lesarten von (FKE)

Die vorangegangenen Uberlegungen legen nahe, dass strikt invariantistische Lesarten

von (FKE), trotz Abschwéichung einer der beiden Bedingungen (Int) und (T) oder sogar

145ygl. genauer [75, Abschn. 4.2].
146175, Abschn. 4.2].
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beider, auf Probleme stofien. In diesem Abschnitt wende ich mich daher kontextsensitiven
Lesarten von (FKE) im Sinne des semantischen Kontextualismus zu.

Lowe und Miiller selbst schlagen im Anschluss an ihre oben dargestellte kritische Dis-
kussion zwei kontextualistische modale Kriterien fiir das Vorliegen mathematischen Wis-

sens vor. Dabei betrachten sie zunéchst folgende Setzung:

»(#) S knows that P iff S’s dispositional state of mind allows her to produce the required

form of proof or justification for P within the time frame allowed by the context.“7

Als eine Lesart von (FKE) ldsst sich das in (#) formulierte Wissenskriterium erst auf-
fassen, wenn man annimmt, dass sich das Konzept akzeptabler Beweise bzw. in bestimm-
ten Kontexten angemessener Beweistypen in eine entsprechend liberalisierte und kontex-
tualisierte Lesart von ,formalisierbar einbetten ldsst. Diese Annahme mochte ich den
folgenden Uberlegungen um des Argumentes willen vorerst ohne weitere Rechtfertigung
voranstellen, komme aber in Kiirze darauf zuriick. Unter dieser Annahme ergibt sich fol-
gende Lesart von (FKE), in welcher der Ausdruck ,formalisierbar” nicht mehr explizit

auftaucht:

X besitzt die Disposition, innerhalb eines durch den aktuellen
Zuschreibungskontext bestimmten Zeitrahmens einen in Be- (FKFs)
zug auf den Zuschreibungskontext akzeptablen Beweis fiir p s

Zu erzeugen.

Der Zeitfaktor wird in (FKE3) insbesondere als eine Mdglichkeit begriffen, die zunéchst
unspezifische Rede von mathematischen Féhigkeiten in einer Analyse von ,jiiber einen
Beweis verfiigen“ als ,,im Prinzip in der Lage sein, einen konkreten Beweis zu erzeugen®
durch die Rede von Dispositionen zu ersetzen.4®

Die kontextualistische Lesart (FKE3) kann jedoch nur fruchtbar sein, wenn die betrach-
teten Kontexte den jeweils angemessenen Zeitrahmen und den erforderlichen Beweistyp
in geeigneter Weise bestimmen, etwa geméfs einer allgemeinen, ihrerseits moglichst kon-
textunabhéngigen Zuordnungsvorschrift. Zumindest sollten die relevanten kontextuellen
Parameter allgemein identifiziert und systematisch beschrieben werden kénnen. Lowe
und Miller gehen zwar davon aus, dass ein Kontext in der mathematischen Praxis den
dafiir angemessenen Typus informeller Beweise in diesem Sinne geeignet bestimmt, wei-

sen die entsprechende Annahme fiir Zeitrahmen jedoch zuriick. Der Beweistyp ist geméaf

147175, Abschn. 4.3].

148Der Begriff der Fahigkeit als modales Konzept wird gemeinhin als verwandt mit dem Dispositions-
begriff verstanden. Zumindest in [78] lese ich Lowe und Miiller etwa so, dass ,in der Lage zu h sein®
soviel bedeutet wie ,die Disposition besitzen, innerhalb eines bestimmten Zeitrahmens h zu tun“ (vgl.
[78, Abschn. 2]).
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Lowe und Miiller durch den Typ des Zuschreibungskontextes festgelegt: Z. B. ist es im
Rahmen von Seminarvortrégen iiblich, einen Tafelbeweis zu prasentieren, der eine vollig
andere Form hat als etwa ein Beweis, der in einer mathematischen Fachzeitschrift verof-
fentlicht wird. Fir den Fall des Zeitrahmens gibt es dagegen hochstens eine eindeutige
Zuordung zwischen einzelnen Kontexten und den Beweistypen; es mag also sein, dass
jedem konkreten Zuschreibungskontext der mathematischen Praxis, unter Berticksichti-
gung einer geniigend groflen Anzahl von kontextuellen Faktoren, tatséchlich ein eindeu-
tiger Zeitrahmen fiir die Angabe eines akzeptablen Beweises zugeordnet werden kann.
Die in Abschnitt 2.3.2 angerissenen Uberlegungen zur Inadéiquatheit invarianter Zeitrah-
men'? deuten jedoch nach Léwe und Miiller auch darauf hin, dass selbst eine situative
Bestimmung angemessener Zeitrahmen sich nicht durch ein hinreichend unabhéngiges,

kontextiibergreifend einheitliches Prinzip regeln lasst:

, This analysis [(#)] may be all that is needed, but it also comes with a certain
problem: There does not seem to be an independent standard from which to

assess the necessary time.“159

(FKE3) miisste demnach fiir eine fruchtbare kontextualistische Analyse zumindest weiter
expliziert werden.

Léwe und Miiller argumentieren in [75] und detaillierter in |78| dafiir, dieses Problem
durch Riickgriff auf einen Fahigkeitsbegriff (skill) und ein damit verbundenes Stufen-
Modell des Erwerbs professioneller Fahigkeiten zu 16sen, den Hubert und Stuart Dreyfus
in ihrem Buch Mind over Machine [33] entwickeln. In seiner urspriinglichen Form un-
terscheidet das Dreyfus-Dreyfus-Modell fiinf Féhigkeitsstufen, die ich im Folgenden als
Professionsstufen bezeichne: Nowvice, Advanced Beginners, Competence, Proficiency und
Ezpertise. Wahrend etwa auf der Nowvice-Stufe die im Wesentlichen unreflektierte An-

wendung expliziter, allgemeiner Regeln steht:
,Novice. Application of context-free rules through information processing®,

ist die Frpertise-Stufe durch ein besonders hohes Mafs an implizitem Wissen-Wie gekenn-
zeichnet:

 Expertise. No need for rules.“15!

Ich werde dieses Modell nicht in seinem vollen Umfang vorstellen, sondern gehe hier und
im Folgenden jeweils nur soweit ins Detail, wie es mir fiir meine Argumentation von-

néten erscheint. Eine konkrete Ausgestaltung des allgemeinen Dreyfus-Dreyfus-Modells

149y7g]. S. 58.
150175, Abschn. 4.3].
151 6we & Miiller [78, S. 268].
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fiir mathematische Fihigkeiten und Professionsstufen wird in [78] nicht vorgenommen.!52

Lowe und Miiller diskutieren aber zwei allgemeine Aspekte zur Natur und Individuierung
mathematischer Féahigkeiten und Professionsstufen: Zum einen sollten Professionsstufen
nicht einzelnen Individuen zugewiesen werden, zumindest nicht im Sinne einer objektiv
bestimmten Eigenschaft, sondern eher bestimmten Verhaltensmustern in charakteristi-
schen Situationen.!®® Ein einzelnes Individuum ist dann aufgrund seiner spezifischen
professionellen Fahigkeiten dazu in der Lage, sich in entsprechenden Situationen in der
Regel geméaft dieser Muster zu verhalten. So kann man etwa davon sprechen, dass die
spezifischen mathematischen Fahigkeiten eines Mathematikers eine bestimmte Professi-
onsstufe induzieren (ich verwende im Folgenden zugunsten der Lesbarkeit den Ausdruck
,Professionsstufe von X“ als abkiirzende Sprechweise in diesem Sinne). Zum anderen
koénnen die fiir eine bestimmte Professionsstufe charakteristischen Verhaltensmuster und
die dafiir notwendigen mathematischen Fahigkeiten unter Umstédnden abhingig vom ma-
thematischen Spezialgebiet variieren. Fiir die Mathematik sollte allgemein also eher von

Professionsstufen in Bezug auf ein mathematisches Spezialgebiet gesprochen werden.!®*

Léwe und Miiller schlagen in [75] ein notwendiges und hinreichendes kontextualisti-
sches Wissenskriterium vor, in dem die rein dispositionale Lesart von jiiber einen Beweis
verfiigen, welche auf einen Zeitfaktor zur Kontextualisierung angewiesen scheint, durch

die Rede von mathematischen Fahigkeiten ersetzt ist:

.S knows that P iff S’s current mathematical skills are sufficient to produ-
ce the form of proof or justification for P required by the actual context.
This analysis, we claim, is adequate as a general explication of mathematical

knowledge.“1%°

Die folgende kontextualistische Lesart von (FKE) entspricht nun diesem Kriterium bis

auf eine Modifikation:

Die durch X’ aktuelle mathematische Fahigkeiten induzierte
Professionsstufe (in Bezug auf die relevanten mathematischen (FKEy)
Spezialgebiete) reicht hin, um einen Beweis fiir p des vom Zu- :

schreibungskontext erforderten Typs zu produzieren.

1521y den Kapiteln 4 und 5 werde ich anhand meiner empirischen Ergebnisse einige Anhaltspunkte fiir
eine mogliche Ausgestaltung geben konnen. Eine detailliertere Ausarbeitung ist aber im Rahmen dieser
Arbeit nicht vorgesehen.

153ygl. [78, S. 270]

154ygl. [78, S. 274]

155175, Abschn. 4.4].
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Diese Modifikation besteht in der Ersetzung von ,,X momentane mathematische Fahig-
keiten sind hinreichend“ durch ,die durch X’ momentane mathematische Féahigkeiten
induzierte Professionsstufe ist hinreichend”, und ist durch die weiterfiihrende Diskussi-
on zur Individuierung mathematischer Fahigkeiten in |78, Abschn. 5.2] motiviert. Die
dort vorgebrachten Argumente fiir die Addquatheit des in obigem Zitat vorgeschlage-

156 erlauben eher eine Zuordnung von Professionsstufen als von

nen Wissenskriteriums
spezifischen mathematischen Fahigkeiten zu Beweistypen.

Im Folgenden geht es mir darum, in Anlehnung an Léwes und Miillers Diskussion in
[75] und [78] herauszuarbeiten, worin der prinzipielle Vorteil einer Lesart wie (FKE4)
gegeniiber der rein dispositionalen Lesart (FKE3) besteht. Der in (FKE4) verwendete
Fahigkeitsbegrift besitzt durch das Dreyfus-Dreyfus-Modell eine theoretische Basis, die
einerseits unabhéangig von der durch Lowe und Miiller vorgeschlagenen Analyse mathema-
tischen Wissens ist. Dies verhindert eine zirkuldre Analyse des Konzepts mathematischer
Fahigkeiten durch Begrifflichkeiten einer Erkenntnistheorie der Mathematik, die selbst
wieder auf mathematische Fahigkeiten Rekurs nimmt. Andererseits sichert das Dreyfus-
Dreyfus-Modell objektive Bewertungsstandards fiir das Vorliegen unterschiedlicher Pro-
fessionsstufen. Dadurch wird es theoretisch moglich, Kontexttypen der mathematischen
Praxis die jeweils benotigte Professionsstufe in Abhéngigkeit vom jeweils angemessenen
Beweistyp anhand dieser Standards zuzuordnen. Dass diese Zuordnung in der Praxis
tatséchlich funktioniert, motivieren Léwe und Miiller durch den Verweis auf die in der
Praxis gut etablierte Sprechweise von mathematischen Fihigkeiten.!'®” Zwar zielt das
Modell gerade nicht auf die Angabe eines festen Kriterienkataloges (,a stable core of
skills“1°8) fiir einzelne Professionsstufen. Einzelne Fihigkeiten, die als Indikatoren fiir
eine bestimmte Professionsstufe gelten konnen, sind in verschiedenen Kontexten unter-
schiedlich relevant. Dennoch wird laut Lowe und Miiller die kontextabhéngige Auswahl
der relevanten einzelnen Féhigkeiten durch ein kontextiibergreifend einheitliches, unab-
héngiges Prinzip geregelt: die Antwort auf die Frage danach, welche Aufgaben prak-
tizierende Mathematiker wihrend eines Forschungsprozesses erfiillen.'® Dieses Prinzip
liefert eine funktionale Analyse der kontextuellen Festlegung der Parameter ,Beweistyp“
und ,,Professionsstufe:'69 Abhiingig davon, welche Aufgabe das epistemische Subjekt X

mit einem Beweis erfiillen soll, bestimmt der konkrete Kontext den angemessenen Bewei-

156ygl. genauer die nachfolgende Diskussion zum Vergleich von (FKE4) und (FKE3).

157Vgl. [75, Abschn. 4.4] und [78, Abschn. 1].

158(78, S. 272].

159ygl. [78, S. 272]

160Fine funktionale Auffassung von mathematischen Beweisen wird sich im Folgenden auch in der
Diskussion der Position Philip Kitchers wiederfinden (vgl. Abschnitt 2.3.4). Vgl. auch die folgende Zwi-
schenbilanz.
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styp. Einen Beweis eines bestimmten Typs in einem konkreten Kontext zu produzieren
und zu kommunizieren erfordert dann ein bestimmtes Fahigkeitsprofil von X, das die
benétigte Professionsstufe festlegt.!6!

Akzeptiert man die Annahmen, dass sich im konkreten Fall tatséchlich der jeweils
angemessene Beweistyp und die entsprechende Professionsstufe durch kontextuell vari-
ierende, aber durch ein funktionalistisches, unabhéngiges Prinzip verbundene Kriterien
bestimmen lassen, so erhilt man mit (FKE,4) eine Lesart, die den Einwénden gegen die
modal-dispositionale Lesart (FKE3) entgeht. Geméf meiner bisherigen erkenntnistheo-
retischen Klassifikation handelt es sich mit (FKE,) dabei nicht nur um eine Lesart von
(FKE), die explizit die Bedingung (Inv) abschwécht. Auch starke Lesarten von (Int) und
(T) sind nicht mit (FKE,) vertraglich.

Im Falle von (T) héngt das Ausmaf der Abschwichung vor allem davon ab, ob die
Angemessenheit eines Beweistyps stets die Korrektheit der Beweise dieses Typs impli-
ziert. Zwar ist der Korrektheitsbegriff fiir informelle mathematische Argumente nicht so
prazise wie fiir formale, dennoch stellt ein korrekter informeller mathematischer Beweis
ein Argument dar, bei dem aus der Wahrheit der Voraussetzungen die Wahrheit des
bewiesenen Satzes geméfs den Regeln des verniinftigen Denkens folgt, was immer noch
eine vergleichsweise starke Lesart von (T) erlaubt. Denkbar wére aber, dass etwa auch
Tafelbeweise angemessen sind, die lokal Fehler enthalten, jedoch global, also im Sinne
des groben Argumentationsganges, korrekt sind. In diesem Fall miisste (T) stérker li-
beralisiert werden. Dann stellt sich allerdings die Frage, ob man in Bezug auf (FKE,)
im Sinne der philosophischen Analyse noch von einem hinreichenden Kriterium fiir das
Vorliegen von Wissen sprechen kann, da es in der allgemeinen Erkenntnistheorie weitge-
hender Konsens ist, die Wahrheit von p als notwendige Bedingung fiir das Vorliegen von
Wissen, dass p, zu fordern.!62

Beziiglich der Bedingung (Int) gibt ein Blick auf das Dreyfus-Dreyfus-Modell Auf-
schluss. Die verschiedenen Stufen lassen jeweils unterschiedliche, mal internalistische,
mal externalistische Interpretationen zu. Ich mochte dies nur kurz an den beiden Ex-
tremen, Novice und Ezpertise, verdeutlichen. Die Charakterisierung der Nowice-Stufe ist

mit einem internalistischen Bild epistemischer Rechtfertigung vereinbar, da hier vom epi-

161Man beachte, dass X’ tatsdchliche Professionsstufe seinerseits durch X individuelles Fahigkeitsprofil
festgelegt ist. Unterschiedliche Fahigkeitsprofile konnen der gleichen Professionsstufe zugeordnet werden.
Dies folgt aus der weiter oben referierten Uberlegung, dass die Zuordnung von Professionsstufen nicht
unbedingt durch Angabe eines festen Kriterienkataloges erfolgen muss. Das vom Kontext geforderte spe-
zielle Fahigkeitsprofil muss also nicht identisch mit X’ tatsédchlichem Fahigkeitsprofil sein — die Tatsache,
dass sie der gleichen Professionsstufe zuzuordnen sind, garantiert eine hinreichend groRe Ubereinstim-
mung in den relevanten Aspekten.

162ygl. etwa Brendel [18, S. 11-12].
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stemischen Subjekt die bewusst korrekte Anwendung expliziter Regeln gefordert wird.
Die Charakterisierung der Ezpertise-Stufe scheint dagegen besser zu einer externalisti-
schen Theorie epistemischer Rechtfertigung zu passen: Vom epistemischen Subjekt wird
verlangt, dass es ohne explizite Anwendung von Problemlosungsstrategien und ohne be-
wusstes Abwégen und Entscheiden fiir eine von mehreren Alternativen so handelt, wie es
unter normalen Umsténden objektiv am verlisslichsten ist.!63 Bei Dreyfus und Dreyfus
heifst es:

»|E|xperts don’t solve problems and don’t make decisions: they do what nor-

mally works.“164

Insofern erfillt (FKE4) nur eine schwache Bedingung (Int’): Insoweit, als jede Profes-
sionsstufe das Durchlaufen der Novice-Stufe (oder einer anderen niedrigen Stufe) vor-
aussetzt, ist ein internalistisches Moment epistemischer Rechtfertigung implementiert.
Zwar kann die Bewertung der rechtfertigenden Griinde fiir eine Uberzeugung im Falle
des Experten mit der objektiven Verlésslichkeit seiner {iberzeugungsbildenden Prozesse
zusammenfallen, so dass dann eine Rechtfertigung gerade im Sinne eines externalistischen
Reliabilismus gegeben scheint. Auch mag der Experte die in seiner Novizenzeit erlernten
Regeln vollstdndig vergessen hat. Dennoch ist das Dreyfus-Dreyfus-Modell so angelegt,
dass sich der Expertenstatus und die damit verbundenen Fahigkeiten normalerweise erst

aus einer zunachst expliziten Kenntnis dieser Regeln heraus entwickeln.

Eine Zwischenbilanz

Nach den bisherigen Uberlegungen erscheint (FKE4) als aussichtsreicher Kandidat fiir
eine empirisch informierte Lesart von (FKE), den man nun im Rahmen von Schritt
2 des Drei-Schritte-Programmes einem ,empirischen Test* unterziehen koénnte, was in
Schritt 3 gegebenenfalls zu einer Verfeinerung dieser Lesart fithren wiirde. Dennoch werde
ich an dieser Stelle die theoretische Analyse formalisierbarkeitsorientierter Kriterien fiir
epistemische Zuschreibungen noch nicht abbrechen, sondern zwei Apekte von (FKEy)
herausgreifen, die ich bereits hier einer weiteren Analyse unterziehen mdchte. An dieser
Stelle gehe ich insbesondere iiber die beiden Arbeiten 75| und [78] von Léwe und Miiller

hinaus.

163\an beachte hier die spezifische Verwendung der erkenntnistheoretischen Begrifflichkeiten. Der
Fahigkeitserwerb, wie er im Dreyfus-Dreyfus-Modell modelliert wird, liefe sich in psychologisch-
kognitionswissenschaftlicher Terminologie auch als eine Internalisierung expliziter, objektiver externer
Regeln beschreiben (vgl. hierzu etwa Stenning [121, S. 3, 259].). Hier verwende ich ,intern* und ,extern®
aber gerade umgekehrt.

164133 'S, 30 £.].
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Der erste Aspekt betrifft noch einmal die weiter oben (S. 63) bereits diskutierte Festle-
gung des einem bestimmten Kontext angemessenen Beweistyps sowie der vom epistemi-
schen Subjekt erforderten Professionsstufe. Laut Lowe und Miiller geschieht auch diese
Festlegung situativ, in dem Sinne, dass es keine feste Kriterienliste fiir die Auswahl des
angemessenen Beweistyps bzw. der bené6tigten Professionsstufe gibt. Dennoch ist sie nicht
vollig relativ, denn sie wird durch ein einheitliches, unabhéngiges Prinzip geregelt: die ge-
schlossene, zielgerichtete Berufspraxis der Mathematikergemeinschaft. Die Antwort auf
die Frage danach, welcher Beweistyp und welche Professionsstufe in einem konkreten
Kontext angemessen sind, ergibt sich aus der Antwort auf die Frage, welche Aufgabe
das epistemische Subjekt mit seinem Beweis in Bezug auf den umgebenden, konkreten
mathematischen Forschungsprozess erfiillen soll. Hier liegt die plausible Annahme zu-
grunde, dass es ein einheitliches, kontextiibergreifendes Ziel mathematischer Forschung
gibt, welches in konkreten Forschungsprozessen verfolgt wird. Offen bleibt allerdings, wie
dieses Ziel oder auch diese Ziele genau aussehen, in welchem Sinne eine Riickkopplung
an Beweistypen und mathematische Fahigkeiten gegeben ist, und ob diese tatsichlich
eine fruchtbare kontextsensitive Analyse!%® durch (FKE4) begriindet. An dieser Stelle
komme ich auf die oben zugunsten des Argumentationsganges aufgestellte Hypothese
zuriick, die in (FKE3) und (FKE4) verwendete Redeweise von Beweistypen liefe sich
durch einen geeignet modifizierten Formalisierbarkeitsbegriff abbilden. Nur unter dieser
Annahme entsprechen den von Lowe und Miiller entwickelten Kriterien ja {iberhaupt
Lesarten von (FKE). Die Frage nach der Rechtfertigung dieser Hypothese kann nun —
zum Ende des ersten Durchlaufs von Schritt 1 hin — als eine verfeinerte Formulierung
meiner urspriinglichen Forschungsfrage nach der epistemischen Rolle formalisierbarer Be-
weise aufgefasst werden; ihr nachzugehen kénnte auch dabei helfen, eine Antwort auf die
von Lowe und Miiller zunéchst offen gelassene Frage nach der genaueren Funktionsweise
des von ihnen nur postulierten einheitlichen Prinzips zu finden. In Abschnitt 2.3.5 wer-
de ich daher einen von Jody Azzouni entwickelten Formalisierbarkeitsbegriff vorstellen,
der einen Ansatz dazu liefern konnte, die Rede von kontextuell bestimmten Beweistypen
(und den damit verbundenen mathematischen Féahigkeiten) in (FKE,) zu préazisieren.

Der zweite, mit dem ersten verbundene Aspekt, den ich im Rahmen dieses Kapitels
noch aufgreifen mochte, betrifft das im vorangegangenen Abschnitt ebenfalls angespro-
chene funktionalistische Versténdnis der epistemischen Rolle mathematischer Beweise.
Dieses sollte meiner Auffassung nach durch Uberlegungen zur Natur von Beweisen ge-
nauer abgebildet werden. Dadurch ergibt sich, wie ich in Kapitel 5 (Abschnitt 5.1.2, S. 222

f.) ausfithrlicher diskutieren werde, natiirlicherweise ein Ansatzpunkt fiir die Verbindung

165yg]. S. 60.
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zwischen bestimmten Beweistypen und spezifischen mathematischen Fahigkeiten des epi-

stemischen Subjektes.

2.3.4 Kitchers Kritik an aprioristischen Lesarten von (FKE)

Der nun folgende Abschnitt befasst sich mit der Analyse zweier verwandter, aprioristi-
scher Lesarten von (FKE), die man als ,historisch informierte® invariantistische Lesarten
bezeichnen kann. Diese Lesarten trifft eine Kritik, welche urspriinglich Philip Kitcher
in ,,The Nature of Mathematical Knowledge* (|58]) gegen den mathematischen Aprioris-
mus richtet. Filir meine Zwecke ist besonders der konstruktive Teil von Kitchers Kritik
interessant, denn dieser bietet einen guten Ansatzpunkt fiir eine sozio-empirisch infor-
mierte Uberarbeitung des kontextsensitiven modalisierten formalisierbarkeitsorientierten
Kriteriums fiir epistemische Zuschreibungen (FKE,), wie es in Abschnitt 2.3.3 vorgestellt
wurde. Meine Ausfiihrungen beinhalten daher auch eine knappe, auf die entsprechenden
Lesarten von (FKE) iibertragene Darstellung von Kitchers Kritikansatz.!%

Kitchers beginnt seine Argumentation mit einem Argument gegen einen mathemati-
schen Apriorismus, der sich auf einen rein formalen Beweisbegriff stiitzt: Angenommen,
es existieren zu verschiedenen Zeitpunkten ¢ so etwas wie formale Standardtheorien (bei
Kitcher: standard formal theories, im Folgenden auch kurz: SFT?), d.h. axiomatische For-
malisierungen der von der mathematischen Gemeinschaft akzeptierten mathematischen
Theorien. Dann dndern sich diese mit der Zeit, denn offensichtlich arbeiten die heutigen
Mathematiker mit anderen Axiomen als noch die Mathematiker des 19. Jahrhunderts,
des Mittelalters oder gar der Antike, und es wire auch in Hinblick auf die Zukunft der
Mathematik nicht sinnvoll anzunehmen, dass das momentan verbreitete Axiomensystem
nicht mehr verdndert wiirde. Die Ubergangsphase zwischen zwei formalen Standardtheo-
rien SFT? und SFT* ist dabei durch das Arbeiten mit Beweisen gekennzeichnet, die den
Rahmen der korrekten Beweise in SFT?! sprengen, ohne dass SFT?? bereits vollstindig
ausgearbeitet und etabliert ist. Nach Kitcher ist ein naiver formalistischer Apriorismus,
dem geméif mathematische Beweise stets korrekt relativ zu irgendeiner (selbst wenn nicht
immer nur ein und derselben) formalen Standardtheorie sein miissen, damit zuriickge-
wiesen, denn er kann die Akzeptanz von Beweisen in den fiir die Entwicklung mathema-

tischen Wissens so wichtigen Ubergangsphasen zwischen zwei formalen Standardtheorien

166Tnshesondere kann es sich bei dem Folgenden also nicht um eine adiquate Darstellung der Kit-
cherschen Theorie mathematischer Erkenntnis selbst handeln, und ebenso wenig um eine detaillierte
Aufschliisselung seiner Kritik am mathematischen Apriorismus. Mir geht es in erster Linie darum, ei-
nige von Kitchers — in Bezug auf [58] teils sogar nur vorldufige — allgemeineren erkenntnistheoretischen
Einsichten zur Mathematik fiir die Formulierung bzw. Kritik eines bestimmten Lesarttypus von (FKE)
nutzbar zu machen.
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nicht erkliren. Ubertragen auf eine entsprechende Lesart von (FKE) bedeutet dies das

Folgende:
X verfiigt zu t iiber ein SFT!-formalisierbares Argument fiir p (FKE5)

kann, unabhéngig von der Bedeutung von ,yverfiigen iiber”, keine addquate Spezifikation
von (FKE) sein: Es existieren relevante (historische) Beispiele fiir mathematische Beweise,
die als epistemische Rechtfertigung in der mathematischen Praxis zu einem Zeitpunkt ¢*
anerkannt werden, die aber nicht SFT* -formalisierbar sind.

Was als rechtfertigender Beweis akzeptiert wird kann nun laut Kitcher nur eine kor-
rekte, verniinftige soziale Praxis bestimmen. Um eine solche addquat beschreiben und
erkldren zu konnen, sind der Begriff des formalen Beweises oder des formalisierbaren;yy
Beweises, die Kitcher auch als strukturalistische Beweisbegriffe bezeichnet, jedoch unge-
eignet. Um zu verstehen, was die Auswahl bestimmter mathematischer Argumente und
die Zuriickweisung anderer korrekt und verniinftig macht, ben6tigt man nach Kitcher
einen funktionalen Beweisbegriff, der umfasst, was fiir eine Aufgabe bestimmte Beweise
erfiillen, die andere nicht erfiillen. Einen moglichen Ansatzpunkt fiir die Analyse die-
ser Aufgabe, der im Rahmen von aprioristischen Theorien besonders erfolgversprechend
ist,'67 bietet ein Ubergang von Beweisen als rein sprachlichen Entititen zu der Handlung

des Beweisfolgens:

»We should abandon the structuralist approach to proofs in favor of a func-
tional characterization. To put the point simply, proofs are sequences of sen-
tences which do a particular job and, if we have a predilection for formal
proofs, it is because we think that formal proofs do the job better than in-
formal ones. [...| The central idea of this answer is to distinguish proofs by

characterizing the notion of following a proof.*6%

Ein Ubergang von Beweisen im Sinne rein sprachlicher Entititen zu Handlungen, aller-
dings zu dialogischen kommunikativen Handlungen, wird sich auch in Bezug auf die (von
aprioristischen Theorien unabhéngige) Deutung der von mir vorgestellten empirischen
Ergebnisse als fruchtbar erweisen, um epistemische Zuschreibungskriterien der mathe-
matischen Praxis zu analysieren.!69

Auf dieser Grundlage kann Kitcher einen weiteren, allgemeineren Einwand gegen jede

Form von mathematischem Apriorismus formulieren, der von dem gerade dargestellten

167K itcher verfolgt diesen speziellen Ansatz spiter, im Rahmen seiner eigenen, genuin historisch infor-
mierten Analyse dieser Aufgabe, jedoch nicht weiter, vgl. [58, Kap. 8, Abschnitt II].

168158, S. 37], Hervorhebung im Original.

169yg]. hierzu Abschnitt 4.3, Aspekt (1), und auch Abschnitt 5.1, S. 223 f.
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historischen Argument gegen einen naiven Apriorismus unabhéngig ist. Aprioristischen
Theorien ist demnach die Behauptung gemeinsam, dass eine Analyse der Téatigkeit des
Beweisfolgens als lokales logisches Schlussfolgern hinreicht, um die epistemische Funkti-
onsweise von Beweisen und den induzierten apriorischen Status beweisbasierten mathe-

matischen Wissens begriinden zu koénnen:

,What job do proofs do? The apriorist emphasis on the importance of proofs
in mathematics reflects a traditional answer: proofs codify psychological pro-
cesses which can produce a priori knowledge of the theorem proved. If we are
to embed the popular thesis that mathematical knowledge is a priori because
it is based on proof in an adequate epistemology, then I submit that this is

the answer which we should adopt.“170

Dieser Behauptung hélt Kitcher sein Argument der langen Beweise (long proofs argu-
ment) entgegen. Dieses besagt, dass im Falle eines sehr langen und komplex verschach-
telten Beweises fiir p das blofse lokale Nachvollziehen als a priori-Rechtfertigung nicht
ausreicht, da es unverniinftig ware, a priori jegliche Irrtiimer durch das epistemische

Subjekt auszuschliefen.

Kitchers Argumentation lésst sich als Kritik an folgender Lesart von (FKE) auffassen:

X verfiigt (zu t) tiber ein korrektes Argument fiir p, welches
einen psychologischen Prozess des Beweisfolgens induziert, bei (FKEg)
dem jeder Argumentationsschritt von X durch lokales logi- 0

sches Schlussfolgern (gemif SFT*) nachvollzogen wird.

Elemente dieser Lesart findet man auch in (FKE;), (FKE;’) und in (FKE5). Der Ad-
dquatheit von (FKEg) kann man eine leicht modifizierte Version des Argumentes der
langen Beweise entgegenhalten: Das Nachvollziehen langer, komplexer Beweise birgt eine
Vielfalt von Irrtumsmoglichkeiten fiir das nachvollziehende epistemische Subjekt, wo-
durch ein rationaler Zweifel an der Wahrheit der Konklusion entsteht. Dieser Zweifel ist
umso grofer, je starker formalisiert der Beweis ist, denn die Erhchung des Formalisie-

rungsgrades bedeutet meist auch eine Verlangerung des Beweises:

»Reasonable uncertainty about the conclusion is not just a feature of the kinds
of proofs which mathematicians commonly construct and follow. If proofs

were presented in completely formal style, the increase in length would ex-

179158, S. 37].
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acerbate the rational worry that, at some point, one’s attention might have

lapsed or one may have misremembered some results established earlier 17!

Ein solcher rationaler Zweifel ist an sich zuléssig fiir epistemische Rechtfertigung. Um
Kitchers Argument gerecht zu werden, muss ergénzt werden, dass der Zweifel aber nicht
beliebig grofs werden darf. Eine Beschrankung der rationalen Unsicherheit, die das Folgen
eines langen Beweises birgt, kann nun aber nicht mithilfe eines engen Formalisierbarkeits-
begriffes, wie z.B. formalisierbar;y, erklart werden, denn wie gerade angemerkt wiirde ein
starkeres Maf an Formalisiertheit den Beweis in der Regel nur langer und die Unsicherheit
entsprechend grofer machen. Damit entnimmt man der Kitcherschen Kritik an (FKEs)
und (FKEg) auch noch einen unabhéngigen Kritikpunkt an (FKE;) und (FKE;’).

Kitchers Argumentation scheint bei genauerer Betrachtung eine implizit internalisti-
sche Konzeption mathematischer Rechtfertigung zugrunde zu liegen. (FKEg) konnte als
externalistisches Kriterium, also unter Aufgabe von (Int), dem Argument der langen
Beweise entgehen;'™ sofern der wihrend des Nachvollziehens eines korrekten Beweises
ablaufende psychologische Prozess tatsichlich die Uberzeugung, dass p, im epistemischen
Subjekt generiert, und dieser Prozess aus einer Kette ebenfalls objektiv korrekter lokaler
Schlufifolgerungen besteht, kann man ein epistemisches Subjekt als im externalistischen
Sinne gerechtfertigt betrachten, auch wenn ihm das selbst nicht bewusst sein man, da
es subjektive Zweifel beziiglich der Giite der Rechtfertigung fiir seine Uberzeugung hegt.
Kitchers eigenem Entwurf zufolge, den ich aber in diesem Rahmen nicht weiter besprechen
werde, griindet sich neues mathematisches Wissen wesentlich auf bestehendes kollektives,

a posteriorisches weil evolutionéres, durch Autorititen tradiertes Wissen.

Im nun folgenden letzten Abschnitt dieses Kapitels werde ich eine Lesart von (FKE) dis-
kutieren, die sich wie bereits erwihnt an der mathematikphilosophischen Position Jody
Azzounis orientiert. Trotz fundamentaler inhaltlicher Differenzen etwa zur Position Phi-
lip Kitchers — Azzouni verteidigt gerade eine aprioristische Auffassung mathematischen
Wissens — lehnt auch Azzouni vorschnelle erkenntnistheoretische Schlussfolgerungen aus
klassischen starken Lesarten von (FKE) ab. Er bezieht dagegen die Rolle sozialer Prak-
tiken innerhalb der wissenschaftlichen mathematischen Gemeinschaft explizit in seine

philosophischen Uberlegungen mit ein.

171
[58, S. 42).
1" Tatsi#chlich erfiillt (FKEg) sowohl (T) — relativ zu SFT* — als auch (Inv), letzteres zumindest bis
auf den Zeitfaktor ¢.
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2.3.5 Die Ableitungsanzeiger-Lesart von (FKE)

Entgegen der Kitcherschen Argumentation vertritt Jody Azzouni in [3] mit seiner Ab-
leitungsanzeiger-Sichtweise (derivation indicator view) der mathematischen Praxis eine
Konzeption mathematischer Beweise, die sich in seine aprioristische Erkenntnistheorie
der Mathematik!™ einpassen und die Rolle der formalen Ableitung fiir die mathemati-
sche Praxis wieder hervorheben soll. Im Folgenden stelle ich eine Lesart von (FKE) vor,
die Kernaspekte der Ableitungsanzeiger-Sichtweise aufgreift und gleichzeitig als mogliche
Weiterentwicklung der bisher diskutierten Lesarten an die vorangegangenen Uberlegun-
gen ankniipft.!™ Ich werde zuniichst kurz Azzounis generelle Sicht der erkenntnistheore-
tischen Rolle sozialer Faktoren in der mathematischen Praxis skizzieren, die sich von der
Kitchers und auch Lowes und Miillers unterscheidet, und von der auch ich mich in Kapi-
tel 1 bereits auf methodologischer Ebene abgegrenzt habe. Dennoch halte ich Azzounis
Ableitungsanzeiger-Sichtweise fiir vertréglich mit dem in Kapitel 5 dieser Arbeit skiz-
zierten Ansatz. Anschliefend beschreibe ich die Ableitungsanzeiger-Sichtweise und for-
muliere mit Hilfe eines daran angelehnten Formalisierbarkeitsbegriffes eine entsprechende
Lesart von (FKE). Diese Lesart ist insbesondere hinsichtlich des Parameters ,formalisier-
bar® spezifiziert, ldsst aber Spielraum beziiglich ,yverfiigen iiber. Daher gehe ich kurz auf
verschiedene Spezifikationen des zweiten Parameters und deren erkenntnistheoretische
Konsequenzen ein und priife ihre Vertriaglichkeit mit der Ableitungsanzeiger-Sichtweise.
Dabei bleibe ich aber bei einer kurzen, ergebnisoffenen Darstellung, auf die ich in Kapitel
5 wieder zuriickkomme.

Nach Azzouni kénnen rein auf sozialen Faktoren beruhende Erkenntnistheorien der
Mathematik nicht addquat sein. Eines seiner Argumente gegen ihre Addquatheit nimmt
auf die Einhelligkeit der Mathematiker bei der Beurteilung mathematischer Beweise tiber

die Zeit hinweg Bezug, welche sich nicht allein durch soziale Mechanismen erkléren lasse:

,Any approach which focuses only on (purely) social constraints on behavior
falls short in explaining how mathematicians can agree on the status of proofs;
and this is because social factors, even when they induce conformity at a time,

can’t (and don’t) prevent substantial diachronic change.“!™

Seine Erklarung fiir diese Einvernehmlichkeit ist gerade die, dass auch informelle Be-

weise in einer objektiven Beziehung zu formalen Ableitungen stehen. Hier unterscheidet

1" Diese entwickelt er bereits in [2].

174 nsofern werde ich nur punktuell auf Azzounis Arbeiten eingehen, ohne einen Anspruch auf eine voll-
standige systematische Diskussion seiner Position zu erheben. Insbesondere auf seine erkenntnistheoreti-
schen Uberlegungen in [2] werde ich nur soweit eingehen, als es fiir die Explikation der Ableitungsanzeiger-
Sichtweise notwendig ist.

175(3, S. 84 f.|, Hervorhebung im Original.
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Azzouni sich auch von Kitcher in der Bewertung der Rolle sozialer Faktoren bei der Aus-
wahl und Anderung von — in Kitchers Terminologie — formalen Standardtheorien. Diese
gehen nach Azzouni im Wesentlichen als logische Erweiterungen auseinander hervor.'76
Der Ubergang von einer zur anderen formalen Standardtheorie mag allerdings in einer
Weise erfolgen, die durch soziale Hilfspraktiken vermittelt ist. Azzouni spricht solche
Hilfspraktiken wie die Bezeugung durch Sachkundige (testimony) zunéchst in einem an-
deren Zusammenhang explizit an: der bereits im vorangegangenen Abschnitt diskutierten
Problematik der langen Beweise. Azzouni stellt sich in [2| die Frage, ob wir durch einen
Beweis, wie er etwa in einer mathematischen Fachzeitschrift veréffentlicht wird, Wissen
a priori erlangen konnen. Diese Frage scheint sich nicht einfach mit ,,ja“ beantworten zu
lassen, da ein solcher Beweis in der Regel nicht mit jedem einzelnen Leser bereits als a
priori wahr bekannten Annahmen startet. Der Leser scheint also zunéchst nur zu Wissen
a priori zu kommen, dass der bewiesene Satz aus der Menge der expliziten und impliziten
Annahmen des Autors folgt. Hier vermittelt die Bezeugung durch den Autor dahinge-
hend, dass das durch diese Annahmen erzeugte System ein Teilsystem eines momentan
in der mathematischen Praxis akzeptierten axiomatischen Systems ist. Azzouni zufolge

lasst sich das Zeugnis in einem solchen Fall aber prinzipiell wieder a prior: eliminieren:

- --| there is a clear sense in which the testimony involved here can be
eliminated in principle [...| only if this is possible, [in principle] will we

describe the testimony |[...| as having mathematical authority.*""

Diese Eliminierbarkeitsthese kann als Zugesténdnis im Lichte der von Kitcher mit seinem
Argument der langen Beweise erhobenen Forderung verstanden werden, dass nur iiber-
sichtliche Beweise (surveyable proofs) a priori-Wissen generieren kénnen. Ich werde diese
Diskussion um Ubersichtlichkeit und durch Beweise generiertes apriorisches Wissen im
Rahmen dieser Arbeit nicht weiter vertiefen.!™ Generell betrachtet Azzouni soziale Prak-
tiken als essentiellen Bestandteil der mathematischen Praxis; ihre prinzipielle epistemi-
sche Eliminierbarkeit diskutiert er explizit nur fiir wenige kollektive Hilfspraktiken (group
practices of justification), die der Aprioritdt mathematischen Wissens zunéchst offenbar
widersprechen. Im Folgenden mdchte ich dagegen darstellen, dass die Ableitungsanzeiger-
Sichtweise durchaus die Einbeziehung auch nicht eliminierbarer sozialer Faktoren erlaubt;
stellenweise spricht Azzouni dies in [3]| bereits selbst an.

Nach Azzounis Analyse der Funktionsweise informeller mathematischer Beweise qua-

lifizieren sich informelle Argumente dadurch fiir den mathematischen Diskurs, dass sie

176vgl. [3, S. 86 £.].
17712, S. 166], Hervorhebungen im Original.
178Vgl. fiir eine detaillierte Darstellung Bassler [8].
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auf eine formale Ableitung verweisen: ,|...| I take a proof to indicate an ‘underlying’
derivation.“'™ Mit ,derivation” ist hier ein mechanisch iiberpriifbares, rein syntakti-
sches Argument in irgendeinem algorithmischen System gemeint, etwa im Sinne eines

formalisierbaren;,, Beweis in der oben eingefiihrten Terminologie:8°

»,l've already stressed that ‘algorithmic system’ is neither restricted to a par-
ticular logic, a particular subject matter, nor even to an explicit language.
What is required is that ‘proofs’ |.. .| are (in principle) mechanically recogni-

zable «181

Ein entsprechendes formalisierbarkeitsorientiertes Kriterium fiir epistemische Zuschrei-

bungen, mit noch unspezifiziertem ,yerfiigen iiber”, lautet nun einfach wie folgt:

X verfiigt tiber ein Argument fiir p, das ein Ableitungsanzeiger
(FKE)

ist.
Der Ableitungsanzeiger ist bei Azzouni in erster Linie ein sprachliches Objekt. Es reicht

jedoch nicht, die Ableitungsanzeiger-Eigenschaft rein syntaktisch zu charakterisieren:

When mathematicians give what I'll describe as ‘arguments that indicate

derivations’, the latter often seem to turn essentially on the subject matter

that the derivation concerns.“182

So ist es fiir den Ubergang vom Ableitungsanzeiger zur formalen Ableitung zulissig,

begriffliche oder bereichspezifische Wahrheiten heranzuziehen, denen keine syntaktischen

Schlussregeln entsprechen:!83

179(3, S. 84 f.|, Hervorhebung im Original.

180 Algorithmic system verwendet Azzouni dabei liberaler als Kitcher den Ausdruck ,,standard formal
theory®; in [4] ldsst er explizit auch diagrammatische Kalkiile zu (vgl. insbesondere [4, S. 135 f]).

18113, S. 86], Hervorhebung im Original.

182[3°S. 88|.

183 Wesentlich stéirker scheint mir Azzouni an dieser Stelle von einer Forschergruppe um Peter Koepke
(Bonn) und Bernhard Schréder (Duisburg-Essen) gelesen zu werden, die sich mit der Entwicklung der
Computersoftware NAPROCHE (NAtural language PRoof CHEcking) befasst (vgl. Cramer et al. [27]).
Diese Software soll informelle mathematische Argumente mechanisch in formale Ableitungen iiberfiih-
ren; genauer gesagt: NAPROCHE soll Beweise, die in einer der informellen mathematischen Sprache
sehr dhnlichen formalen Sprache verfasst sind, mechanisch tiberpriifen kénnen. Die NAPROCHE-Lesart
der Ableitungsanzeiger-Sichtweise wiirde also lauten: Ein informelles mathematisches Argument ist ein
Ableitungsanzeiger, wenn es sich in die von NAPROCHE verwendete pseudo-natiirliche, sogenannte kon-
trollierte natiirliche Sprache (vgl. Koepke [62]) tibersetzen lisst, und das iibersetzte Argument von dem
implementierten Priifalgorithmus (dem sogenannten proof checker) akzeptiert wird. In diesem Sinne ist
ein Ableitungsanzeiger nach der NAPROCHE-Lesart bereits eine Ableitung in Azzounis Terminologie.
Die inhaltliche Analyse der pseudo-natiirlichsprachlichen Argumente wird dabei mittels computerlingui-
stischer Methoden vorgenommen. An dieser Stelle wird die NAPROCHE-Lesart allerdings unzulidng-
lich, denn zumindest die eingesetzten computerlinguistischen Methoden kénnen nur die Grammatik der

73



,The transformations are not logical axioms, but topic-specific truths [. ..].“1%4

5 auf

Ein informeller Beweis kann nach Azzouni also auf einer begrifflichen Ebene!®
eine formale Ableitung verweisen. Dies ist insbesondere dann der Fall, wenn wesentliche
Beweisschritte des Ableitungsanzeigers auf der im Rahmen eines geeigneten formalen Kal-
kiils syntaktisch nicht abbildbaren Bedeutung bestimmter Meta-Konzepte beruhen. Ein
Beispiel hierfiir ist ein Beweis, der mit einer Fallunterscheidung arbeitet, allerdings nur
einen Fall ausarbeitet und die anderen Félle durch ein ,folgt analog zu Fall 1 aus Symme-
triegriinden beschlieft.'®® In diesem Beispiel ist das Meta-Konzept, auf dem wesentliche
Beweisschritte beruhen, das Konzept der Symmetrie, die zugehérige Meta-Argumentation
ist der Symmetrieschluss.

Zwar mag der Symmetrieschluss in diesem fiktiven und auch in vielen anderen konkre-

187 yund ein konkreter informeller Beweis, in dem ein

ten Anwendungsfillen giiltig sein,
Symmetrieargument verwendet wird, mag stets fallspezifisch formalisiert werden kon-
nen. Dem Symmetrieschluss entspricht damit aber noch keine allgemeine syntaktische
Schlussregel in einem geeigneten formalen mathematischen Kalkiil. Er ist nur bereichsspe-
zifisch giiltig, ohne dass man den zulédssigen Anwendungsbereich — hier etwa: algebraische
Umformungen von Ausdriicken, in denen symmetrische mathematische Pradikate und
Relationen auftreten — geeignet formal definieren kénnte: Zumindest fiir einige der von
Azzouni diskutierten Beispiele fiir Symmetrieschliisse wire dies zwar im Rahmen eines
Kalkiils zweiter Stufe mit mathematischen Axiomen zweiter Stufe, die spezifische Ablei-
tungsschritte fiir Ausdriicke mit symmetrischen Pradikaten zulassen, moglich. Azzouni
argumentiert aber dafiir, dass eine solcher Kalkiil generell keinen geeigneten, natiirlichen
Kalkiil fiir eine Analyse von Beweisstrukturen der mathematischen Praxis darstellt.!88
Informelle Beweise, in denen Symmetrieschliisse korrekt verwendet werden, sind also
Ableitungsanzeiger in Azzounis Sinne, die durch ein rein syntaktisch nicht angemessen

erfassbares Element auf eine formale Ableitung verweisen.!8?

(Pseudo-)Normalsprache analysieren, nicht aber begriffliche Wahrheiten ausnutzen. Solche Transformati-
onsschritte sind aber fiir den Ubergang von einem Ableitungsanzeiger zur indizierten formalen Ableitung
bei Azzouni explizit erlaubt.

184138, 89].

185 Jedoch ohne dass dadurch zwangsldufig auf mathematische Objekte Bezug genommen werden miis-
ste, vgl. [3, S. 89]

18650]lche Symmetrieargumente findet man etwa in Kontexten, in denen ein Beweis fiir eine Aquiva-
lenz gegeben werden soll; oft wird nur eine der beiden Implikationsbeziehungen explizit gezeigt, da die
umgekehrte Implikationsbeziehung damit bereits aus Symmetriegriinden folgt.

1877 B. immer dann, wenn in einzelnen Beweisschritten symmetrische Beziehungen wie ,=* ausgenutzt
werden. Dies ist stets bei Aquivalenzumformungen von Gleichungen der Fall. Vgl. Azzouni 3, S. 89).

188vgl. [3, S. 90 fF].

189Tnsbesondere erklirt ein Ableitungsanzeiger daher im Allgemeinen nicht in einem fiir die mathemati-
sche Praxis befriedigenden Sinne, warum er auf eine formale Ableitung verweist. Azzouni hat genau dieser
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Gemék der in den vorangegangenen Abschnitten verwendeten erkenntnistheoretischen
Klassifizierung der unterschiedlichen Lesarten von (FKE) 14t sich zu (FKE7) das Folgen-
de festhalten: (FKE7) erfiillt die Bedingung (T) strikt, wenn fiir einen Ableitungsanzeiger
stets gilt, dass er neben den Axiomen und Schlussregeln des zugrunde liegenden algorith-
mischen Systems nur von der Substitution begrifflicher Wahrheiten und von bereits durch
einen Ableitungsanzeiger bewiesenen Séitzen Gebrauch macht. Ein Ableitungsanzeiger in
diesem Sinne garantiert die (systemrelative) Wahrheit seiner Konklusion. Unter einer
liberaleren Lesart der Ableitungsanzeiger-Eigenschaft konnte auch ein nicht korrektes
oder sehr liickenhaftes informelles mathematisches Argument ein Ableitungsanzeiger sein.
Dann wére (T) allerdings nicht mehr im Sinne einer wahrheitsgarantierenden epistemi-
schen Rechtfertigung erfiillt. An dieser Stelle sei jedoch angemerkt, dass ein epistemisches
Rechtfertigungskonzept, welches die Infallibilitét epistemischer Rechtfertigung impliziert,
zumindest aus Sicht der allgemeinen Erkenntnistheorie gar nicht wiinschenwswert ist.?°

(FKE7) erfiillt beziiglich der bisher vorgestellten Ableitungsanzeiger-Lesart des Pa-
rameters ,formalisierbar auch die Bedingung (Inv), allerdings in leicht abgeschwéchter
Form: Wie bereits angemerkt, sind die Kriterien fiir das Vorliegen der Ableitungsanzeiger-
Eigenschaft abhéngig vom thematischen Umfeld (subject matter) der mathematischen
Aussage p, die es zu beweisen gilt. Damit wird (FKE7) aber noch nicht sensitiv hin-
sichtlich weiterer, begleitender situativer Umstidnde. Eine weitergehende Einbindung von
nicht-elimierbaren situativen Faktoren, insbesondere von mathematischen Fahigkeiten
und Professionsstufen im Sinne der Diskussion von (FKEy),!?! deutet Azzouni zwar stel-

lenweise explizit an, ohne diese Mdoglichkeit jedoch detailliert auszuarbeiten:

,But there is another way, more sociological in flavor, in which topic-specificity
comes into play. This is in how the mathematicians can presume on know-
ledgable readers: proof-procedures of various sorts can be simply assumed as
parts of the toolkit; a certain level of competence (in proof) is assumed as
well, so that if a proof takes a certain form, the reader is understood as able

to modify it in appropriate ways. These ways, turning on the background

Punkt jlingst dazu veranlasst, die Rede von ,,derivation indicator* fiir seine Auffassung der Verhéltnisses
von informellen zu formalen Beweisen als ungliicklich zu bezeichnen. Der Ausdruck ,,indicator suggeriere
demnach, dass eine Ableitungsanzeiger auch zeigt, warum er auf eine formale Ableitung verweist (vgl.
[6, Fuknote 17 und Abschnitt 16]).

190vgl, etwa Brendel [18, S. 12]: ,Wissen muss als fallibel analysiert werden, d.h. S’ Rechtfertigung der
Meinung, dass p, muss die Wahrheit von p nicht garantieren. [...] Eine Wissensanalyse, die von Wissen
Infallibilitat verlangt — und daher Wissen mit Gewissheit gleichsetzt — hétte zwar den theoretischen Vor-
teil, gegeniiber Gettier-Problematik und Skeptizismus immun zu sein, ein so bestimmter Wissensbegriff
wére jedoch leer oder nahezu leer.

191ygl. S. 61.
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knowledge (and ability) of the profession at a time, can’t be codified—not

once and for all, anyway.“192

Durch den noch unspezifizierten Parameter ,yverfiigen tiber* bietet (FKE7) im Hin-
blick auf die Bedingung (Int) Spielraum fiir unterschiedliche differenziertere Lesarten.
Welche davon mit Azzounis eigener erkenntnistheoretischer Sichtweise vertriglich sind,
werde ich nicht im Detail diskutieren, da seine Ausfithrungen hier stellenweise unter-
schiedlich gelesen werden konnen. Prima facie ist (FKE7) sowohl mit externalistischen
als auch internalistischen Konzeptionen epistemischer Rechtfertigung vertraglich, da die
Ableitungsanzeiger-Eigenschaft als objektive Eigenschaft sprachlicher Entitdten konzi-
piert ist. Eine externalistische Spezifikation von (FKE;) konnte beispielsweise nur das
objektive Vorliegen der Anzeiger-Eigenschaft fordern, ohne dass diese auch Teil des iiber-
zeugungsbildenen Prozesses in Bezug auf das epistemische Subjekt sein muss. Insbeson-
dere wire es dann nicht notwendig, dass das epistemische Subjekt auch die angezeigte
formale Ableitung kennen muss. Azzounis Formulierungen deuten jedoch stellenweise auf

eine internalistische Lesart hin, wie etwa das folgende Zitat verdeutlicht:

HIf proofs really are devices mathematicians use to convince another of one or
another mechanically checkable derivation, it suffices to explain why mathe-
maticians are so good at agreeing with one another on whether some proof

convincingly establishes a theorem .93

Eine interessante Frage, die man nach den gerade angestellten Uberlegungen beziiglich
der Bedingungen (Inv) und (Int) aufwerfen kann, ist die nach der Natur der Trager der
Anzeiger-Eigenschaft. Ich komme in Kapitel 5 darauf zuriick. Dort schlage ich eine Kom-
bination aus geeignet modifizierten Aspekten der Kitcherschen Uberlegungen zu einem
funktionalen Beweisbegriff und einem damit je nach intendierter Funktion verbunde-
nen Ubergang von Beweisen als rein linguistischen Entitéiten zu Handlungen, sowie von
Léwes und Miillers Modellierung der epistemischen Rolle mathematischer Fahigkeiten
und Azzounis Ableitungsanzeigern als addquate Formulierung eines sozio-empirisch infor-
mierten formalisierbarkeitsorientierten Kriteriums fiir epistemische Zuschreibungen vor.
Als Trager der Ableitungsanzeiger-Eigenschaft fiihre ich nicht rein sprachliche Entitéaten,
sondern Beweise als dialogische Handlungen (,Beweishandlungen®, vgl. Abschnitt 5.2.1,
S. 230 f.) ein. Durch diesen Ubergang zu Beweishandlungen wird die Ableitungsanzeiger-

Eigenschaft kontextualisiert und explizit auf soziale Faktoren wie die mathematischen

19213 8. 95 f.], Hervorhebungen im Original.
193[3.'S. 84 f.], meine Hervorhebung.

76



Fahigkeiten des epistemischen Subjektes oder die Adressaten einer bestimmten Beweis-
fiihrung ausgedehnt.!”* Bei Azzouni findet sich zumindest ein rhetorischer Hinweis auf
die Moglichkeit, eine Ableitungsanzeiger-Eigenschaft statt fiir Beweise als rein sprachliche

Entitdten fiir kommunikative Handlungen zu konzipieren:

,The day-to-day practice of mathematicians isn’t to actually ezecute such
derivations, but only to indicate, to themselves or to others in their profession,

such derivations [...].<%>

Mein Vorschlag ist indes wesentlich durch meine empirischen Ergebnisse motiviert, die

ich in den nun folgenden Kapiteln 3 und 4 vorstellen werde.

194Mein Vorschlag kann dabei auch als Versuch aufgefasst werden, bei Azzouni teilweise undeutlich
bleibende Begrifflichkeiten der Ableitungsanzeiger-Sichtweise préaziser zu fassen. Vgl. hierzu insbesondere
Abschnitt 5.2.1, S. 232 ff.

195[3'S. 95|, Hervorhebungen im Original.
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3 Eine Umfragestudie zur Verwendung
epistemischer Begriffe in der
mathematischen Praxis

In diesem Kapitel stelle ich die erste meiner beiden sozio-empirischen Studien zu episte-
mischen Zuschreibungen in der mathematischen Praxis vor. Dabei handelt es sich um eine
Umfragestudie, in der sowohl der abstrakte Wissens- und Beweisbegriff praktizierender
Mathematiker als auch der konkrete Gebrauch epistemischer Zuschreibungen in der ma-
thematischen Praxis untersucht wurden. Die Durchfiihrungs- und entsprechend auch die
Darstellungsabfolge orientieren sich dabei am ,idealtypischen Ablauf eines empirischen
Forschungsprozesses:1? In Abschnitt 3.1 diskutiere ich das experimentelle Design der
Studie, insbesondere den Aufbau des Fragebogens, die Auswahl der Umfrageteilnehmer
und das Auswertungsverfahren, sowie Grundsétzliches zum gewéhlten Interpretationsrah-
men. In Abschnitt 3.2 stelle ich ausgewéhlte Ergebnisse der Umfrage vor. Ich beschrianke
mich dabei auf eine in sich abgeschlossene Menge von Teilergebnissen, die in Bezug auf
meine philosophische Fragestellung besonders aufschlussreich sind. Der vollstdndige Fra-
gebogen sowie die Gesamtheit der Umfragedaten sind in Anhang A und B dargestellt.
In Abschnitt 3.3 biete ich eine vorldaufige Interpretation der vorgestellten Ergebnisse im
Hinblick auf drei philosophisch motivierte Arbeitshypothesen an. Diese vorlaufige In-
terpretation liefert vier Ausgangsfragen fiir die im nachfolgenden Kapitel 4 vorgestelle

Vertiefungsstudie.

3.1 Methode und Forschungsdesign

Wie schon in Abschnitt 1.3.4 von Kapitel 1 erwihnt,!?” legt die Ausgangsfragestellung
meiner Untersuchung neben qualitativen auch quantitative Erhebungsmethoden nahe.
Ich habe fiir die quantitative Studie die Methode der Befragung mittels eines Online-

Fragebogens gewahlt. Der zugehorige Fragebogen wurde im Sommer 2006 mithilfe einer

196Klammer [59, S. 48].
1975, 24 f.
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entsprechenden Software (Perseus | Web Surveyor) entwickelt und von Ende Juli bis
Anfang Oktober 2006 iiber die zugehorige Online-Plattform bereitgestellt, der Link auf
die Plattform wurde zusammen mit einer kurzen Bitte zur Teilnahme an der Umfrage
iiber Internet-Newsgroups versendet. Auch die Datensammlung der ausgefiillten Bogen
erfolgte iiber diese Plattform. Im Folgenden mdéchte ich kurz genauer auf den Aufbau
des Fragebogens, die Auswahl der Teilnehmer und das spezielle Auswertungsverfahren

eingehen.

3.1.1 Aufbau des Fragebogens

Der verwendete Fragebogen enthalt insgesamt 74 Fragen und gliedert sich in vier Teile.
Ich betrachte hier nur die ersten drei Teile: In einem kurzen vierten Teil geht es um die
Abfrage von Einstellungen zum (abstrakten) Begriff mathematischer Schénheit, die Er-
gebnisse dieses vierten Teils wurden im Rahmen dieser Arbeit aus Griinden des Umfangs
aber nicht mehr ausgewertet.!%

In Fragebogenteil I werden Alter und Geschlecht der Teilnehmer, ihr Ausbildungsstand
(allgemein und im Fach Mathematik insbesondere), das Land, in dem die mathematische
Ausbildung abgeschlossen wurde, sowie Lehr- und Forschungserfahrung im Fach Mathe-
matik (in Jahren) abgefragt. Dieser Teil diente mir im Rahmen dieser Arbeit hauptséch-
lich zur Herausfilterung von Antworten aus der Zielgruppe (vgl. Abschnitt 3.1.2).

Fragebogenteil II enthélt sogenannte Einstellungsfragen, d.h. Fragen nach ,Beurteilun-

gen und Bewertungen iiber eine Person oder ein Thema durch den Befragten*!??

u.a.
mittels vorgelegter, vorformulierter Aussagen zum Thema, welche die Befragten jeweils
auf einer mehrstufigen Skala bewerten sollten. Mit Hilfe dieser Einstellungsfragen sollten
die von praktizierenden Mathematikern entwickelten abstrakten Begriffe ,Wissen und
,Beweis untersucht werden.

Im umfangreichsten Fragebogenteil III wird, ebenfalls durch Einstellungsfragen ver-
mittelt, die Verwendung von Wissenszuschreibungen in der mathematischen Praxis un-
tersucht. Zu diesem Zweck wurden den Umfrageteilnehmern vier fiktive Szenarien aus
dem Alltag eines praktizierenden Mathematikers vorgestellt.

Die Szenarien wurden vor dem Hintergrund der folgenden drei durch die philosophische

Diskussion in Kapitel 2 motivierten, empirischen Arbeitshypothesen entwickelt:

(H1) Die Wissenszuschreibungen der Teilnehmer héngen systematisch von kontextuellen

Anderungen ab.

198Vgl. hierzu aber Miiller-Hill & Spies [100].
199Klammer [59, S. 221].
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(H2) Das tatséchliche kognitive Erfassen einer formalen Ableitung von p durch das epi-
stemische Subjekt X ist hinreichend fiir eine positive Wissenszuschreibung durch

die Teilnehmer.

(H3) Das tatsachliche kognitive Erfassen einer formalen Ableitung fiir p durch das epi-
stemische Subjekt X ist keine notwendige Forderung fiir eine positive Wissenszu-

schreibung durch die Teilnehmer.

Die These (H1) ist, in der Terminologie von Abschnitt 2.2 gesprochen, einerseits mog-
liche Ausschlussbedingung fiir strikt invariantistische Lesarten von (FKE), je nachdem,
welche Art von kontextueller Abhéngigkeit festgestellt werden kann: Handelt es sich um
kontextuelle Abhéngigkeiten, die unter Bezugnahme auf den Zuschreibungskontext von
epistemischen Zuschreibungen ausgedriickt werden konnen, so wére dies ein Argument fiir
eine kontextualistische Analyse epistemischer Begrifflichkeiten der mathematischen Pra-
xis im Sinne des semantischen Kontextualismus. Andererseits soll die Priifung von (H1)
Aufschluss dariiber geben, ob epistemische Rechtfertigung durch mathematische Beweise
entgegen der verbreiteten Vorstellung von unfehlbaren mathematischen Beweisen falli-
bel ist. Einen Hinweis darauf gibt gegebenenfalls eine Zeitrelativitdt der Bewertung von
Wissenszuschreibungen im Hinblick auf hinzutretende Anfechtungsgriinde.?%0

(H2) zielt auf die in Abschnitt 2.3.1 theoretisch begriindete, intuitive Attraktivitét
strikt internalistisch-invariantistischer Lesarten von (FKE).

(H3) schlieflich soll die ebenfalls in Abschnitt 2.3.1 ausgesprochene Behauptung, eine
Abschwéchung solch starker Lesarten von (FKE) sei im Rahmen einer sozio-empirisch
informierten Untersuchung vonnéten, empirisch untermauern.?0!

Szenario 1 des Fragebogens wurde als Testszenario fiir (H1), Szenario 2 und 3 wurden
als Testszenarien fiir (H2), und Szenario 4 als Testszenario fiir (H3) konzipiert. Jedes der
vier Szenarien in Teil IIT des Fragebogens enthélt dazu Schliisselszenen, die Riickschliisse

auf mogliche systematische Zuschreibungskriterien fiir Wissenszuschreibungen und die

200 A1 dieser Stelle erfolgt die in Abschnitt 2.2 (vgl. Fufinote 124) angekiindigte generelle Erinnerung
daran, dass im Folgenden die Rede von ,kontextsensitiv, ,kontextabhidngig* (im Unterschied zu ,kontex-
tinvariant* und ,kontextunabhingig®) oder ,kontextueller Faktor nicht gleich eine Kontextabhingigkeit
im Sinne des semantischen Zuscheibungskontextualismus behauptet; ob im Einzelfall eine Kontextabhén-
gigkeit im Sinne des semantischen Kontextualismus vorliegt, wird durch vertiefende empirische Ergebnisse
oder genauere Analyse im Laufe der Diskussion gegebenenfalls gesondert gepriift.

201(H1) bis (H3) liefern zwar keine so feinkdrnige, systematische Unterscheidung zwischen verschiedenen
Lesarten von (FKE), wie diese in Abschnitt 2.2 eingefiihrt wurde. Hier ist jedoch zu bedenken, dass die
Klassifikation und Auswahl der dort diskutierten Lesarten zum Teil selbst erst Ergebnis der in diesem
und in Kapitel 4 vorgestellten Interpretation der empirischen Ergebnisse sind. Kapitel 2 spiegelt in
diesem Sinne den Analysestand nach mehreren Durchldufen des in Kapitel 1 vorgestellten Drei-Schritte-
Programms DSP (vgl. 1.3.3) wider. Wie dort bereits erldutert, habe ich zugunsten der Lesbarkeit auf
eine chronologische Abbildung der unterschiedlichen Zwischenstadien jedoch verzichtet.
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moglicherweise zugrundeliegenden Rechtfertigungs- und Wissensbegriffe der Antworten-
den im Hinblick auf die jeweilige Hypothese zulassen sollen.

In der im Folgenden betrachteten Schliisselszene von Szenario 1 tritt im Laufe des Sze-
narios ein Anfechtungsgrund hinzu, der den vom Szenarioprotagonisten gefiihrten Beweis
aus erkenntnistheoretischer Sicht iibertrumpft.?°2 Es geht hier also um die Frage, ob und
in welchem Sinne die Teilnehmer die anschlieftend abgefragten Wissenszuschreibungen
kontextsensitiv bewerten. Die Schliisselszenen der Szenarien 2 und 3 dienen der Kléarung,
ob ein weitgehend formaler Beweis bereits eine hinreichende Bedingung fiir eine positive
Bewertung der in Frage stehenden Wissenszuschreibungen darstellt. In Szenario 4 (dieses
ist vergleichsweise kurz und umfasst insgesamt nur zwei Fragen) geht es um die Frage,
in welchem Mafe sogenannte Beweisideen und (geometrische) Intuitionen hinreichend
flir die positive Bewertung der in Frage stehenden Wissenszuschreibungen sind, oder ob
ein weitgehend formaler Beweis eine notwendige Bedingung fiir eine positive Bewertung
darstellt.?03

Der Szenarioverlauf wurde den Teilnehmern jeweils nur stiickweise in kleinen Teilse-
quenzen preisgegeben. Jeweils nach einer abgeschlossenen Teilsequenz eines Szenarios
wurden sie dabei gefragt, ob sie dem jeweiligen Protagonisten des Szenarios Wissen zu-
schreiben oder nicht.?’* Am Ende eines jeden Szenarios hatten die Umfrageteilnehmer

Gelegenheit, einen Freitextkommentar abzugeben.

3.1.2 Zielgruppe und Stichprobe

Die Zielgruppe meiner Umfrage bestand aus einer internationalen Gruppe von Mathe-
matikern mit Forschungs oder Lehrhintergrund (nicht notwendigerweise in der Hoch-
schullehre) in Mathematik. Der Link zum Online-Fragebogen mit der Bitte zur Teil-
nahme wurde zweimal in wissenschaftlichen mathematischen Newsgroups veroffentlicht,
zunéchst als Testlauf in der Newsgroup sci.math. Die zweite Verdffentlichung, auf deren
Ergebnisse ich mich in meiner Arbeit ausschlieflich beziehe, geschah in den Newsgoups

sci.math.research und de.sci.mathematik.20°

202yg]. Grundmann [49, S. 227].

203ygl. zur genaueren Erlduterung die jeweiligen Begriindungen zur Auswahl der Clustervariablen
anhand der detaillierten Szenariobeschreibungen, S. 97, 106, 115 und 121.

204Rein technisch war ein ,Zuriickblittern mdglich, d.h. ein Teilnehmer konnte zuerst alle Sequenzen
eines Szenarios durchspielen und erst anschlieftend seine Antworten endgiiltig festlegen. Diese Option
war den Teilnehmern jedoch nicht explizit zur Wahl gestellt.

205Da der Online-Fragebogen ausschlieklich auf diese Weise zuginglich war, existiert also eine zusétz-
liche Einschrénkung meiner Stichprobe auf Mathematiker, die wissenschaftliche mathematische News-
groups lesen. Ich gehe jedoch im Folgenden ohne weitere Diskussion davon aus, dass diese Einschrankung
keine ernstzunehmende Auswirkungen auf die Ergebnisse hat: Eine signifikante Korrelation zwischen der
Angewohnheit, Newsgroups zu lesen, und bestimmten Einstellungen zur Natur mathematischen Wissens
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Ein beantworteter Fragebogen zéhlte als giiltig, wenn Fragebogenteil I sowie minde-
stens eine der Fragen aus einem der Fragebogenteile 11, III, oder IV beantwortet wurden.
Die Resonanz auf den zweiten Teilnahmeaufruf war mit 108 giiltig beantworteten Frage-
bégen (von 250 Antworten insgesamt) zufriedenstellend. Von den 108 giiltigen Antworten
wurden 76 von Personen aus der Zielgruppe abgegeben.

Diese 76 Personen bilden die Stichprobe meiner Umfragestudie. Die meisten dieser Per-
sonen haben ihre mathematische Ausbildung in Deutschland (44,1 %) und in den USA
(18,6 %) abgeschlossen, ebenfalls zu groferen Anteilen vertreten waren England (UK),
die Schweiz, die Niederlande, Frankreich und Belgien. Die Mehrheit der Stichprobenteil-
nehmer verfiigt iiber Erfahrungen von einem bis zu 35 Jahren sowohl in der Forschung als
auch in der universitaren Lehre. 13.2 % der Stichprobenteilnehmer haben einen Bachelor
(oder einen #dquivalenten Abschluss), 19.7 % einen Master (oder einen dquivalenten Ab-
schluss) und 46.1 % einen Doktorgrad (oder einen dquivalenten Abschluss) in Mathematik
erreicht.

Die Anzahl der fiir bestimmte Fragebogensequenzen beriicksichtigten Antworten vari-

iert im konkreten Fall. Dies wird an entsprechender Stelle stets gekennzeichnet sein.2%6

3.1.3 Auswertungsverfahren

Die quantitativen Fragen aus den Fragebogenteilen I und II wurden durch eine Ana-
lyse der relativen Héufigkeiten ausgewertet, die Ergebnisse der Freitextfragen werden
durch eine exemplarische Zitatauswahl dargestellt (Abschnitt 3.2.1). Sie dienen der ver-
tiefenden Interpretation der Haufigkeitsergebnisse (Abschnitt 3.3.1). Die quantitativen

207 in Fragebogenteil III wurden dagegen mithilfe einer

Fragen aus den vier Szenarien
sogenannten Clusteranalyse ausgewertet (Abschnitt 3.2.2).2°8 Auch hier dienen die zu-
sitzlich abgegebenen Freitextkommentare der Teilnehmer, die wieder in exemplarischer

Auswahl zitiert werden,?”? der Klirung, Verfeinerung und Vertiefung der spiteren Inter-

und mathematischer Beweise erscheint jedenfalls nicht sehr wahrscheinlich, und konnte auch durch die
Ergebnisse der vertiefenden Interviewstudie, die nicht dieser Einschrankung unterlag, nicht bestatigt
werden.

205)Man beachte insbesondere, dass die Auswertung der verschiedenen Szenarien von Fragebogenteil 111
jeweils auf einer kleineren Anzahl von Datenséitzen basiert, da hier das zusétzliche Kriterium erfiillt sein
musste, dass das jeweilige Szenario vollstdndig beantwortet wurde.

207ygl. Abschnitt 3.1.1.

208Fine erste Haufigkeitsanalyse und Interpretation ausgewéhlter Ergebnisse sowohl aus Fragebogen-
teil IT als auch aus den Szenarien 1 und 3 aus Teil IIT im Hinblick auf (H1) bis (H3) wurde in Miiller-Hill
[99] und teilweise auch in Léwe, Miiller & Miiller-Hill [79] vorgenommen. Auf Grundlage der im Fol-
genden vorgestellten Clusteranalysen zu Fragebogenteil III ist jedoch eine wesentlich differenziertere
Interpretation moglich.

20985 mtliche abgegebenen Freitextkommentare sind in Anhang B zusammengestellt.
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pretationen (Abschnitt 3.3.2). Samtliche Freitextkommentare werden im urspriinglichen
Wortlaut wiedergegeben, sie wurden lediglich hinsichtlich grober grammatikalischer und
orthographischer Fehler korrigiert. Die Zitate der Freitextkommentare werden zur einfa-
cheren Bezugnahme fortlaufend durchnummeriert. Die Nummerierung hat die Form (3.7)

flir das i-te Zitat im dritten Kapitel.

Da die Clusteranalyse kein allgemein bekanntes, klassisches statistisches Auswertungs-
verfahren wie etwa eine Korrelationsanalyse darstellt und aufferdem eine Reihe von me-
thodologischen Voriiberlegungen nétig macht, mochte ich hier genauer darauf eingehen.
Das Auswertungsverfahren der Clusteranalyse ist ein Verfahren, mit dem Verdichtungs-
punkte (Cluster) in zweidimensionalen Datenwolken ausfindig gemacht werden koénnen.
In Bezug auf Umfragedaten bedeutet das, dass man mithilfe einer Clusteranalyse beson-
ders ausgeprigte Antwortprofile herausfiltern kann.?'9 Dabei wird ein idealer Antwortty-
pus als stellvertretend fiir eine ganze Klasse dhnlicher Antwortprofile identifiziert. Daher
ist die Clusteranalyse ein in erster Linie klassifikatorisches und damit qualitatives Aus-
wertungsverfahren (Clusterklassifikation nach Idealtypen), dem aber ein quantitatives
Datenaufbereitungsverfahren (Clusterbildung mit Hilfe einer quantitativen Ahnlichkeits-
relation) vorgeschaltet ist. Insbesondere handelt es sich nicht um ein statistisches Verfah-
ren, d.h. es werden keine Aussagen {iber die statistische Signifikanz bestimmter Cluster
gewonnen: Die Antwortprofile sollen vielmehr zeigen, in welchen Bereichen sich die In-
tuitionen von Mathematikern in Bezug auf die Verwendung von Wissenszuschreibungen
tberhaupt bewegen. Aufgrund dieser speziellen Eigenschaften ist die Clusteranalyse hin-
sichtlich des tatsdchlichen Riicklaufs verwertbarer Fragebogen, der fiir eine klassische
Statistik zu niedrig war, sowie angesichts der Diagnose moglicher gruppenspezifischer,
z.B. fachbereichsspezifischer Verwendungen der Begriffe von Wissen, Rechtfertigung, Be-

weis und Formalisierbarkeit in der mathematischen Praxis besonders geeignet.

Neben den vier unabhéngigen Clusteranalysen der jeweiligen Schliisselszenen der Ein-
zelszenarien habe ich weder eine Gesamtclusteranalyse aller vier noch eine kombinierte
Analyse einzelner Schliisselszenen durchgefiihrt. Der hier zugrundeliegende Datensatz ist
dafiir technisch ungeeignet: Fiir eine Beriicksichtigung einer gréfferen Anzahl von soge-
nannten Clustervariablen, also von Fragen, die in die Profilbildung mit eingehen, wie sie
die gemeinsame Clusteranalyse verschiedener Schliisselszenen mit sich gebracht hétte,
ist sowohl der Umfang der Stichprobe zu gering als auch die verwendete Antwortskala

(vgl. S. 97) zu grobkoérnig. Mogliche Verbindungen zwischen einzelnen Clustern aus ver-

210yg]. Abschnitt 3.2.
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schiedenen Szenarien kniipfe ich auf theoretischer Ebene in Abschnitt 3.4 anhand der in
3.3.2 vorgeschlagenen Interpretationen und stelle sie im Rahmen der nachfolgenden Ver-
tiefungsstudie auf den empirischen Priifstand. Auch eine gemeinsame Clusteranalyse der
Schliisselszenen aus Fragebogenteil III mit Fragen aus Teil II wurde nicht durchgefiihrt:
Die starke Dominanz einzelner Antwortmoglichkeiten in den Haufigkeitsergebnissen aus

I?!! verhindert eine sinnvolle Clusteranalyse dieser Ergebnisse, denn sie

Fragebogenteil 1
erlauben kaum Profilbildung. Insbesondere erzeugen diese Ergebnisse keine sinnvollen

neuen Antwortprofile im Vergleich mit den aus Teil IIT gewonnenen Profilen.

Auf abstrakte technische Details des Verfahrens gehe ich an dieser Stelle nicht wei-
ter ein.?!? Soweit spezielle Details fiir die Ergebnisdarstellung notwendig sind, erldutere
ich diese zum besseren Verstéandnis exemplarisch mit direktem Bezug auf die konkreten
Ergebnisse anhand von Szenario 1 in Abschnitt 3.2.2 (S. 97 f.). Die Clusteranalyse der
elektronischen Datensétze habe ich mithilfe der Software ClustanGraphics?'® vorgenom-

men.

Von methodologischer Bedeutung insbesondere in Bezug auf die spétere Interpretation
der Ergebnisse ist dagegen die Auswahl der Clustervariablen: Sie ist nicht in erster Linie
durch das Verfahren bestimmt, sondern erfolgt im Vorfeld der Auswertung durch den
Auswertenden. Das vortheoretische Versténdnis der untersuchten Fragestellung ist daher
fiir die Auswahl der Clustervariablen und dariiber hinaus auch fiir die spétere Auswahl
einer zugehorigen Clusterlosung (d.h. die Auswahl der endgiiltigen Anzahl und Gestalt
der Antwortcluster, vgl. S. 97 f.) entscheidend. In meinem Fall erfolgte die Auswahl der
Clustervariablen pro Szenario, also die Bestimmung der fiir meine Fragestellung jeweils
relevanten Schliisselszene, unter Riickgriff auf die Ergebnisse der in Kapitel 2 gefiihrten
Diskussion verschiedener formalisierbarkeitsorientierter Konzeptionen von beweisbasier-
tem mathematischem Wissen und mathematischer Rechtfertigung. Bei mehreren mog-
lichen Clusterlésungen zu diesen Variablen wurde zudem diejenige Losung ausgewéhlt,
die vor dem Hintergrund der entsprechenden philosophischen, erkenntnistheoretischen

Begrifflichkeiten am besten zu interpretieren war. Dieses Vorgehen entspricht damit dem

211V/gl. hierzu Abschnitt 3.2.1.

22Hier sei z.B. auf Bacher [7], Everitt, Landau & Leese [38] und Wiedenbeck & Ziill [129], fiir die
mathematischen Hintergriinde insbesondere auf Kaufman & Rousseeuw [57] verwiesen.

213Version 8.0, programmiert von David Wishart, Clustan Limited, Edinburgh & St. Andrews.
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in Abschnitt 1.3.3 beschriebenen Programm DSP einer sozio-empirisch informierten Er-
kenntnistheorie der Mathematik: Die in Kapitel 2 durch philosophische Analyse gewon-
nenen Ergebnisse (Schritt 1) beeinflussen das Design der hier vorgestellten empirischen
Untersuchung (Schritt 2) im Hinblick auf einen vorlaufigen Vergleich von analytischen
und empirischen Ergebnissen in Abschnitt 3.3 (Schritt 3), der schliefslich zu einer erneu-
ten theoretisch geprigten Diskussion in Abschnitt 3.4 (Schritt 1) fiir die in Kapitel 4
vorgestellte empirische Vertiefungsstudie fiithrt (Schritt 2).

3.1.4 Grundsatzliches zum Interpretationsrahmen

In diesem Abschnitt geht es um zwei allgemeine Voriiberlegungen zum Deutungsrahmen
der empirischen Ergebnisse im Hinblick auf das spezielle Design der Umfragestudie. Die-
se Uberlegungen betreffen zum einen die Formulierung der Fragen im Szenarioteil III
des Fragebogens und deren Auswirkung auf die Beurteilungsperspektive der Umfrage-
teilnehmer und damit die Rolle der epistemischen Einstellungen der Befragten fiir die
Clusterinterpretation. Zum anderen betreffen sie die im Aufbau des Fragebogens bereits
angelegte Spannung zwischen abstrakten Fragen zum Wissens- und Beweisbegriff in Fra-
gebogenteil II und der Beurteilung von beweisbasierten Wissenszuschreibungen in Bezug

auf konkrete Szenarien in Teil III.

Rolle der epistemischen Einstellungen der Umfrageteilnehmer fiir die Interpetation
der Ergebnisse aus Fragebogenteil 11l

Samtliche der in Fragebogenteil I1T im Rahmen der vier Szenarien zu beantwortenden Fra-
gen sind (bis auf die Freitextfragen) von der Form: ,\Weif X (zu t;,) dass p wahr (falsch)
ist? (englische Originalformulierung: ,,Does X (at tin) know that p is true (false)?“).
», X bezeichnet dabei den jeweiligen Szenarioprotagonisten, ,p“ die in Frage stehende
mathematischen Aussage, und ,,t;,* den Zeitpunkt innerhalb des Szenariogeschehens, auf
den sich die in Frage stehende Wissenszuschreibung ,, X weif (zu tiy, ), dass p“ bezieht;?14
fallt der Zeitpunkt i, mit dem Zeitpunkt ¢ , der innerhalb des Szenariogeschehens er-
reicht ist, als die zu beurteilende Frage zu einem bestimmten Zeitpunkt o, aufserhalb
des Szenariogeschehens der Umfrage gestellt wird, zusammen, so wird ¢;, in der Frage

nicht explizit benannt.

21Da in den vier Szenarien des Fragebogens fiir p jeweils ein Name fiir den jeweiligen mathematischen
Satz verwendet wurde (Jones conjecture, Bob’s theorem, T1, To und Mates conjecture) und nicht vom
Inhalt des Satzes die Rede war, wurden die Fragen, entsprechend der normalsprachlich natiirlicheren
Sprechweise, in der Form ,,Does X (at tin) know that p is true (false)?“ statt ,,Does X (at tin) know that
p (not-p)?* formuliert.
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Bei der Beschreibung der verschiedenen Clusterprofile und deren anschliefender Inter-
pretation gehe ich standardméfig, d.h. wenn etwa die Freitextkommentare der Befragten
nicht ausdriicklich eine andere Deutung nahelegen, davon aus, dass die Befragten die
Fragen zu den Szenarien in Teil IIT auf der Basis aller Informationen zum Szenario be-
urteilt haben, die ihnen selbst zum Zeitpunkt ., bekannt waren. Dies gilt insbesondere
fiir die vorgeschlagenen Deutungen von Antwortclustern (zu Szenario 3 und 4), zu denen
keine oder keine verwertbaren Freitextkommentare abgegeben wurden. Man beachte hier
wieder (vgl. Abschnitt 3.1.1), dass das Szenariogeschehen den Befragten nur stiickweise
preisgegeben wurde; vor allem gehe ich standardméfsig nicht davon aus, dass die Befrag-
ten zuriickgeblattert haben. Auflerdem setze ich ebenso standardméfig voraus, dass die
Befragten den Szenarioprotagonisten Wissen aufgrund der jeweils prisentierten Beweise
zu- oder abschreiben, also beurteilen, ob der von X préasentierte Beweis fiir p hinreicht,

um X’ Wissen, dass p, zu begriinden.

Diese Standardfestlegung hinsichtlich der Deutung der epistemischen Einstellungen
der Befragten bei der Beantwortung der Szenariofragen ist insofern willkiirlich, als diese
Fragen jeweils auch anders gelesen werden konnen: Es ist denkbar, dass die Befragten
die Szenariofragen aus der Perspektive des jeweiligen Szenarioprotagonisten, insbeson-
dere nur unter Beriicksichtigung des Szenariogeschehens bis zum Bezugszeitpunkt ¢,
der jeweiligen Frage, oder im Gegenteil stets unter Beriicksichtigung des gesamten Sze-
nariogeschehens (also mit Zuriickblattern) beantwortet haben. Auch konnten sie ihre
spezifischen Antworten nicht aufgrund der Informationen zu dem vom jeweiligen Sze-
narioprotagonisten erbrachten mathematischen Beweis, sondern aufgrund von Nebenin-
formationen abgegeben haben. Dieser Interpretationsspielraum auf Seiten der Befragten
wurde (bis auf die Option des Zuriickblatterns, welche nicht explizit gestattet und durch
die Gestaltung des Fragebogens auch nicht ersichtlich, aber technisch méglich war) ab-
sichtlich belassen, um schwer verstdndliche und unnatiirliche Formulierung der Fragen

weitestgehend zu vermeiden.

Prinzipiell relevant fiir die in den Abschnitten 3.2.2 und 3.3 vorgeschlagenen speziellen
Clusterdeutungen und umfassenderen Interpretationen wird eine vom gesetzten Stan-
dard abweichende Lesart der Szenariofragen durch die Teilnehmer in Féllen, in denen
tin nicht mit ¢/ {ibereinstimmt, in denen es andere den Befragten durch die Szenariobe-
schreibung bekannte Quellen gibt, auf denen sich X’ Wissen, dass p, begriinden kann,
oder in denen sich die epistemischen Einstellungen des Szenarioprotagonisten beziiglich
mathematischen Wissens und mathematischer Beweise von vornherein, unabhéngig vom

speziellen Szenarioverlauf, wesentlich von denen der Teilnehmer unterscheidet. Der erste
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Fall trifft in Bezug auf die hier analysierten Schliisselszenen auf Szenario 1, 2 und 4, der
zweite und dritte nur auf Szenario 3 zu.?!®

Gemiék den abgegebenen Freitextkommentaren sind solche abweichenden Lesarten der
Szenariofragen durch die Umfrageteilnehmer nur vereinzelt aufgetreten; fiir die Interpre-
tation in Abschnitt 3.3.2 relevante Auswirkungen auf die in Abschnitt 3.2.2 vorgeschla-
gene Deutung der Antwortcluster haben sie nur im Falle von Szenario 1 (insbesondere
Cluster 1). Diese abweichenden Lesarten werde ich an den entsprechenden Stellen ge-
sondert diskutieren. Ansonsten lege ich ohne weitere Diskussion die gerade getroffene
Standarddeutung zugrunde. Die Frage nach den Auswirkungen dieser Festlegung und der
Bedeutung abweichender Lesarten durch die Umfrageteilnehmer fiir die Gesamtinterpre-
tation der empirischen Ergebnisse wird im Rahmen der Vertiefungsstudie, insbesondere

in Form von Ausgangsfrage 1 (vgl. Abschnitt 3.4, S. 139) aufgegriffen.

Spannung zwischen den Ergebnissen aus Fragebogenteil 1l und 111

Wahrend Fragebogenteil II abstrakte Fragen zu mathematischem Wissen und mathema-
tischen Beweisen enthélt, wird in Teil IIT der tatséchliche Gebrauch und die Beurteilung
epistemischer Zuschreibungen in der mathematischen Praxis hinterfragt. Diese Fragen-
konstellation kann gemé&f einem in der empirischen Soziologie bekannten, bereits in der
methodologischen Diskussion in Kapitel 1 (vgl. S. 25 f.) kurz angesprochenen Phidnomen
zu Spannungen oder sogar Widerspriichen in der Deutung der Umfrageergebnisse fiih-
ren. Dieses Phénomen ldsst sich detaillierter wie folgt beschreiben: Wahrend man mit
Umfragen eigentlich das soziale Verhalten der Teilnehmer messen mdéchte, misst man
tatsachlich ihr wverbales Verhalten. Verbale Reaktionen konnen aber nicht mit sozialen
Reaktionen gleichgesetzt werden, sondern deuten in der Regel nur auf diese hin.?!6 Im
Extremfall stehen verbale Reaktionen und soziales Verhalten sogar kontrér zueinander.?!”

Zwar handelt es sich bei den Ergebnissen aus Teil II und III des Fragebogens in beiden

215Tn Szenario 3 handelt es sich beim Szenarioprotagonisten um einen Mathematikstudenten im er-
sten Drittel seines Studiums, der aufgrund seiner mangelnden Erfahrung prinzipiell andere epistemische
Einstellungen beziiglich mathematischen Wissens und mathematischer Beweise haben mag als ein erfah-
renerer Umfrageteilnehmer. Keiner der Freitextkommentare zu diesem Szenario deutet jedoch auf eine
Beantwortung der Fragen rein aus der Perspektive dieses Protagonisten hin, weshalb ich diesen Fall nicht
weiter diskutiere.

216vgl. Klammer [59, S. 220].

217K lammer fithrt dazu folgendes Beispiel aus der empirischen Sozialforschung an:

~Wenn man etwa von einem Menschen erfahren will, welches er fiir das wichtigste gesell-
schaftliche Thema hélt, so kann er zwar zum Beispiel duftern, den Schutz der Umwelt. Sein
soziales Verhalten — vielleicht wirft er leere Getriankedosen auf die Strafte und spricht in
Diskussionen im Freundeskreis immer wieder das Thema Arbeitslosigkeit als bedeutend-
stes Problem in Europa an — lassen aber ganz andere Schlussfolgerungen zu. Es muss nicht
einmal unterstellt werden, dass der Befragte bewusst eine falsche Antwort gegeben hat, viel-
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Fillen um verbales Verhalten, die Verbalisierungsstufe des eigentlich zu messenden so-
zialen Verhaltens in Teil I1I des Fragebogens ist jedoch wesentlich niedriger als in Teil II,

in dem es um abstrakte Uberzeugungsfragen geht.

8 eine entsprechende Dis-

Tats#chlich liefert die von mir vorgeschlagene Interpretation®!
krepanz zwischen den Ergebnissen aus Teil IT und III. Mit Hilfe einer geeigneten Uber-
tragung der soziologischen Erklarung des gerade dargestellten allgemeinen Phanomens
aus der empirischen Sozialforschung lasst sich jene wie folgt erkldren: Dem Denken der
meisten Stichprobenteilnehmer entspricht, dass mathematisches Wissen objektiv ist und
ein mathematischer Beweis im Wesentlichen als formale Ableitung definiert werden kann.
Dies hat aber keine direkten Implikationen fiir das soziale Akzeptanzverhalten beziiglich
der in der mathematischen Praxis verwendeten Beweise oder den tatsédchlichen Gebrauch

von Wissenszuschreibungen.

Daraus ergibt sich die weiterfithrende Frage, ob hier soziales und verbales Verhalten
wirklich, wie es auf den ersten Blick scheinen mag, einfach kontrar zueinander stehen, oder
ob eine detailliertere Analyse des sozialen Verhaltens nicht auch eine genauere soziolo-
gische Erklarung fir das Zustandekommen der spezifischen, scheinbar entgegengesetzten
Denkweisen liefern kann.?!® Dieser Frage gehe ich in meiner Arbeit nicht explizit weiter
nach.?2? Ich sehe die hier dargestellte soziologische Erklirung bereits als hinreichende
Rechtfertigung dafiir an, die auftretenden Spannungen und Widerspriiche zwischen den
Umfrageergebnissen nicht etwa als wechselseitige Entwertung der Ergebnisse aus Teil
IT und III aufzufassen, sondern diese in den Abschnitten 3.3.1 und 3.3.2 zunéchst als
eigenstindige Aspekte epistemischer Begrifflichkeiten der mathematischen Praxis zu in-
terpretieren. Vor diesem Hintergrund ergeben sich die in Abschnitt 3.4 formulierten,

philosophisch motivierten Ausgangsfragen fiir die empirische Nachfolgestudie.

mehr mag der Umweltschutz als wichtigstes soziales Thema seinem Denken entsprechen.
(59, S. 220)).

218yg]. Abschnitt 3.3.1.

219Weiterhin ist in der empirischen Sozialforschung als eine mdgliche Ursache fiir ein dem sozialen
Verhalten entgegengesetztes verbales Verhalten die provozierende Kraft von Umfragen bekannt, eher
sozial erwiinschte als den Tatsachen oder Uberzeugungen des Befragten entsprechende Antworten her-
vorzubringen (vgl. Klammer [59, S. 223]). Dies bezieht sich aber in erster Linie auf Spannungen zwischen
Umfrageergebnissen, also 6ffentlich gemachten (anonymen oder nicht-anonymen) Angaben, und nicht-
Offentlichen Verhaltensweisen oder inneren Einstellungen. Es wére also kritisch zu hinterfragen, ob im
hier verhandelten Fall, in dem eine Spannung zwischen unterschiedlichen Ergebnissen 6ffentlich gemach-
ter Angaben vorliegt, die Diskrepanz von tatséchlichen und erwarteten oder erwiinschten Einstellungen
der Befragten eine Rolle spielt.

220y/g]. jedoch die Ausfithrungen unter Aspekt (VI) und (VIII) in Abschnitt 4.3.
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3.2 Haufigkeits- und Clusteranalyse ausgewahlter
Fragebogensequenzen

Im folgenden Abschnitt stelle ich zunéchst (Abschnitt 3.2.1) kurz die recht eindeutigen,
homogenen Héaufigkeitsergebnisse zu zwei Schliisselfragen zum Wissens- und Beweisbe-
griff aus Fragebogenteil II dar. Die Ergebnisse werden dabei nur referiert, eine Diskussion
und Interpretation erfolgt in Abschnitt 3.3.

Anschliefend (Abschnitt 3.2.2) bespreche ich detailliert die wesentlich vielfiltigeren
und inhomogeneren Ergebnisse zu vier speziellen, mit dem Verfahren der Clusteranaly-
se??! ausgewerteten Schliisselsequenzen der Szenarien aus Fragebogenteil I1I.

Eine umfassende Interpretation der Ergebnisse aus Fragebogenteil III wird ebenfalls
erst in Abschnitt 3.3 vorgeschlagen. Dennoch verhindert die Auswertungsmethode der
Clusteranalyse eine strikte Trennung von theoriegeleiteter (in meinem Fall also philoso-
phischer) Deutung und bloRer Beschreibung der Ergebnisse.??? Bereits in Abschnitt 3.2.2
wird also der in Abschnitt 3.1.4 diskutierte Interpretationsspielraum auf die dort be-
schriebene Weise genutzt. Zudem besitzen die vier Clusteranalysen zu den Szenarien
sehr unterschiedliche Interpretationsspektren. Die Analyse von Szenario 1 etwa erdffnet
besonders groften interpretatorischen Spielraum, die von Szenario 4 besonders geringen;
Umfang und Detailgenauigkeit der Diskussion der jeweiligen Clusteranalyse variieren

entsprechend.

3.2.1 Haufigkeitsergebnisse aus Fragebogenteil 11

In Fragebogenteil II wurden Einstellungsfragen zum abstrakten Wissens- und Beweisbe-
griff gestellt. Dazu gehoren die Einstellungen von Mathematikern beziiglich der Objekti-
vitdt mathematischer Erkenntnis und beziiglich des Zusammenhangs von mathematischer
Erkenntnis und mathematischem Beweis. Das Antwortverhalten in diesem Fragebogenteil
war sehr homogen: Die Einstellungsfragen wurden meist von iiber 80 Prozent der Stich-
probenteilnehmer einhellig beantwortet. Ich gebe im Folgenden die relativen Haufigkeiten
zu zwei wichtigen Vergleichsfragen in Bezug auf die anschliefsend vorgestellten Ergebnisse
aus Fragebogenteil I1I explizit an.??3 Zur spéteren Interpretation in Abschnitt 3.3.1 wird
auferdem jeweils eine Auswahl der abgegebenen Freitextkommentare zu den Szenarien

hinzugezogen.

221yg]. Abschnitt 3.1.3.

222Vg]. die Ausfithrungen zur Theorieabhingigkeit der Clustervariablen und des Clusterergebnisses in
Abschnitt 3.1.3.

223ygl. Abschnitt 3.3.1. Die restlichen Ergebnisse aus Fragebogenteil II sind in Anhang B aufgefiihrt.
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Zunichst wurden die Teilnehmer direkt gefragt, ob sie mathematisches Wissen fiir ob-
jektiv halten. Spater sollten sie beurteilen, ob eine préazise Definition des Begriffs ,mathe-
matischer Beweis moglich ist. Eine grofse Mehrheit der Befragten hielt mathematisches

Wissen fiir objektiv. Die Frage:
., Is mathematical knowledge objective?*

konnte mit ,yes* oder ,no“ beantwortet werden. Die Antworten (als Haufigkeitsvertei-

lung) lauteten dabei wie folgt:

Antwort | Haufigkeit | Anzahl (¥ 74)
yes 82.4 % 61
no 17.6 % 13

Eine ebenso groffe Mehrheit bejahte die Aussage, dass man prézise definieren kann, was

ein mathematischer Beweis ist:224

,Please select to which degree you accept the following statement: One can

precisely define what a mathematical proof is.”

Antwort Haufigkeit | Anzahl (¥ 74)
strongly agree 284 % 21

agree 60.8 % 45

disagree 9.5 % 7

strongly disagree | 1.4 %

Teilnehmer, die auf die zweite Frage eine positive Antwort gaben, d.h. entweder ,strongly
agree oder ,agree, wurden in einer darauffolgenden Freitextfrage gebeten, eine solche
Definition von ,mathematischer Beweis“ anzugeben. Etwa die Hélfte dieser Befragten gab
eine abstrakte Definition an (oder verwies darauf), die sich wesentlich auf den Begriff der
formalen Ableitung stiitzt. Ein wesentlich kleinerer Teil der Befragten, die die zweite

Frage positiv beantworteten (hier ausschlieflich ,agree”), gab dagegen Kommentare ab,

224Dabei sind die beiden Gruppen von Teilnehmern, die die erste bzw. die zweite Frage positiv beant-
wortet haben, nicht vollig deckungsgleich. Dies hat zur Folge, dass alle weiteren moglichen Antwortpaare
»pos-neg®, ,neg-pos”“ und ,neg-neg” auf diese beiden Fragen nur in jeweils sehr geringen H&ufigkeiten
auftreten konnten.
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die sich stéarker auf den Gebrauch des Begriffs ,mathematischer Beweis“ in der tatséchli-

chen mathematischen Praxis beziehen. Die folgenden Freitextkommentare sind beziiglich

dieser beiden Teilgruppen exemplarisch; Kommentare (3.1) bis (3.8) gehoren zur ersten,

Kommentare (3.9) bis (3.16) zur zweiten Gruppe.
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Syntactically. See any textbook on logic, it doesn’t fit into three lines.”

A precise definition is too long to fit into this form; instead please refer to

some standard textbook on formal mathematics.“

A mathematical proof is a sequence of true propositions that ends with the

proposition that was to be proven.“

A series of symbol-manipulation based upon axioms and the logic rules.“

A proof of a statement is a sequence of allowed actions in the language of

logic which begins with a set of axioms and ends with the statement.”

»A derivation of a proposition from other proposition using pure logic only.“

A series of transformation of chains of symbols according to certain rules.“

SWhat a proof is depends on the logical system being used, something which
is not usually stated explicitly but is somewhere in the background. Each

system has its own precise notion of proof.“

(3.1)

(3.2)

(3.5)

(3.7)

(3.8)



Die folgenden Kommentare gehoren zur zweiten Teilgruppe und beziehen sich auf einen
weniger abstrakten und auch weniger normativen??® Begriff des mathematischen Beweises

als die vorangegangenen Kommentare:

,Formally: from a given set of deductive rules, and a set of axioms, a se-
quence of statements (machine-verifiable in the correctness of application (3.9)
of the rules), starting with hypothesis and ending with conclusion. Ideally, '

anyway."

»,I would define a proof fundamentally as an argument that convinces ma-
thematicians, less fundamentally as an argument that can be formalised and ~ (3.10)

proven mechanically.”

,An argument sufficiently detailed to convince experts.” (3.11)

,That’s a hard question. A mathematical proof is to argue in a way that (3.12)

mathematicians agree to be a proof.”

A sequence of logical steps checked and deemed valid by a sufficiently high (3.13)
number of people.” '

A convincing argument that instills belief that it is possible to construct a
sequence of formal logical steps leading from generally accepted axioms to  (3.14)

the given assertion.”

2Z5Hier und im Folgenden verwende ich den Ausdruck ,normativ* nicht mehr, wie in Kapitel 1, im Sinne
der Unterscheidung zwischen normativen und deskriptiven Ansétzen der Wissenschaftstheorie (vgl. die
Fuftnoten 18 und 84), sondern beziehe mich damit auf Normen oder Normvorstellungen innerhalb der
wissenschaftlichen mathematischen Gemeinschaft.
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A finite sequence of statements following logically from each other, that
begins with a given set of axioms and has the statement to be proved as
a conclusion. In actual mathematical practice, this sequence tends to be
shortened and written in some human language rather than pure symbolic
logic, so the only difficulty that may arise in defining what a ‘real-life’ ma-
thematical proof is, is to decide what constitutes an acceptable abbreviation

of the hypothetical, full-length logical proof.“

1 did not say I have a definition at hand. My meaning of ‘one can define’ is
that with joint effort and discussion we could arrive at a definition accepta-
ble for most mathematicians, and my basis of thinking so is that in practice

we can typically agree whether a certain argument is or is not a proof.”

(3.15)

(3.16)

Kommentare (3.9) bis (3.12) problematisieren explizit die Moglichkeit, den tatséchlichen,

durch soziale Faktoren geprigten Beweisbegriff der mathematischen Praxis mithilfe des

Begriffes der formalen Ableitung zu definieren. Kommentare (3.13) bis (3.16) versuchen,

eine Verbindung zwischen einem formalen Beweisbegriff und den Beweisen in der tat-

séchlichen mathematischen Praxis aufzuzeigen.

Teilnehmer, die auf die zweite Frage negativ, mit ,disagree” oder ,strongly disagree",

geantwortet haben, wurden anschliefsend gefragt, welche Umstéande die prézise Definier-

barkeit von ,;mathematischer Beweis* verhindern. Die Antworten sind den gerade zitierten
inhaltlich nicht unéhnlich:
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,There are different levels of obviousness: reasoning which appears instantly
clear (jtrivial‘) to an expert might not at all convince a beginner. To be
able to understand and to accept a proof depends on former knowledge and

exercise, or on a sufficient number of intermediate steps.

»No, I stated that I disagreed (but not strongly) that one *can* precisely
define what a mathematical proof is: an entirely different statement! ... My
disagreement is based on my observations that doing so is evidently difficult
and there is not yet a satisfactory consensus among working mathematicians

who care about the problem.”

(3.17)

(3.18)



A proof is considered valid if ,everybody* is convinced. The notion of ,ever-
ybody* and possibly the notion of ,convinced‘ change with time. Experience  (3.19)

shows it.“

Hier wird wiederum explizit der Beweisbegriff der tatséchlichen Praxis als nicht prézise
problematisiert, der Schwerpunkt liegt dabei auf dessen Unterbestimmtheit durch soziale

Faktoren.

3.2.2 Clusteranalyse ausgewdhlter Sequenzen aus Fragebogenteil 111

Im Folgenden werden die Clusteranalysen der jeweils ausgewéhlten Schliisselszene aus den
vier Szenarien in Fragebogenteil I1I vorgestellt. Um die Schliisselszenen im Kontext vor-
zustellen, fasse ich das jeweilige Szenariogeschehen zunichst kurz zusammen.??% Danach
gebe ich die als Clustervariablen ausgewéhlten Fragen und die zugehorigen Antwort-
moglichkeiten sowie eine kurze Begriindung fiir die jeweilige Relevanz der zugehorigen
Teilszene vor dem Hintergrund der philosophisch-theoretischen Diskussion in Kapitel 2
und besonders der fiir das jeweilige Szenario relevanten Hypothesen (H1) bis (H3) an.?2”
Anschliefsend stelle ich die jeweils ausgewéahlte Clusterlosung und die zugehorigen Ant-
wortprofile graphisch dar und beschreibe die Antwortprofile auch in Worten. Im Falle von
Szenario 1 gebe ich dabei zusétzliche technische Erlauterungen zum Clusterverfahren, um
die Darstellung der Clusterlésung versténdlich zu machen. Schliefslich schlage ich fiir je-
des Cluster unter Riickgriff auf die abgegebenen Freitextkommentare von Teilnehmern,
die dem entsprechenden Cluster angehoren, eine Deutung des zugehdrigen Antwortver-
haltens unter Beriicksichtigung des in Abschnitt 3.1.4 diskutierten Deutungsrahmens
vor. Diese Kommentare werden dabei in exemplarischer Auswahl zitiert;??® bei direkter
Bezugnahme auf Kommentare einzelner Teilnehmer spreche ich unabhéngig von deren
tatsdchlichem Geschlecht stets von ,dem Teilnehmer*. Die Deutung der Freitextkommen-
tare ist bereits philosophisch gepréagt und bezieht sich vor allem auf die dem jeweiligen
Antwortverhalten zugrundeliegenden rationalen Motivationen und Intuitionen hinsicht-
lich der Begriffe ,mathematisches Wissen“ und , mathematischer Beweis“. Der besseren
Lesbarkeit halber werde ich hier nicht jedes Mal durch entsprechende explizite Formulie-
rungen betonen, dass es sich bei den vorgeschlagenen Deutungen der Antwortcluster nicht

stets um zwingende Schliisse, sondern in erster Linie um Interpretationen der Freitext-

226Der genaue Wortlaut und die Abfolge der einzelnen Erzihlsequenzen kénnen in Anhang A nachge-
lesen werden.

22TVgl. Abschnitt 3.1.1.

?28Dabei sind siamtliche Hervorhebungen im Original durch die Kommentatoren getétigt.
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kommentare in Bezug auf das zugehorige numerische Anwortprofil handelt. Insbesondere
verwende ich ohne weiteren Verweis, sofern nicht explizit etwas anderes gesagt wird, die
in Abschnitt 3.1.4 diskutierten Deutungsstandards.

Clusteranalyse zu Szenario 1

Szenariogeschehen und Clustervariablen Das erste Szenario handelt von einem Dok-
toranden namens John, der im Rahmen seiner Doktorarbeit an einem Beweis fiir eine be-
stimmte (fiktive) mathematische Vermutung, die Jones Conjecture (im Folgenden kurz:
JC), arbeitet. Aus einer anfinglich groben Beweisidee entwickelt er schrittweise, unter-
stiitzt von seiner Betreuerin Jane Jones, einen ausgearbeiteten Beweis, der schlieftlich
in einer angesehenen mathematischen Zeitschrift publiziert wird. Die von mir fiir die

Clusteranalyse ausgewéahlte Schliisselszene setzt an dieser Stelle ein:

»Fighteen months later, the editor accepts the paper for publication, based on
a positive referee report. After his Ph.D., John continues his mathematical
career. Five years after the paper was published, he listens to a talk on anti-
Jones functions. That evening, he discovers that based on these functions, one
can construct a counterexample to the Jones conjecture. He is shocked, and

so is professor Jones.“

Damit endet das Szenario. Die im Folgenden betrachtete Schliisselszene beinhaltet drei
Fragen, die hier als Clustervariablen dienen. Die unten stehende Tabelle gibt in der
ersten Spalte den Variablennamen (der fiir den Bezug auf Abbildung 3.2 wichtig ist),
in der zweiten Spalte den Wortlaut der Frage, in der dritten Spalte den Zeitpunkt ¢,
im Szenariogeschehen, auf den sich die Frage bezieht, und in der vierten Spalte den

Zeitpunkt ¢/ im Szenariogeschehen, der erreicht ist, als die Frage — im konkreten Fall zu

einem Zeitpunkt ¢,y aukerhalb des Szenariogeschehens — gestellt wird, an:?2
Variable | Wortlaut der Frage | ti, t
QJones6 | Does John know that JC' | vor Vortrag, nach | vor Vortrag, nach
is true? Veroffentlichung Veroffentlichung
QJones7? | Does John know that JC | nach Vortrag nach Vortrag
is false?
QJones8 | Did John know on the | vor Vortrag, nach | nach Vortrag
morning before the talk | Veroffentlichung
that JC was true ?

229V/gl. Abschnitt 3.1.4 S. 86.
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Jede der Fragen konnte mit ,,yes®, ,,almost surely yes*, ,,almost surely no“, ,no“ oder ,,can’t
tell“ beantwortet werden. In der hier betrachteten Schliisselszene in Bezug auf (H1) wird
also die Bewertung einer Wissenszuschreibung vor Bekanntgabe des tibertrumpfenden
Anfechtungsgrundes direkt mit den beiden nach der Bekanntgabe abgefragten Wissens-
zuschreibungen verglichen, um Aufschluss iiber eine mogliche Zeitrelativitdt der Bewer-
tung dieses Anfechtungsgrundes und einer daraus resultierenden Fallibilitdt der fiir die
Wissenszuschreibungen zugrundegelegten Rechtfertigung (hier also von Johns veroffent-

lichtem Beweis fiir JC) zu erhalten.

Beschreibung der Clusterlosung Der Verlauf der Aggregatbildung bei einer Cluster-
analyse wird iiber ein sogenanntes Dendrogramm (oder auch: Fusionsbaum) dokumentiert
(Abb. 3.1). Darin werden die Fusionsschritte der einzelnen Aggregate veranschaulicht; auf

der 2-Achse sind die durch den Algorithmus zugewiesenen Fusionswerte aufgetragen,23°

21 der jeweils in Aggregaten zusammengefassten Da-

auf der y-Achse die Fallnummern
tensédtze. Beim vorliegenden Fusionsbaum handelt es sich zudem um ein abgeschnittenes
Dendrogramm, bei dem die ersten Fusionsebenene aus Griinden der Ubersichtlichkeit
des Gesamtbaumes nicht abgebildet werden. Daher sind auf der y-Achse auch nicht al-
le Fallnummern aufgefiihrt. Im vorliegenden Fall kénnen aus den der Analyse zugrunde
liegenden 62 Antworten mindestens vier Antwortcluster gebildet werden (vgl. die heller
unterlegten Bereiche in Abb. 3.1), deren Profile ich im Abschnitt 3.3 mit Blick auf die ver-
wendeten Wissenszuschreibungskriterien, mogliche dazu passende Rechtfertigungskon-
zeptionen und entsprechende philosophische Wissenstheorien diskutieren mochte. Diese
Profile sind in Abb. 3.2 dargestellt. Auf der senkrechten Achse des Diagramms sind die
flinf Antwortmoglichkeiten numerisch aufgetragen, von ,3 = yes®, .2 = almost surely yes"
bis ,-3 = no*, mit ,,0 = can’t tell“. Die Umwandlung der Ordinalskala in eine Intervallskala
ist dabei fiir die Bestimmung von Mittelwerten innerhalb des Clusteralgorithmus notwen-

dig.232 Auf der waagerechten Achse des Diagramms finden sich die Bezeichnungen der

230Dje absoluten Werte der Fusionsschritte interessieren dabei nicht (vgl. zu den hier verwendeten
Abstandsmafen Fuclidian Sum of Squares und Increase in Sum of Squares (auch: WARD) zur Berech-
nung der Fusionswerte Wiedenbeck & Ziill [129] sowie Kaufman & Rousseeuw [57]); der Abstand der
Fusionswerte ist allerdings interessant. Unter anderem wird ein Validierungsverfahren im Rahmen der
Clusteranalyse darauf aufgebaut: Der Graph der Funktionswerte zeigt an Stellen, an denen signifikante
Fusionen auftreten, einen deutlichen ,Knick®“. Die an einem solchen Knickpunkt gebildeten Aggregate
sind damit als Cluster validiert. Im vorliegenden Beispiel tritt ein solcher Knick bei Wert 12,0 auf: Der
Abstand bis zur néchsten Fusion bei ca. 30,0 ist bedeutend grofer als der bis zur letzten Fusion bei ca.
8,0.

231Dje Fallnummer eines Datensatzes ist dabei einfach seine laufende Nummer in Bezug auf die Liste
aller Datensétze.

2321ch habe die numerischen Absténde zwischen den fiinf Ausprigungen dabei gewichtet. Auf einer nicht
gewichteten Skala, also bei gleichen Absténden zwischen den einzelnen Werten, sind alle 5 Antwortméog-
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Abbildung 3.1: Fusionsbaum zu Szenario 1

drei gewéhlten Clustervariablen, also der drei relevanten Fragen aus dem Jones-Szenario.
In Worten ausgedriickt erkennt man die folgenden vier Antworttypen, die jeweils ein
Cluster bilden:33

e Cluster 1 (27 Teilnehmer): Zu einem Zeitpunkt ¢,y, bevor die Befragten die In-
formation iiber das Gegenbeispiel erhalten haben,?3* antworten sie, dass John zu
einem Zeitpunkt ¢, vor dem Vortrag (ziemlich sicher) weif, dass JC wahr ist.

Nachdem sie die Information iiber das Gegenbeispiel erhalten haben, antworten

lichkeiten bei der numerischen Clusterbildung gleichberechtigt, d.h. unabhéngig voneinander. Das hier
vorgestelle Clusterergebnis wird aber auch auf einer nicht gewichteten Skala reproduziert; die Gewichtung
fiithrt jedoch zu einer klareren Herausarbeitung der gefundenen Profile durch den Clusteralgorithmus.
Die gewichtete Skala ist fiir die Clusteranalyse der Folgeszenarien besser geeignet als die ungewichtete,
so dass ich aus Griinden der Einheitlichkeit durchgéngig die gewichtete Skala zur Darstellung gewahlt
habe.

2331ch gebe hier und im Folgenden zu jedem Cluster die Anzahl der Teilnehmer an, deren Antworten
darin zusammengefasst wurden.

234Das Szenariogeschehen wurde den Teilnehmern nur stiickweise preisgegeben, vgl. Abschnitt 3.1.1
und 3.1.4, sowie die Diskussion zu ti,, ti, und tou auf S. 86.
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sie, dass John nach dem Vortrag (ziemlich sicher) weifs, dass JC falsch ist, erhal-
ten aber gleichzeitig eine positive Wissenszuschreibung in Bezug auf den Zeitraum

zwischen Veréffentlichung und Vortrag aufrecht.

e Cluster 2 (23 Teilnehmer): Bevor die Befragten die Information iiber das Gegen-
beispiel erhalten haben, antworten sie, dass John vor dem Vortrag (ziemlich sicher)
weif, dass JC wahr ist. Nachdem sie die Information iiber das Gegenbeispiel erhal-
ten haben, antworten sie, dass John nach dem Vortrag (ziemlich sicher) nicht weif,
dass JC falsch ist, und erhalten gleichzeitig eine positive Wissenszuschreibung in

Bezug auf den Zeitraum zwischen Verdffentlichung und Vortrag aufrecht.?3?

e Cluster 3 (7 Teilnehmer): Bevor die Befragten die Information {iber das Gegen-
beispiel erhalten haben, antworten sie, dass John vor dem Vortrag (ziemlich sicher)
weifs, dass JC wahr ist. Nachdem sie die Information iiber das Gegenbeispiel erhal-
ten haben, antworten sie, dass John nach dem Vortrag (ziemlich sicher) weift, dass
JC falsch ist, und bewerten gleichzeitig die Wissenszuschreibung in Bezug auf den

Zeitraum zwischen Veroffentlichung und Vortrag negativ.

e Cluster 4 (5 Teilnehmer): Bevor die Befragten die Information {iber das Gegen-
beispiel erhalten haben, antworten sie, dass John vor dem Vortrag (ziemlich sicher)
nicht weiff, dass JC wahr ist. Nachdem sie die Information {iber das Gegenbeispiel
erhalten haben, antworten sie, dass John nach dem Vortrag (ziemlich sicher) weif,
dass JC falsch ist, und erhalten gleichzeitig eine negative Wissenszuschreibung in

Bezug auf den Zeitraum zwischen Verdffentlichung und Vortrag aufrecht.

Deutung der Antwortcluster Eine Deutung des Antwortverhaltens zu den unterschied-
lichen Clustern lasst sich mit Hilfe der Freitextkommentare der Teilnehmer zum Szenario
vornehmen. 25 Teilnehmer der hier untersuchten Stichprobe haben Kommentare abge-

geben. Es fiel dabei auf, dass Teilnehmer, die Cluster 2 zugeordnet wurden, besonders

235Cluster 2 enthélt dariiber hinaus auch jene Fille, in denen alle drei Fragen der Schliisselszene mit
»ean't tell* beantwortet wurden. Auf dieses Antwortprofil, das allerdings nicht stark ausgepréigt war
und daher bei der Analyse kein eigenes Cluster bildet, komme ich weiter unten noch einmal gesondert
zu sprechen. Alternativ wére eine Clusteranalyse mit fiinf Clustern moglich und auch interpretierbar
gewesen, da die vier hier vorgestellten Cluster im Wesentlichen reproduziert wiirden und ein eigenes
can’t-tell“-Cluster hinzutrate. Dieses entstiinde aus einer Aufspaltung von Cluster 2 in ein Cluster mit
deutlicherer positiv-negativ-positiv-Profilkurve (Mittelwerte (2,13; -2,5; 2,13)) und in das neue Cluster
(Mittelwerte (2,13; -2,5; 2,13)). Dieses neue Cluster ist dem hier vorgestellten Cluster 2 durch die leicht
positiven Werte bei QJones6 und QJones8 immer noch recht nah. Dartiber hinaus wird die Fiinf-Cluster-
Losung durch den Kontrollalgorithmus der Software nicht verifiziert. Da ich insbesondere letztere aber
zum Standard in Bezug auf alle anderen Clusterlésungen gemacht habe, habe ich mich schliefslich gegen
eine Analyse mit fiinf Clustern entschieden.

99



3 =yes | 2 = almost surely yes | 0 = can't tell | -2 = almost surely no | -3 = no

=*= Cluster1
48 Cluster2
A Cluster3
¢ Clusterd

QJones6 QJones? QJones8

Abbildung 3.2: Antwortprofile der Cluster zu Szenario 1

hdufig einen Kommentar iber ihr Antwortverhalten abgaben. Dagegen gab es nur einen
einzigen Kommentar eines Teilnehmers mit Antwortprofil 3. Ich zitiere im Folgenden
zu jedem Cluster exemplarische Kommentare, die meiner Ansicht nach mehr Aufschluss

iiber das zugehdrige Antwortprofil geben.

Deutung von Cluster 1: Aus Cluster 1 wurden unter anderem die folgenden Freitext-

kommentare abgegeben:

,Although mathematical truth exists independently from human knowledge,
one can of course never be absolutely sure to know it, since all human beings
are prone to errors. One can, however, be reasonably sure to know some of  (3.20)
it, since for many statements there exist a lot of different proofs, all of which

have been reviewed and found correct by a lot of people.”

,You can ,know* things even if they are not true. It is all in your mind.” (3.21)
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LIt is true that even the unanimous opinion of all mathematicians of the
world may be wrong, but for practical purposes, a mathematician will con- (3.92)
sider his proof correct when he has positive feedback from the mathematical '

community.”

,But really, only two mathematicians agreeing isn’t enough. A positive re-
feree report isn’t very substantial. It needs much more time to be vetted
and digested. Also, I think probably all mathematicians have had the ex-  (3.23)
perience of finding an error in their proof, after having been certain it was

correct.”

Diese Kommentare driicken zum einen aus, dass ein mathematischer Beweis seinen tat-
sichlichen Rechtfertigungsstatus von der mathematischen Gemeinschaft erhalt, und da-
mit prinzipiell auch dann eine Rechtfertigung fiir positive Wissenszuschreibungen liefert,
wenn er Fehler enthélt. Kommentar (3.21) geht sogar weiter, indem er auch Falsches als
prinzipiell wissbar bezeichnet. Zum anderen zeichnet sich hier aber auch ein Sprachge-
brauch ab, geméfs dem der Ausdruck ,to know" gleichbedeutend mit ,being reasonably
sure to know* (Kommentar (3.20)), ,consider a proof correct* (Kommentar (3.22)) und
,being certain that a proof is correct® (Kommentar (3.23)) verwendet wird. Vor dem
Hintergrund des klassischen philosophischen Begriffs von Wissen als wahre, gerechtfer-
tigte Uberzeugung stellt dies zuniichst eine Verwechslung von Wissen, gerechtfertigter
Uberzeugung und Glauben zu wissen dar. Dem muss jedoch genauer auf den Grund ge-
gangen werden, um die Bedeutung von Cluster 1 fiir die Analyse des Wissensbegriffs der

mathematischen Praxis bestimmten zu kénnen (vgl. Abschnitte 3.3 und 3.4.1).

Ein moglicher Grund fir diesen Sprachgebrauch und gleichzeitig fiir das Antwortver-
halten von Cluster 1 ist die Wahl der Perspektive bei Beantwortung der Fragen. Weicht
sie vom von mir in Abschnitt 3.1.4 festgelegten Deutungsstandard ab, haben die Be-
fragten also z.B. aus Johns Perspektive zum Bezugszeitpunkt ti, der jeweiligen Frage
geantwortet, so wiirde dies die Wahl der Lesarten und das Antwortprofil von Cluster 1
wie folgt erkléren: Johns epistemische Einstellungen zu einem Zeitpunkt vor dem fragli-
chen Vortrag é&ndern sich nicht dadurch, dass er zu einem spéteren Zeitpunkt angeregt
durch diesen Vortrag ein Gegenbeispiel zu JC, also eine bisher unberiicksichtigte Irr-
tumsmoglichkeit entdeckt. Wenn also QJones6 positiv beantwortet wurde, so muss auch
QJones8 positiv beantwortet werden. Die Teilnehmer hétten demnach mit einer positi-

ven Antwort auf die Frage ,, Does John know that JC is true* aus Johns Perspektive zum
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Bezugszeitpunkt der Frage zum Ausdruck gebracht, dass John aufgrund seines Beweises
fest davon iiberzeugt ist, dass JC wahr ist, und in diesem Sinne glaubt, zu wissen, dass
JC wabhr ist.

Deutung von Cluster 2: Das Antwortverhalten von Cluster 2 unterscheidet sich von
dem von Cluster 1 dadurch, dass die Frage QJones? statt durchweg positiv in der Regel
mit ,can’t tell* bewertet wurde. Dies deutet auf eine gewisse Skepsis in Bezug auf die
Stichhaltigkeit des von John ,iiber Nacht* konstruierten Gegenbeispiels (im Vergleich zu
dem monatelang ausgearbeiteten Beweis von JC) hin. Ansonsten kann Cluster 2 dhnlich
wie Cluster 1 gedeutet werden. Ein grofser Teil der Freitextkommentare (auch jene zu den
wcan't tell“Féllen) lassen sich insbesondere hinsichtlich des Sprachgebrauchs von ,know*
im Sinne der oben vorgeschlagenen Deutung von Cluster 1 lesen, lassen aber etwas mehr

Riickschluss auf mdogliche alternative Griinde fiir diesen Sprachgebrauch zu:

,Lhis makes me wonder about the difference between ,to know A has a
proof* and ,to be convinced by a claimed proof of A‘. I am usually content  (3.24)

to convince and be convinced.‘

,One may have here the sort of situation discussed by Imre Lakatos in
,Proofs and Refutations’. The ,anti-Jones‘ functions may be examples of (3.25)
monsters that expose an implicit assumption in the formulation and proof '

of the Jones conjecture.”

,It all hinges on the definition of ,knowing‘. On the one hand there seem
to be plenty of cases where one ,knows‘, in a very strong sense, some facts
of mathematics, e.g. elementary number theory and combinatorics. On the
other hand, the reading of any very complex proof is prone to errors and (3.26)
oversights; being aware of this, the mathematician should be cautious to
assign the status of ,knowledge‘ to its conclusion. In this scenario, I assumed
the proof was very complex, given the fact that it was an open problem in

the community for at least some time.“

Die Kommentare (3.24) und (3.26) betonen, dass der Ausdruck ,knowledge* in der ma-
thematischen Praxis zumindest in Féllen, in denen ein mathematischer Sachverhalt durch
einen sehr komplexen Beweis gestiitzt werden soll, héchstens im Sinne eines praktikablen

Mafes an Rechtfertigung verstanden werden kann. Kommentar (3.25) deutet an, dass
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— wie vermutet — das vermeintliche Gegenbeispiel, im Unterschied zu Johns vorherigem
Beweis von JC, noch nicht ernst genug genommen wird, um darauf eine positive Wis-
senszuschreibung bzgl. der Falschheit von JC oder eine negative bzgl. der Wahrheit von

JC zu griinden.

Deutung von Cluster 2 — die ,,can’t tell“-Falle: Von Teilnehmern, die Cluster 2 zuge-
ordnet wurden und dabei die speziellen numerischen Antwortprofile (0 0 0) oder (z 0 0)

besitzen, wurden unter anderem die folgenden Freitextkommentare abgegeben:

,My answers would have been very different with different time frames men-

3.27
tioned.“ (Numerisches Antwortprofil: 2 0 0) (3:27)

¢
Y

.My answers had been different if you had asked ,Does John believe ...
instead of ,Does John know ...‘. There is no objective truth, even in ma-
thematics. There is only mathematicians who may be convinced one way or  (3.28)
another, and a ,proof* (or a ,counterexample‘) may be a means to convince

some/many /most of them.“ (Numerisches Antwortprofil: 0 0 0)

HIf instead of knowledge the question would have been for belief, my answers (3.20)
would have been different.“ (Numerisches Antwortprofil: 0 0 0) '

»,1 have consistently interpreted the word ,know‘ in a rather narrow sense.
Had I been John, I would have claimed for myself knowledge once I was
reasonably confident that I had inspected every detail of a proof-but I
might have been wrong in believing that I knew. The proof exists or does not
exist independently of my own limitations as a human being, and while it is
possible for a mathematician to know something, it is also possible (though (3:30)
less common) for a mathematician to believe he or she knows something
when he or she does not. That there is no absolutely guaranteed method
to distinguish between the two situations does not diminish the value of

making the attempt.“ (Numerisches Antwortprofil: 0 0 0)

Kommentar (3.27) weist auf eine Abhéngigkeit des Rechtfertigungsstatus der Beweise
und damit von Wissenszuschreibungen aufgrund von Beweisen von zeitlichen Faktoren
hin. Die Kommentare (3.28) und (3.29) erkldren die ,can’t tell“-Antworten jeweils da-
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durch, dass Wissenszuschreibungen im vorliegenden Fall schwieriger zu beurteilen sind
als Zuschreibungen von Uberzeugungen. Hier wird also auf eine Problematik der Ver-
wendung von ,to know“ etwa im Sinne eines Wissens objektiver Wahrheiten hingewiesen.
Kommentar (3.28) betont dariiber hinaus, dass dies kein Spezifikum in Bezug auf die Ma-
thematik sei, sondern ein allgemeines Phédnomen, das auch in der Mathematik auftritt.
Kommentar (3.30) raumt dagegen die Moglichkeit des Wissens objektiver Wahrheiten ex-
plizit ein. Hier wird jedoch betont, dass es in der Mathematik zumindest aus der Sicht des
epistemischen Subjekts praktisch nicht immer moglich ist, zwischen Wissen und blofem
Glauben zu wissen zu unterscheiden. Es ist jedoch unklar, ob dieser Teilnehmer die Fra-
gen QJones6 bis QJones8 aus Johns Perspektive zum Bezugszeitpunkt der jeweiligen
Frage (und nicht gemif der Standarddeutung?®) beurteilt hat. Sein Kommentar liisst

sich auch so verstehen, dass er in diesem Fall QJones6 positiv beantwortet haben miisste.

Deutung von Cluster 3: Cluster 3 lisst sich so deuten, dass die Teilnehmer mit einem
entsprechenden Antwortprofil einen Wissensbegriff zugrundegelegt haben, der insbeson-
dere verlangt, dass Gewusstes wahr sein soll: Zum Zeitpunkt ¢, von QJones7 und QJo-
nes8 haben sie die Information erhalten, dass John ein Gegenbeispiel zu JC konstruieren
konnte. Sie fassen dieses Gegenbeispiel geméf der positiven Antwort auf QJones? als hin-
reichenden Beleg fiir die Falschheit von JC auf. Da sich der Wahrheitswert von JC {iber
die Zeit nicht gedndert hat, ist JC auch zum Bezugszeitpunkt ¢;;, von QJones8 falsch.
Entsprechend wird QJones8 trotz der fritheren, positiven Antwort auf QJones6 negativ
beantwortet. Zum Zeitpunkt ¢, von QJones6 hingegen war den Befragten noch nicht
bekannt, dass ein Gegenbeispiel zu JC konstruiert werden kann, ihre positive Antwort
auf QJones6 ist also durch diese fehlende Zusatzinformation begriindet. Der folgende,

exemplarische Freitextkommentare aus Cluster 3 bringt dies auch zum Ausdruck:

s - -] You didn’t say, for instance, John had a sketch of a proof or an idea (3.31)
of a proof, but you said he had a proof. |...]|* '

Hier wird zudem betont, dass die Szenariobeschreibung bis zum Zeitpunkt ¢ nicht nur
unvollstindig, sondern irrefithrend war: Es wurde durch die Rede von einem von John
gefiihrten ,Beweis” die Korrektheit dieses Beweises vorausgesetzt. Dieser Teilnehmer un-
terscheidet demgeméf diverse Konzepte wie , Beweisidee” oder ,,Beweisskizze von einem

offenbar kontextunabhingigen Konzept des ,wirklichen mathematischen Beweises. Als

236y/gl. Abschnitt 3.1.4.
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Rechtfertigung fiir Wissenszuschreibungen sind diese Konzepte nicht gleichberechtigt:

Ein ,wirklicher Beweis ist notwendig fiir eine positive Wissenszuschreibung.

Deutung von Cluster 4: Das Antwortverhalten von Cluster 4 ldsst sich unabhéngig
vom zugrundliegenden Wissensbegriff der Teilnehmer so deuten, dass seitens der Befrag-
ten von Anfang an eine generelle Skepsis gegeniiber Johns Beweis bestanden hat, die
durch das spéter gefundene Gegenbeispiel bestétigt wird. Die Freitextkommentare zu
diesem Cluster lassen diesbeziiglich keine vertiefende Deutung zu. Dieses Antwortclu-
ster konnte insbesondere ein Artefakt der Umfragesituation sein, welche die betreffenden
Befragten von vornherein vermuten liefs, dass im Laufe der Erzédhlung des Szenarioge-
schehens Informationen preisgegeben werden, die einer anfidnglichen Einschétzung der

Sachlage entgegenstehen.?3”

Den folgenden Kommentar (3.32) etwa deute ich lediglich
als Ausdruck dessen, dass dieser Teilnehmer das Szenariogeschehen und ggf. auch sein

Antwortverhalten in diesem Szenario als selbstverstandlich ansieht.

S0 what? (3.32)

Ein weiterer Kommentar gibt aber, anders als das Antwortprofil selbst, ein wenig Auf-
schluss liber mogliche allgemeine Kriterien zur Beurteilung der abgefragten Wissenszu-

schreibungen:

,2How important is the Jones conjecture? How large is the community? (3.33)

Hier werden erneut situative Faktoren in die Beurteilung von QJones6 bis QJones8 ein-
bezogen, nédmlich die Bedeutung der mathematischen Aussage JC sowie die Grife der

bereichsspezifischen community.

237Cluster 4 ist jedoch auch ein guter Kandidat fiir ein Cluster, das dadurch entstanden sein kénnte, dass
die Teilnehmer die technische Moglichkeit hatten, ,zuriickzubléttern und bereits gegebene Antworten
abzuindern. Wer also QJones6 zunéchst positiv beantwortet hatte, bei QJones8 aufgrund einer positiven
Antwort auf QJones7 dann aber negativ antwortet, héitte die Antwort zu QJones6 im Nachhinein —
entgegen dem hier zugrundeliegenden Standarddeutungsrahmen — noch abdndern kénnen (in diesem Fall
wiirde die Deutung von Cluster 4 mit der von Cluster 3 zusammenfallen). Da die Freitextkommentare
der zu Cluster 4 gehorigen Teilnehmer diese Deutung aber nicht nahelegen, gehe ich hier nicht weiter
darauf ein.
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Clusteranalyse zu Szenario 2

Szenariogeschehen und Clustervariablen Im zweiten Szenario geht es um einen Ma-
thematiker, Bob, der in einem Kolloquiumsvortrag einen zwar nicht bis ins formale De-
tail ausgearbeiteten Beweis préasentiert, die Korrektheit seiner Beweisidee jedoch durch
eine bildliche Interpretation begriindet. Wahrend des Vortrages fallt einem Kollegen im
Auditorium ein Fehler in der bildlichen Darstellung auf, den Bob, nachdem er darauf auf-
merksam gemacht wurde, jedoch minutenschnell und stimmig mit seiner algebraischen

Ubersetzung beheben kann:

,One evening, the mathematician Bob Brown has an idea of how to calcu-
late an explicit formula for a certain quantity and thereby finish a proof of
some theorem he is currently working on. The idea is given to him by a pic-
ture. Bob translates the picture into an algebraic equation and tries to work
out an algebraic proof. After spending the whole night on it, he finishes his
proof. The resulting formula can even be reinterpreted following the line of
thought from Bobs first visual idea, so he is perfectly convinced that he has
found the right formula and proved his theorem. In the afternoon of the next
day, Bob gives a talk to his colleagues about his proof. Because time is short,
his audience cannot check the details of the algebraic proof he worked out over
night, so Bob draws the picture displaying his guiding idea on the blackboard,
and starts building up the main parts of his proof by referring to the picture.
After some minutes, Jim Miles, a member of the audience, lifts his hand and
tells Bob that there might be something conceptually wrong in the picture.
Bob insists in the correctness of his picture. Jim specifies the point where an
incoherence between the picture and Bob’s algebraic translation of it occurs,
and Bob suddenly recognizes his mistake. Bob meditates for a few minutes on
how to fix his mistake, and then slightly modifies his picture. The new version
fits with his equations. Because he only has to modify the picture, his correc-
tion does not change anything inside the algebraic proof. The change in the

picture itself does not change the line of thought but is rather technical. “

Ich betrachte in meiner Analyse die Teilszene nach dem Hinweis auf Bobs Fehler. In
dieser Teilszene wird deutlich, dass Bobs algebraischer Beweis zwar weiterhin korrekt zu
sein scheint, seine bildliche Beweisidee jedoch einen Fehler enthélt. Sie ist fiir Hypothese
(H2)?3® besonders relevant, da es hier um die Frage geht, ob die abgefragten Wissenszu-

schreibungen von den Stichprobenteilnehmern allein aufgrund der Korrektheit von Bobs

238ygl. Abschnitt 3.1.1, S. 80.
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algebraischem Beweis positiv bewertet werden, oder ob der Fehler in der bildlichen Be-

weisidee, obwohl ihm kein Fehler auf der algebraischen Seite entspricht, negativen Einfluff

auf die Bewertungen nimmt.

Fiir die Clusteranalyse habe ich als Clustervariablen dementsprechend die vier letzten

Fragen dieser Szene verwendet:23"

Variable | Wortlaut der Frage tin th

QBob4 Does Bob know that his | nach Jims Hinweis, | nach Jims Hinweis,
theorem is true? vor Bobs Einlenken | vor Bobs Einlenken

QBob5 Does Bob know that his | vor Korrektur, nach | vor Korrektur, nach
theorem is true? Bobs Einlenken Bobs Einlenken

QBob6 Does Bob know that his | nach Korrektur nach Korrektur
theorem is true?

QBob7 Did Bob know that his | vor Bobs Einlenken | nach Korrektur
theorem was true before he
recognized his mistake?

Beschreibung der Clusterlosung Die Clusteranalyse weist, wie im Dendrogramm in
Abbildung 3.3 wieder durch die heller unterlegten Bereiche erkennbar, vier charakteri-
stische Antwortprofile unter den in diesem Fall zugrundeliegenden 56 Antworten aus.
Abbildung 3.4 zeigt die zugehorigen Antwortprofile. Die Profile kbnnen in Worten wie

folgt beschrieben werden:

e Cluster 1 (12 Teilnehmer): Nachdem die Teilnehmer zu t,,; von QBob4 erfahren
haben, dass Jim einen Einwand beziiglich Bobs Bild &ufsert, antworten sie bezogen
auf den Zeitpunkt ¢;, von QBob4, als Bob also trotz Jims Hinweis auf einen Fehler
auf der Korrektheit seiner Beweisfithrung beharrt, dass Bob (ziemlich sicher) weif,
dass sein Theorem wahr ist, oder schwécher, dass sie nicht beurteilen konnen, ob
Bob dies weifs. Bezogen auf den Zeitraum, als Bob zwar auf Jims nahere Erléu-
terung hin den Fehler eingestanden hat, ihn aber noch nicht korrigieren konnte,
antworten sie, dass Bob (ziemlich sicher) nicht weifs, dass sein Theorem wahr ist.
Nachdem sie zum Zeitpunkt ¢, von QBob6 erfahren haben, dass Bob den Fehler
korrigieren konnte, schreiben sie Bob in Bezug auf den Zeitraum nach seiner Kor-

rektur wieder Wissen, dass sein Theorem wahr ist, zu. Gleichzeitig bewerten sie

239Dje Tabelle gibt in der dritten Spalte wieder den Zeitpunkt ti, im Szenariogeschehen, auf den sich
die Frage bezieht, und in der vierten Spalte den Zeitpunkt ¢/, im Szenariogeschehen, der erreicht ist, als
die Frage — im konkreten Fall zu einem Zeitpunkt o, auferhalb des Szenariogeschehens — gestellt wird,
an (vgl. Abschnitt 3.1.4 S. 86).
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Abbildung 3.3: Fusionsbaum zu Szenario 2

auch eine Wissenszuschreibung in Bezug auf den Zeitraum zwischen Jims Hinweis

und Bobs Einlenken positiv oder mit ,can’t tell“.

e Cluster 2 (15 Teilnehmer): Hier sind hauptséchlich die Antwortprofile zusam-
mengefasst, die alle vier Fragen mit ,can’t tell“ beantworten. Ich bezeichne es im

Folgenden auch als das Cluster der ,can’t tell“-Falle.?40

e Die Profilkurve von Cluster 3 (19 Teilnehmer) stimmt bis auf die Antworten zu
QBob7 mit der Profilkurve von Cluster 1 iiberein: Hier wird lediglich die zum Zeit-
punkt ¢yt von QBob4 positiv oder mit ,can’t tell“ bewertete Wissenszuschreibung

in Bezug auf den Zeitraum zwischen Jims Hinweis und Bobs Einlenken zum Zeit-

240Bedingt durch den Clusteralgorithmus, aber fast ohne Auswirkungen auf die Profilkurve, sind hier
aber auch zwei Teilnehmer mit dem numerischen Antwortprofil (2 2 2 2) (entspricht durchgéngig ,almost
surely yes“, vgl. S. 97) untergebracht, sowie drei Fille, in denen QBob4 — 6 negativ und QBob7 positiv
beantwortet wurden. Letztere Ausreifier erkliaren insbesondere das leichte Abknicken der Profilkurve bei
der Frage QBob7. Wegen der im Vergleich zum Grad der Abweichung geringen Anzahl sind beide Profile
so schwach ausgeprégt, dass sie nicht als inhaltlich signifikant identifiziert werden. Ich beriicksichtige sie
bei meiner weiteren Interpretation daher nicht.
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Abbildung 3.4: Antwortprofile der Cluster zu Szenario 2

punkt ¢,y von QBob7, als den Teilnehmern bekannt ist, dass Bobs Beweisidee

fehlerhaft ist, Bob diesen Fehler aber korrigieren konnte, negativ bewertet.

e Cluster 4 (10 Teilnehmer) schlieklich fasst die Félle zusammen, in denen die Wis-

senszuschreibungen in der betrachteten Teilszene allesamt negativ beurteilt wurden.

Deutung der Antwortcluster Die Anzahl der abgegebenen Freitextkommentare, die
im Folgenden zur Deutung der vier Antwortprofile herangezogen werden kénnen, ist im
Vergleich zu Szenario 1 deutlich geringer. Ein Grund dafiir scheint gemé&f einiger der
abgegebenen Kommentare wie ,the same®, ,same as for scenario 1%, ,same as before only
that here comes more ‘meaning’ in the picture®, ,this too happens all the time ...* zu
sein, das viele Stichprobenteilnehmer ihrem Kommentar zu Szenario 1 ihrer Ansicht nach

nichts hinzuzufiigen hatten.
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Deutung von Cluster 1: Aus Cluster 1 wurden unter anderem die folgenden Freitext-

kommentare abgegeben:24!

,I presume Bob could finally save his proof. Though it should annoy him
that there had been a flaw in his original idea.“ (Numerisches Antwortprofil: ~ (3.34)
2.222)

,,] use pictures all the time. The extent to which they are convincing depends

3.35
on the picture and the topic.“ (Numerisches Antwortprofil: 0 -2 0 0) ( )
A proof* found late at night is unorthodox and can be ingenious as well
as wrong, thus requires reconsideration the next morning. A mathematical
fact asserted by two independent arguments (e.g. algebraically AND based (3.36)

on a picture) seems pretty reliable. But if and once an error HAS been
discovered, I like to be doubly cautious before regarding some correction as
a fix.“ (Numerisches Antwortprofil: 2 -2 0 2)

Das Antwortverhalten von Cluster 1 lasst sich in Bezug auf den in Abschnitt 3.1.4 dis-
kutierten Deutungsrahmen wie folgt verstehen: Bob hat eine gute Beweisidee und auch
einen konkreten Beweis fiir sein Theorem, und der kleine Fehler, der zwar fiir kurzzei-
tige Irritation sorgt, kann jedoch ausgerdumt werden, so dass in QBob6 und QBob7
einer positiven Wissenszuschreibung nichts mehr im Wege steht — diese Deutung wird
von Kommentar (3.34) unterstrichen. Uber die Rolle der bildhaften Beweisidee gegen-
iiber dem algebraischen Argument lasst sich hier wenig sagen. In Bezug auf diese Frage
scheinen mir die in Cluster 1 ebenfalls zusammengefassten Antwortprofile interessanter,
die QBob4 bis QBob6 wie gerade beschrieben bewerten, QBob7 aber mit ,can’t tell“.
Teilnehmer mit dem entsprechenden numerischen Antwortprofil (etwa 2 -2 2 0) haben
jedoch keine verwertbaren Freitextkommentare abgegeben. Es lasst sich daher an dieser
Stelle nur spekulieren, ob ein Grund fiir ein derartiges Antwortverhalten darin liegen
konnte, dass eben das fehlerhafte bildliche Argument, welches Bob aber zunéchst fiir
korrekt hélt und welches die Stiitze fiir seinen Beweis liefert, eine positive, riickblickende
Wissenszuschreibung fiir den Zeitpunkt vor Bobs Einlenken verhindert, trotz Vorliegen

eines offenbar korrekten und in diesem Sinne vom bildhaften Argument unabhéngigen

241Das numerische Antwortprofil einzelner Kommentatoren gebe ich nur an, wenn es von der Profillinie
der Clustermittelwerte starker abweicht.
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algebraischen Beweises. Die Kommentare (3.35) und (3.36) geben Aufschluss tiber die ge-
nerelle epistemische Bedeutung bildhafter Beweisideen: Kommentar (3.35) zeigt an, dass
diese mit dem Kontext variiert — genauer gesagt ist es demnach vom mathematischen
Themengebiet und der Art des Bildes selbst abhingig, ob ein bildgestiitztes mathema-
tisches Argument ein hinreichendes Kriterium fiir positive Wissenszuschreibungen sein
kann. Auch Kommentar (3.36) spricht bildhaften mathematischen Argumentationen eine
eigensténdige epistemische Rolle zu. Dieser Kommentar deutet mit Blick auf das zugehd-
rige numerische Antwortprofil an, dass dieser Teilnehmer die Fragen QBob4 bis QBob7
aus Bobs Perspektive zum jeweiligen Bezugszeitpunkt i, beantwortet hat: Da QBob6 mit
,can’t tell“, QBob7 aber positiv beantwortet und im Kommentar explizit Zweifel an der
von Bob vorgebrachten Fehlerkorrektur angemeldet werden, ergibt die positive Antwort

auf QBob7 nur aus Bobs Perspektive wirklich Sinn.

Deutung von Cluster 2: Cluster 2 habe ich bei der Beschreibung der numerischen
Clusterprofile aufgrund der Dominanz des Profils (0 0 0 0) als das ,can’t tell“-Cluster
bezeichnet. Die folgenden Kommentare weisen jedoch im Einzelfall auf unterschiedliche

Motivationen fiir dieses Antwortverhalten hin:

,1 could perhaps have been a bit more generous |[...| and allow an ,almost

surely yes‘ once the parties had demonstrated due diligence in chasing down (3.37)
the details of their proofs. But I don’t know John or Bob, so I don’t have a .
good feeling for how rigorously they work.*

A picture doesn’t change anything.“ (3.38)

Kommentar (3.37) betont, dass zur (positiven) Beurteilung der Wissenszuschreibungen
nicht geniigend Information in Bezug auf situative Faktoren wie die Arbeitsgewohnheiten
des jeweiligen epistemischen Subjektes vorhanden war. Kommentar (3.38) gibt Aufschluss
iiber die Einschitzung des Kommentators beziiglich der epistemischen Funktion bildhaf-
ter Beweise. Dieser Ansicht zufolge haben Bilder in Beweisen keine epistemisch relevante
Funktion. Der Kommentar lasst also vermuten, dass der Kommentierende deshalb stets
mit can’t tell“ antwortete, weil das Szenario zur Beurteilung der Korrektheit des alge-

braischen Beweises zu wenig Information preisgab.
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Deutung von Cluster 3: Cluster 3 halte ich vor dem Hintergrund der Diskussion in Ab-
schnitt 3.1.4 als besonders aufschlussreich hinsichtlich der epistemischen Rolle bildhafter
mathematischer Argumente: Durch die explizit negative Beantwortung von QBob7 trotz
eines bereits zum Bezugszeitpunkt ¢;, vor Bobs Einlenken vorliegenden, geméfs aller im
Laufe des Szenarios preisgegebenen Informationen korrekten algebraischen Beweises wird
Bob allein aufgrund des fehlerhaften Bildes kein Wissen zugeschrieben. Es gab allerdings
zu wenige Freitextkommentare von Vertretern dieses Antwortprofils, um diese Deutung

hier weiter untermauern oder vertiefen zu konnen.

Der folgende Kommentar (3.39) zeigt zwar, dass die Fragen QBob4 bis QBob7 vom
Kommentator im Sinne des von mir verwendeten Standarddeutungsrahmens beantwortet
wurden, liefert aber eine recht spezielle Begriindung des Antwortverhaltens von Cluster 3,
die nicht ohne Weiteres auf alle Teilnehmer mit diesem Antwortprofil verallgemeinerbar
ist:

s - -] The truth of a theorem might change if you reinterprete the symbols (3.39)

in it.“

Der bildhafte Beweis ist diesem Kommentar geméfs insofern relevant fiir die Bewertung
von QBob7, als er eine wahrheitswerterzeugende Interpretation des zu beweisenden Theo-
rems liefert. Da Bobs urspriingliches Bild einen Fehler enthélt, steht zu vermuten, dass
die entsprechende Interpretation das zu beweisende Theorem falsch macht — dies ist
insbesondere kein Widerspruch zur algebraischen Beweisbarkeit, sondern wiirde nur zu
der Folgerung fiihren, dass unter dieser Interpretation auch eines der dabei verwendeten
Axiome falsch wiirde. Erst Bobs korrigiertes Bild liefert demnach eine Interpretation des
Theorems, die dieses auch erfiillt. Entsprechend besitzt Bob zu dem Zeitpunkt, bevor er

seinen Fehler eingesteht, kein Wissen, dass sein Theorem wahr ist.

Deutung von Cluster 4: Von den Cluster 4 zugeordneten Teilnehmern wurden unter

anderem die folgenden Freitextkommentare abgegeben:

,Oral communication is not a means of checking proofs. A second person
must go through the algebraic details; it is not sufficient if he just under-  (3.40)
stands the high-level concept.
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,Pictures can give good ideas on how to prove something, but can unfor-
tunately be very misleading, too. Since when building an algebraic proof
based on a picture, one tends to assume unproven statements to be true,  (3.41)
if they seem to be clear from the picture. After changing his picture, Bob

should definitely have reviewed his algebraic proof, too.”

,Pictures do not take part in valid logical reasonings within the mathema-

tical Univers de Discours. Recall that famous pic used to prove that any

3.42
triangle is isosceles: drawing is inherently unreliable. Reasoning is much ( )
sharper than drawing.”

Hnsufficent information of how the algebraic formula proved the theorem.“ (3.43)

(Numerisches Antwortprofil: -3 -3 0 0)

In erster Linie betonen diese Kommentare, dass bildhafte Beweisideen und Intuitionen
nicht hinreichend fiir positive Wissenszuschreibungen in der mathematischen Praxis sind.
Kommentare (3.41) und (3.42) deuten jedoch auch an, dass sie nicht notwendig sind,
sondern sich im Gegenteil als irrefithrend herausstellen kénnen. Das durchweg negative
Antwortverhalten der Teilnehmer erklért sich vielleicht aus Kommentar (3.43): Da die
bildhafte Beweisskizze weder als hinreichend noch als notwendig fiir eine positive Beur-
teilung der infrage stehenden Wissenszuschreibung betrachtet wird, bliebe nur der alge-
braische Beweis als Beurteilungskriterium. Uber dessen Korrektheit wird jedoch wenig
explizit gesagt. Die Art seines Zustandekommens — Bob hat ihn iiber Nacht ausgearbei-
tet, er ist aber zu komplex, um ihn im Rahmen eines Vortrages vorstellen zu kénnen —

zieht diese sogar eher in Zweifel.

Clusteranalyse zu Szenario 3

Szenariogeschehen und Clustervariablen Im dritten Szenario spielt ein Mathematik-
student die Hauptrolle, der am Ende des Semesters eine miindliche Priifung iiber eine

Algebra-Vorlesung ablegen muss. Das Szenario beginnt wie folgt:

., Tom Jenkins is a student of mathematics and has to pass an oral exam at the
end of the algebra lecture held by his professor Robin Smith. Tom did some
oral exams before, so he is not too nervous, and is able to pay concentrated

attention to the professor’s questions during the whole exam. At some point of

113



the exam, Smith asks Tom for the proof of a certain algebraic theorem Ty. The
proof consists mainly of a tricky application of the fundamental theorem on
homomorphisms and was conducted in one lecture on the blackboard. Tom is
able to give a rather technical, but absolutely correct step-by-step proof in full
detasl

Im weiteren Verlauf der Szene wird der Student Tom von Professor Smith mit verschie-
denen Fragen zur Beweisidee von 77 konfrontiert. Tom kann keine dieser Fragen beant-
worten. Er scheitert zundchst an einer Transferfrage nach einer analogen Anwendung der

Beweisidee fiir Theorem 1 auf ein anderes Theorem:

» The exam continues with some questions about definitions, and after some
minutes Smith asks Tom to explain why the general idea of how to apply
the fundamental theorem on homomorphisms in the proof of the former theo-
rem s also fruitful to prove a second algebraic theorem Ts. Tom completely

fails in his answer.”

Schlieflich fragt Professor Smith seinen Studenten Tom nach der allgemeinen Beweis-
idee fiir den Beweis von T7. Tom kann jedoch wieder keine korrekte Antwort geben. Im
weiteren Verlauf des Szenarios kann Tom mithilfe von Professor Smiths Erklarungen zur
Beweisidee von T7 und unter dessen Anleitung zumindest die Transferfrage bewéltigen.

Die im Folgenden betrachtete Teilszene beinhaltet drei Schliisselfragen, die ich als

Variablen fiir die Clusteranalyse verwendet habe:?42
Variable | Wortlaut der Frage | t;, t
QToml Does Tom know that | nach schrittweisem | nach schrittweisem
Ty is true? Beweis, vor Trans- | Beweis, vor Trans-
ferfrage und Frage | ferfrage und Frage
nach Beweisidee nach Beweisidee
QTom3 Does Tom know that | nach Transferfrage, | nach Transferfrage,
Ty is true? vor Frage nach Be- | vor Frage nach Be-
weisidee weisidee
QTomb Does Tom know that | nach Frage nach | nach Frage nach
Ty is true? Beweisidee Beweisidee

242Dje Tabelle gibt in der dritten Spalte wieder den Zeitpunkt ¢, im Szenariogeschehen, auf den sich
die Frage bezieht, und in der vierten Spalte den Zeitpunkt ¢!, im Szenariogeschehen, der erreicht ist, als
die Frage — im konkreten Fall zu einem Zeitpunkt o, auferhalb des Szenariogeschehens — gestellt wird,
an (vgl. Abschnitt 3.1.4 S. 86).
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Diese Teilszene von Szenario 3 ist besonders aufschlussreich in Bezug auf Hypothese
(H2):243 Hier geht es um die Frage, ob die Umfrageteilnehmer Tom allein aufgrund des
vorgebrachten Schritt-fiir-Schritt-Beweises Wissen, dass 17, zuschreiben, oder ob die In-
formation, dass Tom weder einen analogen Beweis fiir 75 produzieren noch die Beweisidee

zu T erkldren kann, Einflufs auf die Bewertung der Wissenszuschreibungen hat.

Beschreibung der Clusterlésung Die Hiufigkeitsergebnisse zu den Fragen QTom1 und
QTom3 dieser Szene sind in Bezug auf die grobe Unterscheidung von positiven, unent-
schiedenen und negativen Wissenszuschreibungen mit durchgehend etwa 80 % einhelligen
(positiven) Antworten (vgl. Anhang B) stark homogen. Auch im Falle von QTom5 gibt
es immerhin noch knapp 70 % gleichlautende (positive) Antworten. Dieses homogene
Antwortverhalten stellt den Sinn einer Clusteranalyse zunéchst, wie im Falle der Ergeb-
nisse aus Fragebogenteil II bereits angesprochen, in Frage. Dennoch lassen sich unter den
zugrunde liegenden 54 Antworten drei Cluster ausfindig machen (vgl. das Dendrogramm
in Abbildung 3.5); zwei davon, Cluster 1 und 2, unterscheiden sich bei gleichlautender
Beantwortung von QTom1 und QTom3 nur in Bezug auf QTomb (vgl. Abbildung 3.6).
In Worten kénnen die Antwortprofile der drei Cluster wie folgt beschrieben werden (hier
stimmen t;, und ¢, also der Bezugszeitpunkt der Fragen QTom1, QTom3 und QTom5
und deren Stelle im Szenario, stets iiberein, d.h. der Informationsstand der Umfrage-
teilnehmer entspricht gemif meiner Standarddeutung®** dem Szenariogeschehen zum

Bezugszeitpunkt der jeweiligen Frage):

e Cluster 1 (38 Teilnehmer): In Bezug auf einen Zeitpunkt unmittelbar nach sei-
ner schrittweisen Beweisprasentation wird Tom Wissen, dass 77, zugeschrieben. In
Bezug auf Zeitpunkte sowohl nach seinem spéteren Scheitern an Professor Smiths
Transferfrage als auch nach Smiths darauffolgender Frage nach der Beweisidee wird

Tom jeweils weiterhin Wissen, dass 17, zugeschrieben.

e Cluster 2 (6 Teilnehmer): Hier zugeordnete Teilnehmer beurteilen im Unterschied
zu Cluster 1 die Wissenszuschreibung bezogen auf den Zeitraum nach Toms Schei-

tern an der Frage nach der Beweisidee negativ.

e Cluster 3 (10 Teilnehmer): In Bezug auf Zeitpunkte nach Toms technischem
Schritt-fiir-Schritt-Beweis und vor seinem Scheitern an Smiths weiterfiithrenden Fra-

gen wird die Frage, ob Tom weifs, dass 717, mit ,can’t tell* beantwortet. Bezogen

243Vgl. Abschnitt 3.1.1, S. 80.
244y/g]. Abschnitt 3.1.4.
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Abbildung 3.5: Fusionsbaum zu Szenario 3

auf den Zeitraum nach Toms Scheitern an Smiths Transferfrage liegt der Mittel-
wert der Antworten im negativen ,can’t tell“-Bereich, nach seinem darauffolgenden
Scheitern an Smiths Frage nach der Beweisidee wird die Wissenszuschreibung dann

explizit negativ beurteilt.?4?

Deutung der Antwortcluster Die Moglichkeit, Freitextkommentare abzugeben, haben
nach Szenario 3 weniger Stichprobenteilnehmer als nach den Szenarien 1 und 2 genutzt;
insbesondere sind die Kommentare von Teilnehmern mit anderen Antwortprofilen als
dem von Cluster 1 nicht aufschlussreich in Bezug auf das jeweilige Antwortverhalten. Ich
gebe deshalb hier nur eine beispielhafte Auswahl der dafiir recht vielfdltigen Kommentare
aus Cluster 1 an. Da sich die ausgewdhlten Kommentare teilweise sogar untereinander
wiedersprechen, habe ich sie in drei Untergruppen aufgeteilt, die ich einzeln diskutie-
re. Die Deutungen der Cluster 2 und 3 stiitzen sich allein auf den in Abschnitt 3.1.4

beschriebenen Standarddeutungsrahmen und ist entsprechend weniger differenziert.

245Cluster 3 umfasst aber auch die reinen ,can’t tell'“Fille, also das numerische Antwortprofil (0 0 0).
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Abbildung 3.6: Antwortprofile der Cluster zu Szenario 3

Deutung von Cluster 1: Der erste Teil der ausgewéhlten Freitextkommentare aus Clu-

ster 1 legt nahe, dass die dem Szenario-Design zugrundeliegende Hypothese (H2),

246 ein

korrekter Schritt-flir-Schritt-Beweis, den das epistemische Subjekt prasentieren kann, sei

in der Regel hinreichend fiir eine positive Wissenszuschreibung,?*” fiir das Antwortprofil

von Cluster 1 zutrifft:

,Tom knew all the time that T} was true. He could give a complete and cor-
rect proof, after alll What he did not know, however, is why T7 holds. After
understanding the overall idea, Tom got an idea why 75 should probably
hold, too, but wasn’t able to give a detailed proof, so he couldn’t be really
sure. Knowing both if and why a certain mathematical theorem holds is
equally important for the working mathematician. The latter may even be

more important for teaching as well as research.”

246ygl. auch Abschnitt 3.3.2.
247ygl. die folgende Diskussion in Abschnitt 3.3.

(3.44)
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»You don’t need to understand the idea behind the proof of some theorem
...] and to some point the idea is not important at all-just as I said before:  (3.45)

symbol processing.“

Whether or not he knows 77 has not changed, but his knowledge of it
became much more useful and valuable once he understood the main idea  (3.46)

that allows the construction of a technical proof.”

,There is a difference between knowing a theorem is true and being able to

o . (3.47)
prove it in a particular manner.“
,Once you are sure that you gave a correct proof of theorem T3, you need (3.48)
not revise your opinion on the truth of 77.”" '
,,A proof remains valid even if you can follow it step by step only and do (3.49)

not see a general idea.”

Der Einsicht in die Beweisidee, der Fahigkeit, einen Beweis eines bestimmten Typs zu fiih-
ren und der Fahigkeit zum Transfer werden in den Kommentaren (3.44), (3.45) und (3.46)
dabei explizit keine notwendige epistemische Relevanz fiir Wissen, dass T, zugesprochen.
Die Kommentare (3.44) und (3.46) beschreiben diese Féhigkeiten, im Widerspruch zu
Kommentar (3.45), der betont, dass die Beweisidee uberhaupt keine Rolle spielt, aber als
relevant und im Falle von Kommentar (3.44) sogar als notwendig fiir etwas, was hier als
Verstandnis* bzw. Wissen-warum® bezeichnet wird. Kommentar (3.44) beschreibt dieses
,Wissen-warum* als fiir die mathematische Praxis gleichwertig wie ,Wissen-dass".

Zwei weitere Kommentare zweifeln die Relevanz des Szenarios in Bezug auf die tat-

sachliche mathematische Praxis an:

, This seems unlikely.* (3.50)

w0 Tom had to learn something new during the exam? Quite unusual,

(3.51)
AFAIK
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Kommentar (3.50) liasst offen, worauf sich die angesprochene Uniiblichkeit bzw. Unwahr-
scheinlichkeit bezieht: auf den Szenarioverlauf, geméf dem ein Student in einer ver-
gleichsweise sehr kurzen, miindlichen Priifung etwas neues, nédmlich einen ihm bisher
unbekannten mathematischen Sachverhalt, einsehen lernt — denn Tom ist am Ende des
Szenarios mit Professor Smiths Hilfe in der Lage, die Antworten, die er im Verlauf der
hier untersuchten Teilszene noch schuldig bleibt, nachzuliefern —, oder auf die Ausgangs-
situation des Szenarios, in der das epistemische Subjekt zwar im engeren Sinne iiber
einen nahezu formalen Beweis fiir ein mathematisches Theorem verfiigt, ihn also Schritt
flir Schritt reproduzieren kann, allerdings weder die Beweisidee versteht noch zu einer
Transferleistung in der Lage ist. Obwohl die zweite Deutung fiir die epistemische Rolle
formaler Beweise interessant wére, scheint sie hier nicht angemessen: Es gibt in der Praxis
der mathematischen Lehre geniigend Beispiele von Situationen, in denen Studenten auf
Nachfrage einen auswendig gelernten Beweis fiir ein vergleichsweise einfaches mathema-
tisches Theorem auch im formalen Detail schrittweise reproduzieren kénnen, ohne von
der Beweisidee eine Ahnung zu haben oder diese gar auf analoge Fille anwenden zu kon-
nen. Die erste Deutung scheint in diesem Sinne wesentlich angemessener und wird auch
durch Kommentar (3.51) nahegelegt. Fiir die Interpretation meiner Analyseergebnisse
wird diese Deutung jedoch keine Rolle spielen, da die der Clusteranalyse zugrundeliegen-
de Teilszene bereits vor dem Eingreifen von Professor Smith endet.

Die letzten beiden ausgewidhlten Kommentare fiigen sich schlecht in die bisherigen
Deutungen ein; Kommentar (3.52) und Kommentar (3.49) widersprechen sich offenbar.
Dariiber hinaus sind die hier getroffenen Aussagen in gewissem Sinne mit dem Antwort-

profil von Cluster 1 bzw. mit dem Inhalt des Szenarios selbst inkonsistent:

A step by step proof together with the general idea is the basis for correct- (3.52)

ness.‘

,He knows the truth of the theorems, because these are well known and (3.53)
proved theorems. But he wasn’t able to reproduce the proof.”
Kommentar (3.52) gehort zum numerischen Antwortprofil (3 3 3); es ist aber unklar, was
der Antwortende mit ,,correctness meint. Zumindest kann nichts damit gemeint sein,
was eine notwendige Bedingung fiir positive Wissenszuschreibungen wire, denn sonst
hétte die Frage QTomb negativ beantwortet werden miissen — Tom scheitert ja gerade
daran, die Beweisidee zu erldutern. Auch die Eigenschaft der formalen Korrektheit eines

Beweises kann nicht gemeint sein, denn dafiir ist keine Beweisidee erforderlich. Kom-
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mentar (3.53) ist insofern interessant, als er zeigt, dass der Antwortende hier das Wissen,
dass T1, als eine Art Uberlieferungswissen auffasst, also nicht geméf# meines Standarddeu-

248 als durch den vom epistemischen Subjekt gegebenen Beweis gestiitzt.

tungsrahmens
Es ist allerdings unklar, warum hier davon gesprochen wird, dass Tom nicht in der Lage
war, einen Beweis fiir T zu reproduzieren, denn genau dies tut er ja mit seinem Schritt-
fiir-Schritt-Beweis. Die einzige konsistente Deutungsmoglichkeit scheint in der Folgerung
zu bestehen, dass der Antwortende hier einen reicheren Begriff von Beweisreproduktion

verwendet, als ich es in der bisherigen Deutung der Antwortcluster getan habe.

Deutung von Cluster 2: Das Antwortverhalten von Cluster 2 lasst sich so deuten, dass
der von Tom vorgebrachte Schritt-fiir-Schritt-Beweis fiir T zunéchst als hinreichender
Grund dafiir angesehen wird, Tom in Bezug auf den Zeitpunkt ¢, unmittelbar nach-
dem er diesen Beweis erbracht hat, Wissen, dass T}, zuzuschreiben. Er wird auch dann
noch als hinreichend angesehen, als Tom an Professor Smiths Transferfrage scheitert.
Als die Teilnehmer die Information erhalten, dass Tom auch die Beweisidee zu seinem
Schritt-fiir-Schritt-Beweis nicht ndher erldutern kann, wird Tom jedoch Wissen, dass 17,
abgeschrieben: Der korrekte Schritt-fiir-Schritt-Beweis ist demgemaéfs allein nicht mehr
ohne Weiteres hinreichend fiir eine positive Wissenszuschreibung, wenn das epistemische
Subjekt die Beweisidee nicht geniigend gut verstanden hat. Dariiber hinaus ist fiir die
Teilnehmer in diesem Cluster, die Q Tom3 nicht nur mit ,can’t tell*, sondern explizit ne-
gativ beantworten, ein gewisses Verstdndnis der Beweisidee eine notwendige Bedingung

fiir eine positive Wissenszuschreibung.

Deutung von Cluster 3: Das Antwortverhalten von Cluster 3 lédsst sich dhnlich deuten
wie das von Cluster 2: Auch hier wird der korrekte Schritt-fiir-Schritt-Beweis allein nicht
ohne Weiteres als hinreichend fiir eine positive Wissenszuschreibung betrachtet, wenn
das epistemische Subjekt die Beweisidee nicht geniigend gut verstanden hat. Teilnehmer,
die Cluster 3 zugeordnet sind, haben QTom3 in der Regel nicht mit ,can’t tell“, sondern
explizit negativ beantwortet. Auch hier wird also, wie in der Deutung zu Cluster 2 vor-
geschlagen, ein gewisses Verstdndnis der Beweisidee zur notwendigen Bedingung fiir eine
positive Wissenszuschreibung gemacht. Im Unterschied zu Cluster 2 wurde das alleinige
Erbringen eines Schritt-flir-Schritt-Beweises bereits nicht als hinreichend fiir eine positive
Wissenszuschreibung erachtet, als den Teilnehmern noch nicht bekannt war, dass Tom
nicht in der Lage sein wiirde, eine Transferfrage bzgl. des Beweises von T} zu beantwor-

ten oder die Beweisidee seines Schritt-fiir-Schritt-Beweises zu erlautern. Hier mag also

248y/gl. Abschnitt 3.1.4.
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von Beginn an die Vermutung bestanden haben, dass Tom den Schritt-fiir-Schritt-Beweis

lediglich reproduziert, ohne die Beweisidee verstanden zu haben.

Clusteranalyse zu Szenario 4

Szenariogeschehen und Clustervariablen In Szenario 4 geht es um die fiir Hypothese

(H3) relevante Frage,?4?

ob eine vom epistemischen Subjekt vorgefiihrte Beweisskizze in
bestimmten Kontexten allein hinreichend fiir positive Wissenzuschreibungen sein kann,
oder ob das tatséchliche aktuelle Verfiigen iiber einen technisch ausgearbeiteten Beweis
in jedem Fall sogar notwendig fiir positive Wissenszuschreibungen ist. Der Protagonist
des Szenarios ist ein weltberithmter Mathematikprofessor, der an einem Beweis einer von

ihm selbst aufgestellten Vermutung arbeitet:

, Professor Martin Mates, one of the world’s most famous mathematicians,
has been working on the Mates conjecture for 15 years. He has proved his
conjecture in many special cases, and also many technical lemmas for the
general case, but a full proof for the general case is still not in sight. Then,
shortly after his 60th birthday, suddenly the idea hits him of how to combine
all his former results and prove his conjecture in the general case. After he
has thought about it for a while, he is able to give a highly informal and
sketchy version of a proof from his idea and is completely sure that it will
work, but he also recognizes that it would take him one or two years to work
everything out in a correct way. He knows that he is suffering from a serious
heart disease and has only a few months left to live, so he will not be able to
finish this task. Mates gives a couple of talks on mathematical conferences of
high reputation and convinces his colleagues that his idea will be successful.
Other mathematicians start working out his idea in detail. Half a year later,
Mates dies. Five years later, his successors finally end up with a correctly

worked out version of a proof for the Mates conjecture.

Beschreibung der Clusterlésung Dieses Szenario beinhaltete bereits im Fragebogen nur

zwei Fragen, die ich als Clustervariablen fiir die folgende Clusteranalyse verwende:2*°

249yg]. Abschnitt 3.1.1, S. 80.
250Dje Tabelle gibt in der dritten Spalte wieder den Zeitpunkt ti, im Szenariogeschehen, auf den sich
die Frage bezieht, und in der vierten Spalte den Zeitpunkt ¢/, im Szenariogeschehen, der erreicht ist, als

die Frage — im konkreten Fall zu einem Zeitpunkt o, auferhalb des Szenariogeschehens — gestellt wird,
an (vgl. Abschnitt 3.1.4 S. 86).
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Variable | Wortlaut der Frage tin th
QMatesl | Does Martin  Mates | vor allgemeiner Be- | vor allgemeiner Be-
know that the Mates | weisskizze weisskizze
Conjecture  (MC) s
true?
QMates2 | Did Martin Mates know | nach allgemeiner | nach allgemeiner
that MC was true? Beweisskizze, Beweisskizze
vor  Ausarbeitung | und  Ausarbeitung
durch Dritte durch Dritte

Per Clusteranalyse der hier 52 zugrunde liegenden Antwortdatensétze konnten fiinf cha-

rakteristische Antwortprofile ausgemacht werden, deren Umfang und Profilkurve den
Abbildungen 3.7 und 3.8 zu entnehmen sind.?5!
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Abbildung 3.7: Fusionsbaum zu Szenario 4
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1Dass die Aggregatbildung im Dendrogramm in auffillig wenigen Schritten beendet ist, liegt dabei
an der geringen Anzahl von Clustervariablen.
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3 =yes | 2 = almost surely yes | 0 = can't tell | -2 = almost surely no | -3 = no
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Abbildung 3.8: Antwortprofile der Cluster zu Szenario 4

Die Profilkurven lassen sich in Worten wie folgt beschreiben:

e Cluster 1 (5 Teilnehmer): Mates weifs zu dem Zeitpunkt ¢, von QMatesl, zu
dem er nur Einzelresultate zu MC vorweisen kann, (ziemlich sicher) nicht, dass MC
wahr ist; einige der in diesem Cluster zusammengefassten Antwortprofile nehmen
bei QMates 1 alternativ den Wert ,can’t tell“ an. Zu ti, von QMates2, also nach-
dem Mates eine Gesamtbeweisskizze angeben kann, die sich posthum (zu ¢/ von
QMates?2) als fruchtbare Grundlage fiir einen vollstindigen Beweis erweist, wird

die entsprechende Wissenszuschreibung positiv bewertet.

e Cluster 2 (9 Teilnehmer) lasst sich als das ,can’t tell*-Cluster beschreiben: Die
Teilnehmer mit dem entsprechenden Antwortprofil bewerten beide Wissenszuschrei-

bungen mit ,can’t tell“.

e Teilnehmer mit einem Antwortprofil wie von Cluster 3 (8 Teilnehmer) bewerten
beide Wissenszuschreibungen negativ: Mates weifs (ziemlich sicher) weder zu ti,
von QMatesl, als er nur Teilergebnisse zu MC vorweisen kann, noch zu t;, von

QMates2, als er eine Gesamtbeweisskizze angeben kann, dass MC wahr ist.

e Cluster 4 (2 Teilnehmer): Zu dem Zeitpunkt ¢, von QMatesl, zu dem Mates nur
iiber viele Einzelresultate zu MC verfiigt, aber noch keine umfassende Beweisskizze

vorweisen kann, bewerten die Teilnehmer die Wissenszuschreibung unter QMatesl
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mit ,,can’t tell“. Nachdem sie die Information erhalten haben, dass Mates zu einem
spateren Zeitpunkt eine Skizze des Gesamtbeweises entwickelt hat, die im Detail
nicht mehr von ihm selbst, sondern erst zu ¢!, von QMates2 durch seine Nachfol-
gern ausgearbeitet werden konnte, wird Mates in Bezug auf den Zeitpunkt ¢;, von
QMates2, d.h. nach der Entwicklung der Gesamtbeweisskizze, Wissen, dass MC,

abgesprochen.

e Cluster 5 (28 Teilnehmer): Bereits zu ¢, von QMatesl, als Mates nur iiber viele
Einzelresultate zu MC verfiigt, aber noch keine umfassende Beweisskizze vorweisen
kann, weifs er (ziemlich sicher), dass MC wahr ist. Dies trifft auch auf den Zeitpunkt
tin von QMates2 nach seiner Entwicklung einer Gesamtbeweisskizze, die von seinen

Nachfolgern schlieflich vervollstandigt werden kann, zu.

Deutung der Antwortcluster Verwertbare Freitextkommentare wurden hier nur zu den
Clustern 2 und 3 abgegeben; samtliche dieser Kommentare fiihre ich im Folgenden an.
Die Deutung der Cluster 1, 4 und 5 basiert dagegen, wie schon im Falle von Szenario 3,

allein auf dem in Abschnitt 3.1.4 beschriebenen Standardinterpretationsrahmen.

Deutung von Cluster 1: Ich schlage eine Deutung dieses Antwortverhaltens vor, geméfs
der Mates’ Einzelresultate zu MC von den hier zugeordneten Teilnehmern allein noch
nicht als hinreichend dafiir angesehen werden, dass Mates weifs, dass MC. Erst als Mates
auch eine Skizze des Gesamtbeweises vorweisen kann, die diese Einzelresultate verbindet,
weifs er, dass MC, auch wenn er den Gesamtbeweis nicht mehr selbst im Detail ausfiihren

kann.

Deutung von Cluster 2: Einige Kommentare aus dem ,can’t tell*-Cluster 2 legen die
Deutung nahe, dass die Stichprobenteilnehmer mit einem entsprechenden numerischen
Antwortprofil explizit von positiven Antworten auf die beiden Fragen QMatesl und QMa-
tes2 Abstand genommen haben, weil sie das Verfiigen {iber Beweisteile und eine blofse
Skizze des Gesamtbeweises fiir MC, die erst spéter durch Andere vervollstdndigt wird,
weder einzeln noch in Kombination fiir hinreichend fiir eine positive Wissenszuschreibung
halten:

Sometimes the idea you see looks fine, but as soon as you start to lay it (3.50)

out there goes something terribly wrong.
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,But he probably knew *something*.“ (3.55)

Wiéhrend ich Kommentar (3.55) so lese, dass dieser Teilnehmer im Sinne meines Stan-
darddeutungsrahmens?>? geantwortet hat, verstehe ich Kommentar (3.54) jedoch anders:
Hier wurde die bei QMates2 zu t,y¢ bekannte Information, das Mates’ Skizze spéter
vervollstandigt werden konnte und sich somit kein ,schrecklicher Irrtum® zwischen den
Zeilen der Beweisskizze verbarg, offenbar nicht beriicksichtigt. Eine Erklarung fiir Letz-
teres ware, dass dieser Teilnehmer aus Mates’ Perspektive geantwortet hat. Dennoch
haben die Kommentatoren auch keine explizit negativen Antworten auf QMatesl und
QMates2 gegeben, fordern also fiir eine positive Wissenszuschreibung (oder fiir die Uber-
zeugung, zu wissen) nicht notwendigerweise einen Mates aktuell kognitiv zugénglichen

ausgearbeiteten Beweis.

Einen anderen Grund fiir das Antwortverhalten von Cluster 2 nennt dieser Kommentar:

,Once again, in what sense can we ,know‘ a mathematical statement to be
jtrue‘? We can perhaps convince ourselves that it is true (but there may
be an error in our reasoning), or we trust other mathematicians (but they (3.56)
may be wrong), or we trust a computer-checked proof (but there may have
been a hardware or software failure). In this way, we can reduce the chance

of an error-but we cannot eliminate it completely.“

Hier wird in skeptischer Tradition generell die Wissbarkeit mathematischer Satze auf-
grund von Beweisfiihrungen in Zweifel gezogen, denn selbst computergestiitze Beweise

sind nicht frei von Irrtumsméglichkeiten.

Die folgenden beiden Kommentare widersprechen sich zunéchst:

,From beyond the grave?! Seriously, you need another possible answer here:

with HIGH PROBABILITY, he knew the conjecture was true (‘high’ being  (3.57)
anything > 1/2). And did from the moment he first realized the technique.*

252 Also unter Beriicksichtigung sdmtlicher ihm zu tou ohne Zuriickbléttern bekannten Informationen
zum Szenariogeschehen, vgl. Abschnitt 3.1.4.
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,Life and death per se play no role in the mathematical Univers de Discours.
The truly hard-nosed skeptic will stick to his/her opinion on the knowledge  (3.58)

of professor Mates.

Kommentar (3.57) handelt jedoch eher von der Frage danach, welche Auswirkungen ande-
re Ereignisse, die nach dem Ableben von Mates neue Informationen iiber Situationen vor
dem Ableben preisgeben, auf epistemische Zuschreibungen haben; die in dem Kommen-
tar suggerierte Antwort lautet, dass solche Ereignisse nur die Beurteilung der objektiven
Wahrscheinlichkeiten fiir bestimmte Ereignisse, die zu Zeitpunkten vor dem Ableben be-
standen, verandern kénnen. Kommentar (3.58) dagegen behauptet, dass das Ereignis von
Mates’ Ableben selbst auf die epistemischen Zuschreibungen, die sich auf einen Zeitpunkt

davor beziehen, keine Auswirkungen hat.

Deutung von Cluster 3: Das Antwortverhalten von Cluster 3 ldsst sich unter Beriick-
sichtigung meiner Standarddeutung (vgl. Fufsnote 252) so deuten, dass die mathemati-
schen Argumente fiir MC, die Mates zum Zeitpunkt ¢;, von QMatesl (die Einzelresulta-
te) bzw. zum Zeitpunkt i, von QMates2 (die Gesamtbeweisskizze) tatséchlich vorweisen
kann, in den Augen der hier zugeordneten Teilnehmer nicht hinreichen, um aufgrund
dieser zu wissen, dass MC.

Die folgenden beiden Kommentare legen dariiber hinaus die Deutung nahe, dass Teil-
nehmer mit dem Antwortprofil von Cluster 3 den tatsichlichen, aktuellen kognitiven
Zugriff auf einen bis ins technische Detail ausgearbeiteten Beweis durch das epistemische

Subjekt als notwendig fiir eine positive Wissenszuschreibung erachten:

,2Many ideas sound good, but difficulties become apparent when working

(3.59)
out the details.”

»The details are important—even when I have a general idea, an overall
sketch, and an idea of how it fits into a bigger picture, I am suspicious of  (3.60)

technical problems until I work them all out.”

Dem steht dieser Kommentar allerdings indirekt entgegen:

". X knows Y’ depends only on what sort of evidence *X* has for Y. It is (3.61)

immaterial whether Y finally turns out to be true or not.“
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Die Aussage, dass es unerheblich fiir eine Wissenzuschreibung ist, ob p sich als wahr oder
falsch herausstellt, ist nicht ohne Weiteres vertréiglich mit der Forderung, tatséchlich einen
detailliert ausgearbeiteten Beweis flir p vorlegen zu kénnen. Ein solcher Beweis wiirde
die Wahrheit von p (ggf. zumindest relativ zu bestimmten mathematischen Axiomen) in

der Regel bereits logisch implizieren oder doch sehr wahrscheinlich machen.

Deutung von Cluster 4: Das Antwortverhalten von Cluster 4 ldsst sich wie folgt deu-
ten: Die Befragten haben QMatesl mit ,can’t tell“ bewertet, weil das Szenariogeschehen,
welches sich bis zum Zeitpunkt ¢/ von QMatesl (der mit ¢, zusammenfallt) entwickelt
hat, noch zu wenig Information dariiber bot, wie stark sich Mates’ Einzelresultate zu MC
von einem vollstdndigen Beweis fiir MC unterscheiden. Der weitere Verlauf des Szenari-
os bis zum Zeitpunkt ¢/, von QMates?2 lieferte diesbeziiglich Informationen nach: Mates
enwickelt zwar noch eine Gesamtbeweisskizze, mit Hilfe derer spéter Dritte einen ausge-
arbeiteten Beweis flir MC produzieren konnen. Er kann diese Skizze jedoch aus Zeit- und
Komplexitatsgriinden nicht mehr selbst weiter ausfithren. Aufgrund dessen bewerten die

Befragten QMates2 negativ.

Damit ist noch nicht gesagt, dass die Befragten einen bis ins formale Detail vollsténdig
ausgearbeiteten Beweis zur notwendigen Bedingung fiir eine positive Wissenszuschrei-
bung machen: Wére Mates doch noch selbst in der Lage gewesen, seine Skizze nach dem
Bezugszeitpunkt ti, von QMates?2 weiter auszufiihren, hétten die Befragten QMates2 im
Einklang mit der bisherigen Deutung positiv beantworten kénnen. Mates hitte dann zu
tin nicht {iber einen bis ins formale Detail ausgearbeiteten, aber doch iiber einen in ei-
nem geeigneten Sinne formalisierbaren Beweis fiir MC verfiigt, um zu wissen, dass MC.
Waire ihnen diese Zusatzinformation schon zum Zeitpunkt ¢,y von QMatesl bekannt
gewesen, hitten sie unter Umstédnden auch schon diese Frage statt mit ,can’t tell“ positiv

beantwortet.

Deutung von Cluster 5: Das Antwortverhalten von Cluster 5 ist vor dem Hintergrund
des allgemeinen Deutungsrahmens aus Abschnitt 3.1.4 schlicht so zu deuten, dass die
Befragten Mates bei QMates1 bereits allein aufgrund seiner Einzelresultate Wissen, dass
MC, zuschreiben. Dies tun sie dann bei QMates2 aufgrund der hinzutretenden, von Mates
selbst entwickelten Gesamtbeweisskizze zur Zusammenfiihrung der Einzelresultate erst
recht, zumal diese sich zum Zeitpunkt ¢/ von QMates2 (der einige Zeit nach ti, liegt)
tatsdchlich als fruchtbare Grundlage fiir den durch Mates’ Nachfolger ausgearbeiteten

Beweis erwiesen hat.
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3.3 Vorlaufige Interpretation der Umfrageergebnisse

In diesem Abschnitt soll eine vorlaufige Interpretation der bisher vorgestellten Ergeb-
nisse der Umfragestudie vorgeschlagen werden, die durch die nachfolgend vorgestellte
Interviewstudie gepriift und vertieft werden soll. Zunéchst diskutiere ich kurz eine verglei-
chende Interpretation der Haufigkeitsergebnisse aus Fragebogenteil II mit den Ergebnis-
sen der Clusteranalyse zu Fragebogenteil 111, die Aufschluss tiber das Verhaltnis zwischen
abstrakten Wissens- und Beweiskonzepten der Umfrageteilnehmer und den Bewertungen
konkreter epistemischer Zuschreibungen geben soll. Im Anschluss erfolgt eine ausfiihrli-
che Interpretation der Ergebnisse der Clusteranalyse hinsichtlich der in Abschnitt 3.1.1
diskutierten Arbeitshypothesen (H1) bis (H3).

3.3.1 Vergleich der Ergebnisse aus Fragebogenteil Il und Il

Der Vergleich der sehr homogenen Héufigkeitsergebnisse aus Fragebogenteil II mit den
wesentlich heterogeneren Ergebnissen der Clusteranalyse von Teil III auf Grundlage der
von mir vorgeschlagenen Deutung der Antwortcluster zeigt eine aus soziologischer Sicht
erwartbare Spannung (vgl. Abschnitt 3.1.4) zwischen den Antworten auf Fragen nach
den abstrakten Konzepten von ,Wissen“ und ,Beweis“ und dem tatsachlichen Gebrauch

dieser Begriffe durch die Stichprobenteilnehmer:

Waihrend die Mehrheit der Antworten auf die Freitext-Frage nach einer Definition von
,mathematischer Beweis“ in Fragebogenteil II auf die Definition eines formalen Beweises
Bezug nimmt und iiber 80 % der Stichprobenteilnehmer angeben, dass mathematisches
Wissen objektiv sei,?®® deuten eine Reihe der Freitextkommentare aus Teil 111 darauf
hin, dass die Zuschreibungsstandards fiir beweisbasiertes Wissen in Abhéngigkeit von
kontextuellen Faktoren wie den Arbeitsgewohnheiten des epistemischen Subjektes, dem
Zeitrahmen, der Komplexitét des rechtfertigenden Beweises, der Grofe der bereichsspezi-
fischen commaunity oder der Wichtigkeit des betreffenden Theorems variieren.?** Zudem
sind als Rechtfertigung akzeptierte mathematische Beweise geméfs der vorgeschlagenen
Deutung des Antwortverhaltens von Cluster 1 und 2 zu Szenario 1 fallibel, um Unter-

schied zu formalen Beweisen. Das Vorliegen einer formalen Ableitung ist geméfs der vor-

253
Vgl. S. 91.
254y7g]. genauer die Diskussion zu (H1) im nachfolgenden Abschnitt 3.3.2, S. 132. Solche Faktoren
wurden allerdings von einigen Teilnehmern auch in Fragebogenteil II in den Antworten auf die Frei-
textfrage nach einer geeigneten Definition von ,mathematischer Beweis genannt — trotz der abstrakten

Einstellung, dass man prézise definieren kann, was ein mathematischer Beweis ist (Abschnitt 3.2.1, S. 93
).
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geschlagenen Deutung der Clusteranalyse zu Szenario 4 (S. 124) auch kein notwendiges

Zuschreibungskriterium fiir Wissen in der mathematischen Praxis.?%?

Aus philosophischer Sicht ist es weiterhin fraglich, wie mathematisches Wissen von
praktizierenden Mathematikern einerseits als objektiv bewertet werden kann, wenn der
Ausdruck ,wissen andererseits im tatséchlichen Gebrauch die folgende Faktivitdtsbedin-
gung nicht erfiillt: Gewusst werden kann nur, was auch wahr ist. Die Wahrheit von p ist
also notwendig fiir die Wahrheit jedweder Aussage der Form , X weiff, dass p*.2%% Die-
se Faktivitdtsbedingung scheint in Szenario 1 in Bezug auf die Wissenszuschreibungen
der Stichprobenteilnehmer, die dem doch deutlich heraustretenden und grofsen Cluster 1
angehoren, gerade nicht erfiillt zu sein: Falls sie diese Faktivitat, also die Wahrheit von
JC, fiir ihre positiven Wissenszuschreibungen gefordert hétten, so wiirden sie sich durch
ihre positive Antwort auf QJones7 zu der Behauptung verpflichten, dass JC falsch ist.
Durch ihre positive Antwort auf QJones8 wiirden sie sich dann aber gleichzeitig zu der
widerspriichlichen Behauptung verpflichten, dass JC wahr und falsch ist. Dariiber hinaus

spricht etwa Kommentar (3.21) die verletzte Faktivitdtsbedingung explizit an.

Eine mogliche Erklarung fiir die verletzte Faktivitdt bestand geméf der Deutung von
Cluster 1 darin,?®” dass die Teilnehmer mit diesem Antwortprofil die Fragen QJones6
bis QJones8 aus der Perspektive des Szenarioprotagonisten John im Sinne von ,John
ist fest iiberzeugt davon, zu wissen, dass JC* beantwortet haben. Unter dieser Deutung
sind einerseits sdmtliche moglichen Antworten auf QJones6 bis QJones8 sowohl damit
vertraglich, dass JC tatséchlich wahr ist als auch damit, dass JC tatséchlich falsch ist.
Andererseits sind dann auch die Clusterergebnisse von Szenario 1 prinzipiell mit einer
abstrakten Auffassung von objektivem mathematischen Wissen vertréglich. Diese Er-
klarung trifft fiir die von den Umfrageteilnehmern in den Kommentaren (3.26), (3.27)
und (3.33) explizit benannten kontextsensitiven Aspekte der Beurteilung von QJones6
bis QJones8 jedoch nicht zu: Diese Kommentare sind den Clustern 2 und 4 zuzuordnen,

deren jeweiliges Antwortverhalten keine Deutung aus Johns Perspektive nahelegt.

Aufgrund dieser Uberlegungen liisst sich vorerst festhalten, dass die normativen®>® Be-
griffe objektiven mathematischen Wissens und des formalen mathematischen Beweises,
welche die Ergebnisse der abstrakten Einstellungsfragen aus Teil II des Fragebogens tat-

sachlich nahelegen, zumindest nicht die alleinige, direkte Bewertungsgrundlage fiir die

255Vgl. zu diesen beiden Punkten auch genauer die Diskussionen in Abschnitt 3.3.2 und 3.3.2.

256Djese Faktivititsbedingung stellt eine erkenntnistheoretisch weithin anerkannte Ad#quatheitsfor-
derung fiir philosophische Analysen des Wissensbegriffes dar (vgl. die Bemerkungen zur klassischen
Wissensanalyse in Abschnitt 2.3.1.

27ygl. S. 100.

258Vgl. Fuknote 225.
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konkreten Wissenszuschreibungen aus Teil 111 bilden. Diese Diagnose gilt zunachst unab-
héngig von der von den Umfrageteilnehmern gewahlten Perspektive bei der Beantwortung
der Szenariofragen. Die nun folgendene detailliertere Diskussion der Ergebnisse aus Teil
III soll Ansétze fiir eine genauere philosophische Analyse zu der Frage liefern, ob und
in welcher Weise die normativen Begriffe bei der Beurteilung konkreter epistemischer

Zuschreibungen in der mathematischen Praxis beriicksichtigt werden.

3.3.2 Interpretation der Ergebnisse aus Fragebogenteil 11l

Hier sollen nun die Ergebnisse der Clusteranalyse auf Grundlage der jeweils vorgeschla-
genen Deutung der unterschiedlichen Antwortcluster im Hinblick darauf interpretiert
werden, ob sie die durch die philosophische Diskussion in Kapitel 2 motivierten Arbeits-
hypothesen (H1) bis (H3) (vgl. Abschnitt 3.1.1 S. 80) erfiillen oder nicht.?*® Besonderes
Augenmerk gilt dabei zundchst den Szenarien, die speziell zur Priifung der jeweiligen Hy-
pothese entworfen wurden.?%® Relevante Deutungen von Clusterergebnissen aus anderen
Szenarien werden gegebenenfalls hinzugezogen. Wie im Folgenden dargelegt, mdchte ich
an (H1) und (H3) in ihrer urspriinglichen Form weiterhin festhalten. Anstelle von (H2) in
ihrer urspriinglichen Formulierung schlage ich aufgrund der empirischen Ergebnisse eine

starker préazisierte, aber insbesondere auch logisch schwéchere Hypothese (H2') vor.

Zu (H1): Kontextabhangigkeit epistemischer Standards
Die Hypothese (H1) lautete:

Die Wissenszuschreibungen der Stichprobenteilnehmer héngen systematisch

von kontextuellen Anderungen ab.

Als Testszenario fiir (H1) war insbesondere Szenario 1 vorgesehen. Dieses diskutiere ich
hier zuerst, beziehe aber anschliefend auch Ergebnisse aus anderen Szenarien mit ein.
Hinsichtlich Cluster 1 und 2 von Szenario 1 kann (H1) eingeschrankt auf die Menge der
Stichprobenteilnehmer mit dem Antwortverhalten von Cluster 1,26 die QJones6 bis QJo-
nes8 im Sinne des in Abschnitt 3.1.4 diskutierten Standarddeutungsrahmens beantwortet
haben, in folgendem Sinne als erfiillt interpretiert werden: Nachdem ein entsprechender
Stichprobenteilnehmer zum Zeitpunkt ¢,y von QJones7 die Information erhalten hatte,

dass John ein Gegenbeispiel zu JC entdeckt hat, beurteilt er die Frage, ob John zu einem

259Fin erster Interpretationsversuch der Clusteranalyse zu Szenario 1 wurde in Miiller-Hill [98] unter-
nommen. Die im Folgenden vorgeschlagene Interpretation stellt jedoch eine grundlegende Uberarbeitung
und Préazisierung dieser ersten Interpretation dar.

260yg]. S. 81.

261ygl. S. 100 ff.
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Zeitpunkt nach dieser Entdeckung weifs, dass JC falsch ist, positiv oder mit ,can’t tell“.
Ebenfalls zu toy urteilt er andererseits, dass John vor der Entdeckung des Gegenbeispiels
wusste, dass JC wahr ist. Unter der Annahme, dass ,John weifs, dass JC falsch ist* die
Aussage ,,John weif nicht, dass JC wahr ist* impliziert, und auch die Antwort ,can’t tell*
auf QJones7 im Sinne von ,,John weifs nicht, dass JC wahr ist* interpretiert werden kann,
legt dies nahe, dass die Standards, denen die Stichprobenteilnehmer zur Beurteilung von
QJones6 bis QJones8 folgen, nicht situativ invariant, sondern zumindest zeitrelativ sind:
Die Entdeckung des Gegenbeispiels lenkt die Aufmerksamkeit der Teilnehmer demnach
auf einen tibertrumpfenden Anfechtungsgrund fiir JC, den sie jedoch nur bei der Beurtei-
lung der Wissenszuschreibung unter QJones7, also in Bezug auf Zeitpunkte nach dieser
Entdeckung beriicksichtigen; in Bezug auf den Zeitpunkt ¢;, von QJones8, der vor dieser
Entdeckung liegt, wird er dagegen ignoriert.

Im Unterschied zu diesem Hinweis auf die Zeitrelativitdt und hier insbesondere auch
Fallibilitat von epistemischer Rechtfertigung durch mathematische Beweise ist folgender,
bereits in Abschnitt 3.3.1 diskutierter Aspekt der Interpretation des Antwortverhaltens
von Cluster 1 nicht ohne Weiteres mit einer erkenntnistheoretischen Wissensanalyse ver-
einbar: Cluster 1 verletzt die Faktivitatsbedingung fiir Wissen.

Eine philosophisch zufriedenstellende Losung fiir dieses Problem bietet der in der Deu-
tung von Cluster 1 (und auch 2) bereits angesprochene, den Freitextkommentaren ent-
nommene Sprachgebrauch, nach dem der Ausdruck ,know* von den Teilnehmern etwa im
Sinne von ,being reasonably sure to know gebraucht wurde: Aus philosophischer Sicht
handelt es sich bei einem solchen Gebrauch allein um die Rede von fallibler epistemischer
Rechtfertigung, nicht von Wissen. Eine mdégliche Erkldarung fiir diesen Sprachgebrauch
der Teilnehmer war jedoch gerade deren vom allgemeinen Deutungsrahmen abweichende
Perspektivwahl bei der Beantwortung der Fragen QJones6 bis QJones8.262 Unter die-
ser alternativen Deutung des Antwortverhaltens von Cluster 1 ist aber kein Riickschluss
auf die Relevanz des durch das Szenariogeschehen bis zum Zeitpunkt ¢ offenbarten,
iibertrumpfenden Anfechtungsgrundes fiir die Bewertung von QJones8 mehr méglich,
denn aus Johns Perspektive muss eine konsistente Beurteilung von QJones8 mit der von
QJones6 zusammenfallen.

Die gerade angestellten Uberlegungen lassen sich wie folgt zusammenfassen: Um Clu-
ster 1 (und ggf. auch Cluster 2) hinsichtlich (H1) richtig zu interpretieren, ist zu kliren,263
ob bei der Beurteilung von epistemischen Zuschreibungen der Form ,Does X know that

p is true” ein Sprachgebrauch von ,know* im Sinne von gerechtfertigter Uberzeugung,

262Vergleiche, auch fiir die folgende Erlauterung, S. 101.
263yg]. Ausgangsfrage 1 in Abschnitt 3.4.1.
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wie ihn einige Freitextkommentare zu diesem Cluster nahelegen, systematisch erfolgt,
und ob eine Beurteilung aus der Perspektive des epistemischen Subjekts zum Bezugs-
zeitpunkt der Zuschreibung der einzige plausible Grund fiir diesen Sprachgebrauch ist.
Die Freitextkommentare zu Cluster 2 (inklusive der ,can’t tell-Falle) etwa legen auch
andere mogliche Griinde nahe, die sogar auf eine prinzipielle Kontextabhéngigkeit episte-
mischer Standards in der mathematischen Praxis, iiber die Zeitrelativitat der Bewertung
von Wissenszuschreibungen im Hinblick auf hinzutretende Anfechtungsgriinde hinaus,
hindeuten (vgl. S. 102 f.).

Das Antwortverhalten von Cluster 3 und 4 zu Szenario 1 ldsst (mit Ausnahme von
Kommentar (3.33) zu Cluster 4) keinen Riickschluss hinsichtlich (H1) zu, das entspre-
chende Antwortverhalten dieser Cluster ist jeweils sowohl vertréglich mit (H1) als auch
mit ihrer Negation: Im Falle von Cluster 3 wurde das von John konstruierte Gegenbei-
spiel als hinreichender Nachweis fiir die Falschheit von JC angesehen, wodurch in Bezug
auf QJones8 die Faktivitdtsbedingung fiir Wissen verletzt war und diese Frage bereits
deshalb, unabhéngig von moglichen kontextsensitiven epistemischen Standards, im Un-
terschied zu Cluster 1 negativ beantwortet wurde. Das Antwortverhalten von Cluster 4
schliefslich wurde als generelle Skepsis hinsichtlich des Szenariogeschehens gedeutet, die

insbesondere ein Artefakt der Umfragesituation sein kénnte.

Wie bereits in Abschnitt 3.3.1 erwéhnt, sprechen aufter dem gerade erwéhnten Kom-
mentar (3.33) zu Cluster 4 von Szenario 1 auch Freitextkommentare zu den Szenarien
1 und 2 andere kontextuelle Faktoren an, beziiglich derer die epistemischen Standards,
nach denen die Stichprobenteilnehmer die in Frage stehenden Wissenszuschreibungen be-
urteilt haben, zu variieren scheinen. Im Falle von (3.33) sowie der Kommentare (3.26)
und (3.27) zu Cluster 2 von Szenario 1 sind diese der Zeitrahmen, die Komplexitét des
rechtfertigenden Beweises, die Grofte der bereichsspezifischen mathematischen communi-
ty sowie die mathematische Relevanz der in Frage stehenden mathematischen Aussage
p. Im Falle von Szenario 2 werden in den Kommentaren (3.35) und (3.37) zusétzlich das
mathematische Themengebiet, in das p einzuordnen ist, sowie die Arbeitsgewohnheiten

des epistemischen Subjektes genannt.

Auf Grundlage der vorangegangenen Uberlegungen lisst sich zunsichst an (H1) festhal-
ten. Neben den bereits genannten offenen Fragen ist aber weiterhin zu prézisieren, welche
Bedeutung den genannten sowie moglichen weiteren kontextuellen Faktoren bei der Be-
urteilung epistemischer Zuschreibungen in der mathematischen Praxis zukommt, und ob

diesen im Rahmen einer empirisch informierten Lesart von (FKE) bereits durch eine ge-
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eignete Konzeption fallibler formalisierbarer Beweise Rechnung getragen wiirde, oder ob

eine Modellierung im Sinne des semantischen Kontextualismus adiquater wire.?54

Zu (H2): Formale Beweise als hinreichende Griinde fiir mathematisches Wissen
Die Hypothese (H2) lautete:

Das tatséchliche kognitive Erfassen einer formalen Ableitung von p durch das
epistemische Subjekt X ist hinreichend fiir eine positive Wissenszuschreibung

durch die Stichprobenteilnehmer.

Als Testszenarien fiir (H2) waren die Szenarien 2 und 3 vorgesehen.

Ich diskutiere hier zuerst die Erfiilltheit von (H2) beziiglich Szenario 3 unter der vor-
geschlagenen Deutung der Antwortcluster:26° Die Hypothese ist eingeschriankt auf die
Menge der Stichprobenteilnehmer mit dem Antwortverhalten von Cluster 1, dem mit
Abstand grofsten Cluster zu Szenario 3, erfiillt. Dieses Cluster habe ich so gelesen, dass
Tom allein aufgrund seines Schritt-flir-Schritt-Beweises Wissen, dass 77 wahr ist, zuge-
schrieben wird, und dass eine positive Wissenszuschreibung auch in Bezug auf spétere
Zeitpunkte weiterhin aufgrund dieses Beweises getétigt wird, trotz Toms Scheitern an
der Transferfrage und an der Frage nach der Beweisidee.?56

Einem Teil der Kommentare aus Cluster 1, (3.44), (3.46) und (3.52), wird die urspriing-
liche Formulierung von (H2) im Detail jedoch nicht ganz gerecht. Auf der Grundlage
dieser Kommentare bietet sich eine Prézisierung von (H2) in Bezug auf die darin ange-
deuteten Unterscheidungen eines Wissen-dass (,knowing that“) und eines Wissen-warum

(,knowing why“) oder auch ,being able to prove (in a particular way)“ an:267

Das tatséchliche kognitive Erfassen einer formalen Ableitung von p durch das
epistemische Subjekt X ist hinreichend fiir eine positive Wissenszuschreibung

im Sinne eines reinen Wissen-dass (im Unterschied zu Wissen-warum).

Hier schliefit sich die Frage an, ob es ein solches reines Wissen-dass tatséchlich ohne das
entsprechende Wissen-warum geben kann. Die analytische Diskussion in Kapitel 2, Ab-
schnitt 2.3.3 zu (FKE4) motiviert die Vermutung, dass eine klare theoretische Trennung

zwischen einem Wissen-dass und einem Wissen-warum fiir epistemische Subjekte mit

264y/g]. die Ausgangsfragen 1, 2 und 4 in den Abschnitten 3.4.1, 3.4.2 und 3.4.4.

265ygl. S. 116 ff.

266Kommentar (3.45) nennt die Priisentation eines formalen Beweises (symbol processing) sogar hinrei-
chend und notwendig fiir das Vorliegen von mathematischem Wissen.

267 Knowing that“ bzw. ,Wissen-dass und ,knowing why* bzw. ,Wissen-warum® verwende ich an dieser
Stelle nicht im Sinne der entsprechenden philosophischen Termini, sondern als eine aus den Freitextkom-
mentaren der Umfrageteilnehmer ad hoc iibernommene Sprechweise.
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268

einer niedrigen mathematischen Professionsstufe,*® wie den Grundstudiumsstudenten

Tom in Szenario 3, moglich ist.

GemiR der vorgeschlagenen Deutung von Cluster 2 ist (H2) dagegen falsch:269 Ein
korrekter Schritt-flir-Schritt-Beweis ist allein nicht hinreichend fiir eine positive Wis-
senszuschreibung, wenn das epistemische Subjekt nicht mindestens auch die Beweisidee
verstanden hat. Auch Cluster 3 widerlegt (H2) gemif der vorgeschlagenen Deutung?™®

in diesem Sinne.

Beziiglich Szenario 2 wird (H2) in der urspriinglichen Formulierung von keinem der vier
auftretenden Cluster ohne Weiteres erfiillt. Das Antwortverhalten von Cluster 1 sowie
das von Cluster 3 (ersteres fiir den Spezialfall, dass QBob7 mit ,can’t tell* beantwortet
wurde) wurden so gedeutet,?’! dass Bobs korrekter algebraischer Beweis allein nicht als
hinreichendes Kriterium fiir eine positive Wissenzuschreibung betrachtet werden kann. Im
Unterschied zu Szenario 3 ist dieser algebraische Beweis sehr komplex und uniibersicht-
lich. Dies verdeutlicht die Relevanz eines in der urspriinglichen Formulierung von (H2)
durch den Ausdruck ,tatséchliches kognitives Erfassen einer formalen Ableitung® nur im-
plizit angedeuteten situativen Aspekts: Hierin ist bereits eine Beschrankung des durch
(H2) beanspruchten Giiltigkeitsbereichs auf Fille angelegt, in denen es sich um einen

iibersichtlichen, tatsichlich im Detail nachvollziehbaren formalen Beweis handelt.?"?

Das Antwortverhalten von ,can’t tell“-Cluster 2 lasst sich aufgrund des charakteristi-
schen Antwortprofils (0 0 0 0) in Bezug auf (H2) nicht einheitlich interpretieren. Die
Freitextkommentare deuten, wie in Abschnitt 3.2.2 (S.111) bereits diskutiert, auf ganz
unterschiedliche Motivationen fiir dieses Antwortverhalten hin: Demnach kann Kommen-
tar (3.38) zwar so gedeutet werden, dass der algebraische Beweis und nicht die bildliche
Beweisidee aus Sicht des Kommentators die Grundlage fiir die Bewertung der Wissenszu-
schreibung unter QBob4 bis QBob7 darstellt. Ob ein formal korrekter algebraischer Be-
weis allein jedoch hinreichend fiir eine positive Bewertung gewesen wére, und ob der Kom-
mentator dem Szenariogeschehen lediglich zu wenig Informationen dariiber entnehmen
konnte, ob Bob ein solcher Beweis tatsdchlich vorliegt, bleibt offen. Kommentar (3.37)

deutet dagegen implizit an, dass der Kommentator die Szenariofragen positiv bewer-

268ygl. S. 61.

269y/g]. S. 120.

270vgl. S. 120.

2T1ygl. S. 109 sowie 111 fF.

2721n Toms Fall in Szenario 3 liegt ein solch iibersichtlicher Schritt-fiir-Schritt-Beweis fiir das vergleichs-
weise einfache Theorem T} vor.
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tet hétte, wenn Bob tatséchlich einen detaillierten, korrekten formalen Beweis gefiihrt
hitte.2™

Eine Interpretation des Antwortverhaltens von Cluster 4 im Sinne von (H2) ist allein
aufgrund der Bewertung von QBob4 bis QBob7, die durchweg negativ ausfillt, ebenfalls
nicht plausibel, denn Bobs algebraischer Beweis ist, wie zumindest durch das Szenarioge-
schehen zum Zeitpunkt ¢/ von QBob6 und QBob7 suggeriert, formal korrekt. Cluster 4
lasst sich aber dank der Freitextkommentare (3.40), (3.41) und (3.42) wie folgt im Sinne
einer geeignet préazisierten Version von (H2) interpretieren: Ein formaler algebraischer
Beweis kann hinreichend fiir die positive Bewertung der Fragen QBob4 bis QBob7 sein,
wenn dieser Beweis iibersichtlich genug ist. Die negative Bewertung erfolgt hier also des-
halb, weil Bobs algebraischer Beweis sehr komplex und uniibersichtlich ist. In Anbetracht
dieser Komplexitét liefert das Szenariogeschehen zu wenig Information dariiber, wie ge-
nau Bob die Details seines Beweises gepriift hat. Die Information, dass er den Beweis
iiber Nacht gefunden hat, und dass seine urspriingliche Beweisidee den algebraischen
Schritten nicht wie geplant entspricht, ndhrt im Gegenteil den Zweifel der Teilnehmer
daran, dass Bob eine hinreichend genaue Priifung durchgefiihrt hat. Diese Einschitzung
ist unabhéngig davon, ob eine spezielle Stelle im Beweis, die dem fehlerhaften Aspekt
der bildlichen Beweisidee auf der algebraischen Seite entspricht, tatséchlich fehlerhaft ist
oder nicht.

Eine geeignete vorldufige Prizisierung von (H2) lautet den vorangegangenen Uberle-

gungen geméh wie folgt:

(H2?) Das tatsédchliche kognitive Erfassen einer formalen Ableitung von p durch das epi-
stemische Subjekt X ist nur dann hinreichend fiir eine positive Wissenszuschreibung

im Sinne eines ,Wissen-dass®, wenn die Ableitung entsprechend iibersichtlich ist.

Insbesondere stellt (H2’) eine Abschwéchung von (H2) im logischen Sinne dar.

Zu (H3): Formale Beweise als nicht notwendig fiir mathematisches Wissen

Die Hypothese (H3) lautete:

Das tatsédchliche kognitive Erfassen einer formalen Ableitung fiir p durch das
epistemische Subjekt X ist keine notwendige Forderung fiir eine positive Wis-

senszuschreibung durch die Stichprobenteilnehmer.

2T3Explizit wird nur gesagt, dass ein formaler Beweis dann keine notwendige Bedingung fiir eine positive
Bewertung von Wissenszuschreibungen ist, wenn dass epistemische Subjekt X bekannterweise stets sehr
sorgfiltig mathematisch arbeitet. Diese Aussage ist fiir (H3) relevant; vgl. S. 135.
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Als Testszenario fiir (H3) war insbesondere Szenario 4 vorgesehen. Zu jedem der fiinf
Antwortcluster dieses Szenarios gibt es eine plausible Deutung, geméfs der (H3) erfiillt
oder zumindest nicht widerlegt wird.

Das jeweilige Antwortverhalten von Cluster 1 und Cluster 5 kann aufgrund der po-
sitiven Beurteilung von QMates2 geméft der in Abschnitt 3.2.2 (vgl. S. 124 und 127
ff.) vorgeschlagenen Deutung im Sinne von (H3) verstanden werden: In beiden Clustern
ist demnach das tatsdchliche Verfiigen iiber einen formalen Beweis zum Zeitpunkt ¢,
von QMates2 durch das epistemische Subjekt Mates nicht notwendig dafiir, dass Mates
weil, dass MC. Fiir Cluster 1 gilt allerdings aufgrund der negativ oder mit ,can’t tell”
beurteilten Frage QMatesl, dass eine positive Wissenszuschreibung ohne einen vom epi-
stemischen Subjekt erbrachten detaillierten Beweis erst erfolgt, nachdem Mates neben
den Einzelresultaten eine Gesamtbeweisskizze liefern kann, die insofern in einer kon-
stituierenden Beziehung zu einem detaillierten Beweis steht, als sie sich posthum (zum
Zeitpunkt ¢! von QMates2) als fruchtbare Grundlage fiir einen im Detail ausgearbeiteten
Beweis erweist.

Das Antwortverhalten von Cluster 2,2 dem ,can’t tell-Cluster von Szenario 4, ein-
heitlich im Sinne von (H3) zu interpretieren, ist unter Beriicksichtigung der sehr unter-
schiedlichen Freitextkommentare zu diesem Cluster kaum moglich. Wie in der Deutung
von Cluster 2 in Abschnitt 3.2.2 diskutiert, ldsst sich aber generell sagen, dass die Teil-
nehmer aufgrund dessen, dass sie keine explizit negative Bewertung von QMatesl und
QMates2 vorgenommen haben, zumindest das tatséchliche Verfiigen {iber eine formale
Ableitung zum jeweiligen Bezugszeitpunkt ti, nicht zu einer notwendigen Bedingung fir
eine positive Bewertung gemacht haben.

Das Antwortverhalten von Cluster 3 widerlegt (H3) zumindest nicht direkt: Zwar rei-
chen demnach, wie in Abschnitt 3.2.2 (S. 126 f.) diskutiert, die Mates zum jeweiligen Be-
zugszeitpunkt von QMatesl und QMates2 zur Verfiigung stehenden Argumente fiir MC
nicht hin, um zu wissen, dass MC. Die durch Kommentar (3.59) und (3.60) angedeutete
Begriindung fiir dieses Antwortverhalten, dass ein Mates aktuell zur Verfiigung stehender
formal ausgearbeiteter Beweis eine notwendige Bedingung dafiir ist, zu wissen, dass MC,
ist jedoch nicht zwingend. Eine plausible Alternative fiir Cluster 3 bietet eine Interpre-
tation dieses Antwortverhaltens in Anlehnung an die in Abschnitt 3.2.2 vorgeschlagene
Deutung von Cluster 4:27 Fiir eine positive Wissenszuschreibung muss dem epistemi-
schen Subjekt ein in einem geeigneten Sinne formalisierbarer Beweis aktuell kognitiv zur

Verfiigung stehen, es muss aber nicht {iber einen tatséchlich formal ausgearbeiteten Be-

2T4vgl. S. 124 f.
25ygl. S. 127 f.
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weis verfiigen. Mates’ Einzelresultate bzw. die Gesamtbeweisskizze stellen jedoch keine
im entsprechenden Sinne formalisierbaren Beweise fiir MC dar, weshalb QMatesl und
QMates?2 negativ beantwortet werden.

Das Antwortverhalten von Cluster 4 lasst sich in Bezug auf (H3) entsprechend wie folgt
interpretieren: Die Antwort ,can’t tell“ auf QMatesl legt nahe, dass diese Teilnehmer den
aktuellen kognitiven Zugang zu einem formal ausgearbeiteten Beweis durch das episte-
mische Subjekt nicht als notwendige Bedingung dafiir ansehen, zu wissen, dass MC. Aus
ihrer Sicht lagen bei der Beantwortung von QMatesl jedoch noch nicht genug Informatio-
nen vor, um beurteilen zu konnen, ob Mates vermittels seiner Einzelresultate stattdessen
iiber einen in einem fiir das Vorliegen von Wissen geeigneten Sinne formalisierbaren
Beweis fiir MC verfiigt. Bei der Beurteilung von QMates2 lagen dagegen hinreichende
Informationen dafiir vor: Da Mates seine Gesamtbeweisskizze nicht mehr selbst vollstan-
dig ausfithren kann, verfiigt er zu t;, von QMates2 nicht {iber einen in einem geeigneten
Sinne formalisierbaren Beweis fiir MC und weifs entsprechend auch nicht, dass MC.

An (H3) werde ich aufgrund der vorangegangenen Uberlegungen zunichst festhalten.
Hier ist im Hinblick auf die Frage nach einer sozio-empirisch informierten Lesart von
(FKE) genauer zu untersuchen, ob und wie der Parameter ,formalisierbar geeignet im
Sinne von ,durch X selbst formal ausarbeitbar spezifiziert werden kann, um eine phi-
losophisch befriedigende und genauere Analyse des Antwortverhaltens zu Szenario 4 zu
erreichen. Eine entsprechende Analyse sollte auch klaren, welche Rolle kontextuelle Fak-
toren wie die spezifischen mathematischen Fahigkeiten von X fiir eine solche Spezifikation

spielen.?76

3.4 Vier Ausgangsfragen fiir die Interviewstudie

In diesem Abschnitt sollen die offenen Fragen, die sich aus der gerade diskutierten vorlau-
figen Interpretation der empirischen Umfrageergebnisse ergeben haben und deren Wei-
terverfolgung fiir einen detaillierteren Vergleich mit den philosophischen Analyseergeb-
nissen aus Kapitel 2 im Sinne des Programms DSP?7" relevant ist, zu vier theoretischen
Ausgangsfragen (Schritt 1) fiir die in Kapitel 4 vorgestellte Vertiefungsstudie (Schritt 2)
gebiindelt werden. Der Formulierung jeder der vier Ausgangsfragen geht dabei eine kurze
Motivation auf der Grundlage der konkreten empirischen Umfrageergebnisse voraus. Im
Anschluss an die genaue Formulierung folgt jeweils eine Erlduterung zur interpretatori-

schen Bedeutung der entsprechenden Frage vor dem Hintergrund erkenntnistheoretischer

276ygl. die Ausgangsfragen 3 und 4 in den Abschnitten 3.4.3 und 3.4.4.
277Vgl. Abschnitt 1.3.3.

137



Begrifflichkeiten, insbesondere hinsichtlich der Einbindung der empirischen Ergebnisse in
DSP (Schritt 3).

Eine allgemeine philosophische Motivation, die alle vier der nachfolgend formulierten
Ausgangsfragen betrifft, besteht in der in Abschnitt 3.3.1 aufgezeigten Spannung zwi-
schen den Interpretationen der empirischen Resultate aus Fragebogenteil IT und III, also
der Deutung der abstrakten Vorstellungen praktizierender Mathematiker von mathema-
tischem Wissen und mathematischen Beweisen sowie der Deutung des praktischen Ge-
brauchs epistemischer Zuschreibungen in der mathematischen Praxis. In Abschnitt 3.1.4
habe ich vorgreifend eine soziologische Erklarung dieser Spannung vor dem Hintergrund
eines kurzen Exkurses in die Theorie der empirischen Sozialforschung gegeben.?™ Die-
se liefert jedoch noch keine philosophisch zufriedenstellende Analyse. Wie am Ende von
Abschnitt 3.3.1 gefordert, dienen die vier Ausgangsfragen daher unter anderem dazu, das
Verhéltnis zwischen stark normativen Auffassungen?” des mathematischen Wissens und
des mathematischen Beweises, die den abstrakten Einstellungen praktizierender Mathe-
matiker entsprechen mogen, und davon verschiedenen Bedingungen fiir konkrete episte-

mische Zuschreibungen in der mathematischen Praxis genauer zu bestimmen.

3.4.1 Zu Ausgangsfrage 1: Wissen, Uberzeugung und Rechtfertigung

Eine Reihe von Freitextkommentaren zu Cluster 1 und 2 zu Szenario 1 deuten an, dass die
Befragten bewusst nicht Wissen im starken Sinne der traditionellen philosophischen Kon-

280 pder im Sinne des normativen Konzepts objektiver mathematischer Gewikheit,

zeption
welches die Umfrageergebnisse aus Fragebogenteil II nahelegen, sondern bestimmte Arten
des Uberzeugtseins zu- oder abgeschrieben haben. Diese Teilnehmer haben im Verlauf
des Fragebogens die zu beurteilenden Zuschreibungen der Form: X knows that p is true,

im Sinne von

X is reasonably sure that p is true (Kommentar (3.20)),

2" Demnach vertreten die Befragten einerseits Auffassungen von mathematischem Wissen als absoluter
Gewissheit und mathematischen Beweisen als korrekten formallogischen Ableitungen aus grundlegenden
mathematischen Axiomen, die auch aufserhalb der wissenschaftlichen Mathematik weit verbreitet sind.
Als Kriterien fiir tatséchliche epistemische Zuschreibungen verwenden sie die Ausdriicke ,,Wissen“ und
~Beweis“ jedoch nicht einheitlich im Sinne dieser normativ-idealen Begriffe, sondern haufig in einem viel
schwiéicheren Sinne. Ein Teil der Stichprobenteilnehmer hat diese Abschwéchung nicht explizit verbali-
siert, etwa durch die Verwendung von Ausdriicken wie ,glauben®, ,gerechtfertigt sein“ oder ,sicher sein*
statt ,wissen”. Eine mogliche Erklarung dafiir ist die folgende: Den betroffenen Befragten war bewusst,
dass eine explizit schwéchere Lesart der Begriffe ,mathematisches Wissen* und ,,mathematischer Beweis*
als die klassische, normativ-ideale der herrschenden Auffassung von Mathematik als epistemischem Son-
derfall zuwiderlauft. Sie gaben daher ,sozial erwiinschte Antworten auf die abstrakten Einstellungsfragen
aus Fragebogenteil 11, auch wenn diese nicht der Realitdt der mathematischen Praxis entsprechen.

219vgl. S. 129.

280y/g]. Kapitel 2 Abschnitt 2.3.1.
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X considers the given proof of p to be correct (Kommentar (3.22)),

X is convinced that p is true by the claimed proof (Kommentar (3.24)),
X believes/claims to know that p is true (Kommentar (3.30)), oder

X s certain that the proof of p is correct (Kommentar (3.23)),

interpretiert. Dabei ldsst sich die erste Formulierung aus erkenntnistheoretischer Sicht
im Sinne von gerechtfertigtem Uberzeugtsein, die iibrigen vier eher im Sinne von bloRem
Uberzeugtsein lesen. Anderen Kommentaren wie (3.28) und (3.29) zum ,can’t tell-Profil
(unter Cluster 2 zusammengefasst) zufolge hétten derartige, aus philosophischer Sicht ab-
geschwéchte Lesarten des Ausdrucks ,know* eine positive oder negative Beurteilung der
Wissenszuschreibungen in den Szenarien erst moglich gemacht. In diesem Sprachgebrauch
liegt, wie in Abschnitt 3.3.1 (S. 129) diskutiert wurde, auch eine erkenntnistheoretisch
tragbare Erklérung fiir die dort angesprochene, unter einer dem Standarddeutungsrah-
men geméafen Deutung des Antwortverhaltens von Cluster 1 zu Szenario 1 verletzte Fakti-
vitdtsbedingung fiir Wissen, denn Uberzeugungen und auch epistemische Rechtfertigung
werden im Allgemeinen gerade als nicht faktiv, sondern als prinzipiell fallibel angesehen.
Wie in Abschnitt 3.3.2 (S. 130 f.) diskutiert, kénnen Cluster 1 und 2 von Szenario 1, je
nachdem, aus welchen Griinden dieser Sprachgebrauch gewéhlt wurde, als Hinweis auf
eine prinzipiell fallible Rechtfertigung durch Beweise in der mathematischen Praxis oder
auch als Hinweis auf eine prinzipielle Kontextabhéngigkeit von Rechtfertigungsstandards
aufgefasst werden. Die erste Ausgangsfrage lautet auf Grundlage dieser Uberlegungen

wie folgt:

Ausgangsfrage 1

Interpretieren die Teilnehmer in den abgefragten Wissenszuschreibungen den
Ausdruck ,know“ systematisch im erkenntnistheoretischen Sinne von Uber-
zeugtsein oder gerechtfertigtem Uberzeugtsein, und wenn ja, was sind die
Griinde fiir diesen speziellen Sprachgebrauch? Deuten diese Griinde gege-
benenfalls auf eine prinzipielle Fallibilitdt rechtfertigender mathematischer
Beweise und eine prinzipielle Kontextabhéngigkeit epistemischer Standards
in der mathematischen Praxis hin, oder gibt es dort (auch) einen ausgezeich-
neten, kontextunabhéngigen Standard fiir infallible Rechtfertigung durch Be-

weise?
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Diese Fragestellung ist von besonderer Bedeutung fiir eine vertiefende erkenntnistheore-
tische Interpretation der Clusterergebnisse, weshalb ich hier zur Erlduterung ein wenig

weiter aushole:

Zunéchst ist zu kléren, ob es sich im Falle einer aus erkenntnistheoretischer Sicht abge-
schwéchten Lesart des Ausdrucks ,know* bei der Bewertung der Wissenszuschreibungen
durch die Teilnehmer um ein reines Artefakt der speziellen Umfragesituation handelt,
oder ob sich daraus Schliisse iiber die generelle Funktionsweise von epistemischen Zu-
schreibungen in der mathematischen Praxis ziehen lassen. Wenn ein solcher Sprachge-

3

brauch von ,know* allein aufgrund dessen stattfindet, dass sich die Teilnehmer in den
jeweiligen Szenarioprotagonisten hineinversetzen und sédmtliche Fragen aus seiner Per-
spektive zum Bezugszeitpunkt der jeweiligen Frage heraus beantworten, oder er allein
dadurch begriindet ist, dass die Teilnehmer dem Szenariogeschehen von vornherein mit
einer gewissen Skepsis begegnen, die eine Beantwortung der Fragen unter einer anderen
Lesart von ,know" erschwert, so handelt es sich um ein Artefakt der speziellen Umfragesi-
tuation. Riickschliisse auf die generelle Funktionsweise von epistemischen Zuschreibungen

in der mathematischen Praxis sind dann kaum moglich.

Gibt es aber andere plausible, systematische Griinde, so kénnen die empirischen Er-
gebnisse von Stichprobenteilnehmern aus den betroffenen Clustern fiir die Analyse des
Rechtfertigungsbegriffs der mathematischen Praxis, und somit der tatsdchlichen Anwen-
dungsbedingungen fiir ein (FKE) als Kriterium fiir epistemische Rechtfertigung, prinzipi-
ell herangezogen werden. Bestimmte Riickschliisse auf Rechtfertigungsstandards, wie im
Fall von Cluster 1 und 2 zu Szenario 1 auf die erlaubte Fallibilitdt von rechtfertigenden
mathematischen Beweisen, lassen sich aber nur ziehen, wenn der Ausdruck ,know* durch
den Antwortenden wenigstens im Sinne von ,gerechtfertigt iiberzeugt sein, dass“ und
nicht nur im Sinne von ,jiberzeugt sein, dass” interpretiert worden ist. In letzterem Fall
wiirde durch die Beantwortung der Frage ,,Does X know that p is true?“ bezogen auf eine
bestimmte Situation lediglich bewertet, ob die Umsténde derart beschaffen sind, dass sie
beim epistemischen Subjekt einen iiberzeugungsbildenden Prozess in Gang setzen, der
bewirkt, dass X glaubt, dass p wahr ist. Spéater bekannt werdende, fiir den Status des ge-
rechtfertigten Uberzeugtseins relevante Aspekte, zu denen das epistemische Subjekt in der
bewerteten Situation aber keinen Zugang hat, konnen diesen Prozess nicht riickwirkend
aufhalten. Demnach wire hier der in der Deutung von Cluster 1 und 2 vorgeschlage-
ne Schluss von dem spezifischen Antwortverhalten auf Relevanz des Gegenbeispiels als

ibertrumpfendem Anfechtungsgrund nicht mehr zwingend.?8!

281Gtatt der Erklirung:

140



Eine moglicherweise iiber die Zeitrelativitdt und Fallibilitdt von Rechtfertigung durch
mathematische Beweise hinausgehende, prinzipielle Kontextabhéngigkeit der epistemi-
schen Standards in der mathematischen Praxis wiirde dabei die bereits in Kapitel 2
aufgestellte und analytisch begriindete These weiter empirisch stiitzen, dass eine nai-
ve internalistisch-invariantistische philosophische Theorie?®? epistemisch gerechtfertigter
mathematischer Uberzeugungen nicht dem in der mathematischen Praxis im Rahmen
von epistemischen Zuschreibungen verwendeten Konzept mathematischer Rechtfertigung
entspricht:2®3 Demnach wire zumindest der Rechtfertigungsbegriff entsprechend kontext-

sensitiv, etwa im Sinne einer semantisch-kontextualistischen Analyse, zu konzipieren.

3.4.2 Zu Ausgangsfrage 2: Wissen-dass und Wissen-warum

Die in einigen Freitextkommentaren zu Szenario 3 verwendete Unterscheidung von ,,Wis-

284 Jass es sich bei beweisbasiertem

sen-dass” und ,Wissen-warum‘ deutet darauf hin,
mathematischen Wissen, welches also aufgrund eines dem epistemischen Subjekt zugéng-
lichen Beweises besteht, nicht nur um ein Wissen-dass, sondern in den meisten Féllen der
mathematischen Forschungspraxis auch notwendigerweise um ein Wissen-warum handeln
konnte. Einige dieser Kommentare weisen zudem Wissen-warum vor Wissen-dass als das
eigentliche Ziel tatsachlicher mathematischer Forschung aus.

Die Frage nach der Bestatigung und Prézisierung der Vermutung, dass Wissen-warum
einerseits eine notwendige Bedingung fiir beweisbasiertes mathematisches Wissen-dass
bildet, und andererseits auch ein eigenstandiges, iiber Wissen-dass hinausgehendes Er-
kenntnisziel darstellt, stellt die zweite konkrete Ausgangsfrage fiir die Interviewstudie
dar. GemiR den Uberlegungen zu (H2) liefern dabei die im Rahmen von (FKE,) disku-
tierten philosophischen Konzepte mathematischer Fihigkeiten und Professionsstufen?®?

einen theoretisch-begrifflichen Hintergrund, um die Rede von ,Wissen-warum im Zu-

QJones8 konnte trotz einer positiven Antwort auf QJones7 wie QJonesb positiv beantwortet
werden, weil John der {ibertrumpfende Anfechtungsgrund in Form des (vermeintlichen)
Gegenbeispiels zum Bezugszeitpunkt ti, von QJones8 noch nicht bekannt war und sein zu
diesem Zeitpunkt vorliegender Beweis fiir JC seine Uberzeugung, dass JC, rechtfertigen
kann, obwohl er vermutlich nicht korrekt ist,

misste es in diesem Fall ndmlich heiften:

QJones8 musste unabhingig von der Antwort auf QJones7 positiv beantwortet werden,
weil QJonesb positiv beantwortet wurde.

282y/g]. Abschnitt 2.2.

283Vgl. Abschnitt 2.3.1.

284y7g]. die Interpretation der Clusterergebnisse in Bezug auf (H2), S. 133 f.
285ygl. S. 61.
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sammenhang mit epistemischen Zuschreibungen und beweisbasiertem mathematischem

Wissen anhand vertiefender empirischer Ergebnisse genauer zu analysieren:2%

Ausgangsfrage 2

Welche Rolle spielt eine Unterscheidung eines reinen ,Wissen-dass* und ei-
nes ,Wissen-warum® in Bezug auf die Erkenntnisziele mathematischer For-
schungspraxis, und schliagt sich dies gegebenenfalls in der Relevanz mathe-
matischer Fahigkeiten des epistemischen Subjekts fiir die Bewertung episte-

mischer Zuschreibungen nieder?

Die Bedeutung dieser Frage wird besonders im Hinblick auf den Analysegegenstand der
urspringlichen Forschungsfrage der vorliegenden Arbeit ersichtlich: Eine philosophisch
befriedigende Antwort darauf soll kléren, ob eine geeignete Spezifikation der hier aus den
Kommentaren der Umfrageteilnehmer ad hoc iibernommenen Sprechweise von mathe-
matischem Wissen-warum vs. Wissen-dass relevant fiir eine sozio-empirisch informierte
Konzeption von mathematischem Wissen und epistemischer Rechtfertigung in erkennt-
nistheoretischem Sinne ist. Damit ist gegebenenfalls eine Begriindung fiir die Einbindung
epistemisch relevanter mathematischer Fahigkeiten und Professionsstufen des epistemi-
schen Subjekts in die Formulierung einer sozio-empirisch informierten Lesart von (FKE)
verbunden, die aufgrund der Tatsache, dass (FKE) ein Kriterium fiir propositionales

Wissen und epistemische Rechtfertigung darstellt, nicht selbstverstdndlich ist.

3.4.3 Zu Ausgangsfrage 3: Formale Beweise und Formalisierbarkeit

Ich habe in der Umfragestudie nicht explizit untersucht, was praktizierende Mathemati-
ker selbst unter einem formalisierbaren mathematischen Beweis verstehen, ob eine stabile
Sprechweise von ,formalisierbar in der mathematischen Praxis tiberhaupt existiert, und
wie Mathematiker gegebenenfalls die Relevanz formalisierbarer Beweise fiir epistemische
Zuschreibungen bewerten. Vor dem Hintergrund der in Abschnitt 3.3 vorgeschlagenen
Interpretation der Umfrageergebnisse, nach der die in Fragebogenteil II geduferten De-
finitionsvorschlage fiir ,mathematischer Beweis“ in weiten Teilen mit dem normativen
Ideal®®” einer korrekten formallogischen Ableitung aus grundlegenden mathematischen
Axiomen iibereinstimmen, positive Wissenszuschreibungen in Teil III aber auch aufgrund

informeller, im Detail nicht korrekter oder blof skizzenhafter Beweise getétigt wurden,

286In der Formulierung von Ausgangsfrage 2 wird ,Wissen-dass* und ,Wissen-warum“ aber noch als
aus den Freitextkommentaren der Umfrageteilnehmer ad hoc ibernommene Sprechweise verwendet, vgl.
Fufinote 267.

287ygl. Abschnitt 3.3.1, S. 129.
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flihrt dieser Fragenkomplex nun zur dritten theoretischen Ausgangsfrage fiir die vertie-

fende Interviewstudie:

Ausgangsfrage 3

Was verstehen praktizierende Mathematiker unter formalen und formalisier-
baren Beweisen, und wie bewerten sie deren Relevanz in Bezug auf epistemi-

sche Zuschreibungen in der mathematischen Praxis?

288 sowie die Uberlegungen

Die Interpretation der Clusterergebnisse in Bezug auf (H3)
zur Unterscheidung von Wissen-dass und Wissen-warum, die zu Ausgangsfrage 2 ge-
fiihrt haben, deuten an, dass gerade ein geeignet spezifizierter Formalisierbarkeitsbegriff
eine philosophisch aufschlussreiche theoretische Verbindung zwischen der Deutung der
Umfrageergebnisse zum Gebrauch epistemischer Zuschreibungen und der Deutung der
Definitionsvorschlége zum abstrakten Beweisbegriff schaffen konnte.

Die Antwort auf Ausgangsfrage 3 sollte idealerweise konkretere Ansétze dafiir liefern,
wie im Rahmen einer empirisch informierten philosophischen Analyse der epistemischen
Relevanz von Formalisierbarkeit ein Formalisierbarkeitsbegriff fiir mathematische Bewei-
se spezifiziert werden kann, als dies bisher aufgrund der Umfrageergebnisse moglich ist.
Einerseits sollte ein solcher Formalisierbarkeitsbegriff die Akzeptanzkriterien fiir Beweise,
die die Grundlage positiver Bewertungen von Wissenszuschreibungen bilden, addquat ab-
bilden. Andererseits sollte auch das Verhéltnis zwischen in diesem Sinne formalisierbaren
mathematischen Beweisen und solchen, die abstrakt-normativen Auffassungen praktizie-

render Mathematiker von mathematischen Beweisen entsprechen, deutlich werden.

3.4.4 Zu Ausgangsfrage 4: Formalisierbarer Beweis und akzeptabler Beweis

In den Freitextkommentaren der Umfragesstudie wird der Ausdruck ,formalisierbar* tat-
séchlich nicht verwendet. Dies legt aufgrund der Erfahrungen aus Fragebogenteil II der
Umfragestudie die Vermutung nahe, dass eine empirische Untersuchung zum Begriff des
formalisierbaren mathematischen Beweises gegebenenfalls gewisse abstrakte, normative
Auffassungen abbilden mag, aber nicht die tatsdchlichen Akzeptanzkriterien fiir Beweise,
die positiven epistemischen Zuschreibungen zugrunde liegen, erfassen wird. Ergidnzend zu
Ausgangsfrage 3 bezieht sich Ausgangsfrage 4 daher auf die fiir epistemische Zuschrei-
bungen relevanten Charakteristika akzeptabler mathematischer Beweise. Dabei geht es
insbesondere um Unterschiede zu formalen, zu geméfs den in Kapitel 2 diskutierten Les-

arten von (FKE) formalisierbaren und gegebenenfalls auch zu geméf den Ergebnissen

288ygl. S. 135.
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zu Ausgangsfrage 3 formalisierbaren Beweisen. Erste relevante Charakteristika wéren
gemif der vorliufigen Interpretation der Umfrageergebnisse in Bezug auf (H1)2%? Fal-
libilitdt und Kontextabhéngigkeit der Standards fiir akzeptable Beweise. Ich frage hier
insbesondere nach der spezifischen Rolle einzelner, von den Teilnehmern der Umfragestu-
die benannter kontextueller Faktoren wie Zeitrahmen, Komplexitit des Beweises, Gro-
e der bereichsspezifischen mathematischen community, mathematische Relevanz der in
Frage stehenden mathematischen Aussage p, mathematisches Themengebiet von p und

Arbeitsgewohnheiten des epistemischen Subjektes:2%

Ausgangsfrage 4

Was sind die fiir epistemische Zuschreibungen relevanten Charakteristika ak-
zeptabler informeller Beweise, und welche Rolle spielen dabei spezifische kon-

textuelle Faktoren?

Wihrend in Ausgangsfrage 1 nach Griinden fiir eine moglicherweise vorliegende prinzi-
pielle Fallibilitdt mathematischer Beweise und prinzipielle Kontextabhéngigkeit episte-
mischer Standards der mathematischen Praxis gefragt wird, geht es hier also vor allem
um die Rolle spezieller kontextueller Faktoren, die flir die Bewertung von epistemischen
Zuschreibungen aufgrund eines vom epistemischen Subjekt erbrachten Beweises bertick-

sichtigt werden.

Die genauere Beantwortung dieser vier Ausgangsfragen auf Grundlage der Ergebnisse der
im nachfolgenden Kapitel 4 vorgestellten Interviewstudie soll zu einem préziseren Ver-
stdndnis der Kriterien fiir Zuschreibungen beweisbasierten Wissens und beweisbasierter
Rechtfertigung in der mathematischen Praxis fithren. Dieses wird die Basis fiir den in Ka-
pitel 5 angestellten Vergleich der empirischen Ergebnisse mit den Lesarten (FKE;) bis
(FKE7) aus Kapitel 2 und die darauthin vorgeschlagenen sozio-empirisch informierten
Lesarten von (FKE) darstellen.

289vgl. S. 130 f.
290yl S. 132.
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4 Eine Interviewstudie zur Verwendung
epistemischer Begriffe in der
mathematischen Praxis

In diesem Kapitel stelle ich eine qualitative Interviewstudie zum Wissens- und Beweisbe-
griff der mathematischen Praxis vor. Diese Studie wurde als Vertiefungsstudie vor dem
Hintergrund der vier in Kapitel 3 Abschnitt 3.4 formulierten Ausgangsfragen konzipiert.
Ihre Ergebnisse dienen also unter anderem dazu, die in Abschnitt 3.3 vorgeschlagene
Interpretation der Umfrageergebnisse zu priifen und gegebenenfalls weiter zu vertiefen.
Das Kapitel ist wie folgt strukturiert: Analog zu Kapitel 3 beschreibe und diskutiere
ich im erster Abschnitt 4.1 Methode und Forschungsdesign der Interviestudie, d.h. das
Erhebungsverfahren, das Auswertungsverfahren, den Aufbau des Interviewleitfadens und
die Auswahl der Interviewpartner. Im zweiten Abschnitt 4.2 analysiere und interpretiere
ich ausgewéhlte Interviewsequenzen. Diese Analyse orientiert sich insofern systematisch
an den vier theoretischen Ausgangsfragen aus Abschnitt 3.4 (die in den Interviews nicht
explizit gestellt wurden, vgl. Abschnitt 4.1.2), als jeweils fiir eine Ausgangsfrage beson-
ders relevanten Zitate zusammengestellt und in diesem Zusammenhang auch interper-
tiert werden. Dabei greifen Darstellung, philosophische Analyse und Interpretation der
empirischen Ergebnisse stark ineinander (vgl. Abschnitt 4.1.4). Im dritten und letzten
Abschnitt 4.3 des Kapitels schlage ich als Ergebnis der philosophischen Analyse der em-
pirischen Ergebnisse aus Umfrage- und Interviewstudie eine abstrakte Charakterisierung
beweisbasierter epistemischer Zuschreibungen in der mathematischen Praxis anhand ei-
ner Reihe von Einzelaspekten vor. Diese Aspekte dienen in Kapitel 5 als Grundlage fiir
einen Vergleich mit den analytisch diskutierten Lesarten (FKE;) bis (FKE7) aus Ka-
pitel 2 und den anschliefend dargestellten Entwurf zweier sozio-empirisch informierter
Lesarten von (FKE).
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4.1 Methode und Forschungsdesign

4.1.1 Erhebungs- und Aufbereitungsverfahren

Die von mir durchgefiihrte Interviewstudie lésst sich in Bezug auf das verwendete Er-
hebungsverfahren als problemzentrierte Interviewstudie beschreiben. Dabei handelt es
sich um ein Erhebungsverfahren der qualitativen Sozialforschung in Form einer ,offenen,

143

halbstrukturierten Befragung®,??! das wie folgt genauer charakterisiert wird:

»,Das Interview lasst den Befragten moglichst frei zu Wort kommen, um einem
offenen Gespréich nahe zu kommen. Es ist aber zentriert auf eine bestimmte
Problemstellung, die der Interviewer einfiihrt, auf die er immer wieder zuriick-
kommt. Die Problemstellung wurde vom Interviewer bereits vorher analysiert;
er hat bestimmte Aspekte erarbeitet, die in einem Interviewleitfaden zusam-

mengestellt sind und im Gesprichsverlauf von ihm angesprochen werden.“292

Trotz der offenen Interviewsituation, die dem Interviewpartner die Moglichkeit zur freien
Antwort ohne Antwortvorgaben sichert, was wiederum Grundlage fiir eine qualitative
Analyse der Interviewergebnisse ist, ermoglicht die Verwendung eines Interviewleitfadens
dabei eine gewisse Standardisierung, um die Vergleichbarkeit der verschiedenen Inter-
views zu sichern. Durch die Einbettung in das iterative Drei-Schritte-Programm DSP
miissen meine empirischen Studien natiirlicherweise stark theoriegeleitet durchgefiihrt
werden.??3 Eine problemzentrierte Interviewstudie mit strukturierten Leitfadeninterviews
bieten sich daher als theoriegeleitetes qualitatives Erhebungsverfahren besonders an, da
das problemzentrierte Interview ,keinen rein explorativen Charakter hat, sondern die
Aspekte der vorrangigen Problemanalyse in das Interview Eingang finden“.2%4

Die Interviews wurden mithilfe einer geeigneten Audiosoftware aufgezeichnet, iiber
relevante non-verbale Auferungen der Interviewpartner wie Gestik und Mimik habe ich
wahrend der Interviews teilweise Protokoll gefithrt (in den Transkiptionen in eckigen
Klammern notiert). Vor dem Start der eigentlichen Interviewserie wurde der Leitfaden
in drei Probeinterviews getestet.?%

Die Aufbereitung der Interviews erfolgte in einem ersten Schritt durch wortliche Tran-
skription ausgewahlter Interviewabschnitte (vgl. zur Auswahl der transkribierten Inter-

viewsequenzen die nachfolgenden Abschnitte 4.1.2 und 4.1.4) unter Verwendung der Stan-

21 Mayring [92, S. 67].

2926hd.

293Vgl. Abschnitt 1.3.3, S. 20 ff.

294192, 3. 70].

295Die Probeinterviews habe ich mit Doktorandinnen und Doktoranden der Mathematik und mathe-
matischen Physik aus Mainz und Kéln durchgefiihrt.
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dardorthographie des Englischen; die Transkriptionen sind im Anhang dieser Arbeit zu
finden. Stellen, die in der Audioaufzeichnung nicht deutlich zu verstehen waren, habe ich
in den Transkriptionen durch ,(undeutlich)“ gekennzeichnet und, falls moglich, sinngeméf
in eckigen Klammern ergidnzt. Von den Interviewpartnern verwendete Eigennamen wur-
den durch geeignete anonyme Ausdriicke in eckigen Klammern ersetzt. Einzelne Stellen,
die eventuelle Riickschliisse auf die Identitét der interviewten Person zulieffen, wurden in
der Transkription ausgelassen oder geeignet sinngeméf abgewandelt, um die Anonymitét
zu gewéahrleisten. Solche Auslassungen oder Abwandlungen sind dort durch eckige Klam-
mern und den Zusatz ,(anonymisiert)* gekennzeichnet. Besonders betont gesprochene

Stellen oder Worte wurden in der Transkription durch Kursivsatz hervorgehoben.

Eine Riickabstimmung mit den jeweiligen Interviewpartnern und eine anschliefende
Uberarbeitung der zur Interpretation ausgewihlten Zitate wurden im Rahmen dieser
Arbeit nicht durchgefiihrt. Die in der folgenden Analyse verwendeten Zitate aus den
Interviews wurden in einem zweiten Aufbereitungsschritt lediglich ins normale Schrif-
tenglisch tibertragen und dabei in Bezug auf Flexion, Satzbau oder Vokabular teilweise
korrigiert, um eine bessere Lesbarkeit zu gewéhrleisten. Weiterhin wurden, wiederum in
eckigen Klammern, Ergidnzungen und Ersetzungen vorgenommen, die fiir das Versténd-
nis der aus dem Gesamttext herausgeschnittenen Zitate wesentlich sind.??6 So wurden
etwa Pronomina, z.B. ;he” oder ,it“, durch das jeweilige Bezugswort, z.B. ,John“ oder
,formal proof*, ersetzt. Bereits in den Transkriptionen vorgenommene Erginzungen und

Ersetzungen wurden, ebenfalls in eckigen Klammern, iibernommen.

Die einzelnen Zitate, die durch Anfiihrungszeichen voneinander getrennt sind, behandle
ich bei der Interpretation als Sinnabschnitte. So kommt es vor, dass in der Transkripti-
on direkt aufeinanderfolgende Textstellen in zwei Zitate aufgespalten sind, wéhrend in
einem anderen Fall zwei entferntere Textstellen zu einem Zitat zusammengefiigt wur-
den; Auslassungen habe ich dabei mit ,[...|“ gekennzeichnet. Die den einzelnen Zitaten
— unter Umsténden mit einigem Abstand — jeweils vorangegangene Leitfadenfrage bzw.
Ad Hoc-Zwischenfrage ist jeweils in Klammern und hervorgehoben durch Kursivsatz mit
angegeben.??” Im Falle von einfachen Ad Hoc-Nachfragen zu einer Leitfadenfrage, die
sich im Gesprachsverlauf meinerseits zur direkten Klarung oder weiteren Ausfithrung der
Antworten der Interviewpartner ergeben haben, gebe ich jedoch nur die vorangegangene
Leitfadenfrage an. Es kommt vor, dass zu einer Leitfadenfrage mehrere Stellen aus der

Antwort des Interviewpartners zitiert werden. Werden diese Zitate unmittelbar hinter-

2961ch verweise jeweils auf die entsprechende Stelle im transkribierten Volltext in Anhang C.
297Bei starken Abweichungen vom Wortlaut des Leitfadens gebe ich den Wortlaut der im Interview
verwendeten Formulierung an.
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einander aufgefiihrt, so weise ich darauf der Lesbarkeit halber durch den Vermerk ,Weiter
zu: Frage' hin. Werden unterschiedliche Zitate aus einer Antwort jedoch in verschiedenen
Abschnitten der Analyse verwendet, wiederhole ich die zugehorige Leitfadenfrage jeweils
ohne weiteren Hinweis.?%8

Zur einfachen und systematischen Zitation wurden auferdem die Siglen Int 1 bis Int 6
fiir die sechs verschiedenen Interviews eingefiihrt. Jedem Zitat ist als Referenz die entspre-
chende Sigle sowie die Seitenzahl zu der (den) entsprechenden Stelle(n) der in Anhang C
abgedruckten Transkription beigefiigt. Im Unterschied zu Kapitel 3 wurden die einzelnen
Zitate jedoch nicht fortlaufend durchnummeriert. Dies liegt unter anderem daran, dass
eine Referenzierung auf einzelne Zitate aufgrund des speziellen Auswertungsverfahrens
ohnehin nicht systematisch, sondern nur stellenweise bei Bedarf erfolgt. Dariiber hin-
aus sollte eine Durchnummerierung nicht den falschen Eindruck entstehen lassen, dass
es sich bei den Zitaten um in &hnlichem Mafe voneinander unabhingige Kommenta-
re handelt, wie dies bei den Freitextkommentaren aus der Umfragestudie der Fall ist:
Auf der ersten Interpretationsebene wird im Folgenden jeweils eine thematische Auswahl
von Zitaten aus nur einem Interview analysiert. Die einzelnen Zitate bilden dabei zwar
gewisse Sinnabschnitte, sie sind aber dennoch inhaltlich aufeinander bezogen, und die
thematischen Grenzen sind selten scharf; sie konnen daher meist nicht als eigenstdndige

Interpretationseinheiten angesehen werden.

4.1.2 Aufbau des Interviewleitfadens

Die Interviews starteten mit einem geschlossenen Fragenteil, in dem die vier in der voran-
gegangenen Umfragestudie verwendeten Szenarien durchgespielt wurden. Die Interview-
partner beantworteten dabei dieselben Fragen wie die Teilnehmer der Umfragestudie,
auch das Szenariogeschehen wurde ihnen in gleicher Weise sequentiell erzihlt.?%? Die-
ser Teil diente der Einordnung der Interviewpartner in Bezug auf die in Abschnitt 3.2.2
vorgestellten Cluster der Umfragestudie. Die Moglichkeit zu freien Kommentaren wurde
den Interviewpartnern, anders als in der Umfragestudie, erst nach Abschluss aller vier
Szenarien eingerdaumt und gehorte bereits zum nachfolgenden offenen Interviewteil.

Der offene Interviewteil wurde durch einen dreigliedrigen Leitfaden strukturiert. Dieser
Leitfaden orientierte sich thematisch an den in Kapitel 3 erarbeiteten vier theoretischen

Ausgangsfragen fiir die Interviewstudie, ohne dass diese selbst explizit gestellt wurden:3%°

29%8Dje Einbettung des jeweiligen Zitats in die gesamte Antwort auf die vorangegangene Leitfadenfrage
kann dann bei Bedarf in Anhang C nachgelesen werden.

299Dje Interviewpartner konnten im Unterschied zu den Umfrageteilnehmern jedoch nicht unbemerkt
zuriickblattern®.

300y/g]l. Abschnitt 3.4.
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Der erste Teil enthielt Sondierungsfragen, um in das jeweilige Thema einzufiithren und
herauszufinden, welche subjektive Bedeutung das Thema fiir die interviewte Person be-
sitzt. Der zweite Teil enthielt die allgemeinen Leitfadenfragen zu wesentlichen themati-
schen Aspekte, die in den Interviews angesprochen werden sollten. Sowohl Sondierungs-
als auch Leitfadenfragen wiederholten sich in jedem Interview mehr oder weniger im
gleichen Wortlaut. Je nach Gesprachsverlauf wurden die Fragen in unterschiedlicher Rei-
henfolge gestellt; in der Regel wurde jedoch keine Frage ausgelassen. Die Standardisierung
der Fragen im allgemeinen Leitfaden sicherte wie schon erwahnt die Vergleichbarkeit der
Ergebnisse. Dazu gehorte auch ein Grundstock an vorformulierten Ad Hoc-Fragen, die
optional einsetzbar waren, wenn bestimmte Themenbereiche, zu denen der allgemeine
Leitfaden hinfiihren sollte, vom Interviewpartner selbst dennoch ganz ausgelassen wur-
den, oder wenn Themen, die nicht im Leitfaden sondern vom Interviewpartner selbst
angesprochen wurden, mehr Strukturierung erfahren sollten. Dariiber hinaus gab es in
einem dritten Leitfadenteil einige personenspezifische Fragen zu speziellen Aspekten, die
aufgrund der Auswahl der jeweiligen Interviewpartner interessant waren. Diese Fragen
waren ebenfalls vom Interviewer optional einsetzbar, falls der Interviewpartner selbst
die entsprechenden Punkte ganz auslief.?°! Im Folgenden diskutiere ich die einzelnen
Fragen aus dem ersten und zweiten Leitfadenteil und ihren Bezug zu den theoretischen
Ausgangsfragen der Interviewstudie genauer.

Der erste Teil des Interviewleitfadens enthielt sechs Sondierungsfragen und drei Ad

Hoc-Fragen. Die ersten beiden Sondierungsfragen
e Do you have any comments on the scenarios?

e Did you ever experience a similar scenario?

2,302 da die Bemer-

dienten einer Annéherung an die Themen von Ausgangsfrage 1 und
kungen der Umfrageteilnehmer zu ihrer Lesart des Ausdrucks ,know* in ,Does X (at t)
know that p is true? sowie die Redeweise von ,knowing that und ,knowing why* gerade
in den Freitextkommentaren zu den vier Szenarien vorkamen. Die iibrigen vier Sondie-
rungsfragen (und auch die drei Ad Hoc-Fragen) sprechen zwei fiir die Ausgangsfragen 3
und 4 relevante Themen an,3%? die Bedeutung der Ausdriicke ,formaler Beweis* und ,for-
malisierbarer Beweis* und das Verhéltnisses zwischen formalisierbaren und akzeptierten

Beweisen in der mathematischen Praxis:

301Dje Ergebnisse aus den Interviews sind anonymisiert; dennoch werde ich, sofern notwendig, an den
entprechenden Stellen auf fiir die Analyse relevante personenspezifische Aspekte — wie etwa das spezielle
Fachgebiet oder Besonderheiten zum Werdegang — hinweisen. Vgl. auch den folgenden Abschnitt 4.1.3.

302y/g]. fiir die genaue Formulierung der Ausgangsfragen S. 139 und 142.

303ygl. fiir die genaue Formulierung der Ausgangsfragen S. 143 und 144.
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Is formal proving important in any of these scenarios?

What is a formal proof or a formal derivation—what does it mean to you?

What would you call a formalizable proof?

Would you say that most or even all mathematical proofs are formalizable?

Ad Hoc-Fragen dazu:
— Would you call non-formalizable proofs still rigorous?
— Do you know any examples of proofs that are not formalizable?

— What do you think about the proof of the classification of finite simple groups

in this context?

Der zweite Teil des Interviewleitfadens befasste sich einerseits mit dem Antwortverhal-
ten des jeweiligen Interviewpartners in Bezug auf die zu Beginn des Interviews abgefrag-
ten Umfrageszenarien. Andererseits sollten die Interviewpartner einzelne Ergebnisse aus
der Umfragestudie, die die vier theoretischen Ausgangsfragen fiir die Interviewstudie in
besonderem Mafse motiviert haben, kommentieren. Ich werde mich in meiner Analyse auf
Interviewzitate zu den Leitfadenfragen beschrinken, die sich auf Szenario 1 beziehen;3%4
entsprechend stelle ich hier nur die Leitfadenfragen zu Szenario 1 vor.

Die Einstiegsfragen zu den einzelnen Szenario-Besprechungen zielten jeweils auf ab-
straktere, allgemeinere Fragestellungen im Zusammenhang mit den konkret geschilderten
Situationen. Im Falle von Szenario 1 ging es um institutionalisierte, prinzipiell fallible Be-
wertungsmechanismen der wissenschaftlichen mathematischen Praxis, die im konkreten
Fall iiber die Akzeptanz oder Zuriickweisung eines Beweises entscheiden, wie z.B. der
Begutachtungsprozess bei Zeitschriftenartikeln. Ein weiteres Thema des Szenarios waren

die Rolle von Gegenbeispielen fiir die Begriindung mathematischen Wissens:

e A more abstract issue behind scenario 1 is that of refereed proof and counter-
examples as warrants for mathematical knowledge. What are your comments on

this issue?

e Would your answers have changed for this scenario if the journal proof would have

been a formal derivation, maybe computer-checked instead of peer reviewed?

e Would you say that a correct proof is not necessary for knowledge (maybe because
one cannot be sure that a proof is correct, and refereed proof is the best one can
get)?

304ygl. zur Auswahl der ausgewerteten Interviewsequenzen Abschnitt 4.1.4.
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e Would you say that a counter-example is a better warrant for knowledge than a

direct proof?

Diese Fragen sind aufgrund des angesprochenen Fallibilitdtsaspekts fiir Ausgangsfrage 1
und aufgrund des Vergleichs der Begutachtung informeller Beweise mit der computer-
gestiitzten Uberpriifung formaler Beweise fiir die Ausgangsfragen 3 und 4 relevant. Die
Frage nach der Rolle von Gegenbeispielen im Unterschied zu deduktiven Beweisen ist
dagegen vor allem fiir Ausgangsfrage 2 von Bedeutung.??®

Die folgenden Fragen sind insbesondere in Bezug auf Ausgangsfrage 1 relevant. Die
ersten drei Fragen betreffen die Deutung der Szenariofragen durch die Teilnehmer der
Umfragestudie, insbesondere hinsichtlich der Perspektivwahl bei der Beantwortung.306

Die vierte Frage spricht den durch das Antwortverhalten von Cluster 1 zu Szenario 1

vermeintlich verletzten Faktivititsbegriff an:307

e A number of participants from the survey study answered in the following way:

— John knows that JC is true (asked before the talk): positive

— John knows that JC is false (asked after the talk): positive

— John knew that JC was true before attending the talk (asked after the talk):

positive
But there was also a group of people who answered this way:

— John knows that JC is true (asked before the talk): positive

— John knows that JC is false (asked after the talk): positive

— John knew that JC was true before attending the talk (asked after the talk):

negative

Would you say these answers are both consistent?” Why, why not?
e Would you briefly explain your own answers?

e Whose point of view did you take while answering?

805ygl. die Diskussion in Abschnitt 3.4.2. Gegenbeispiele zeigen zwar, dass eine bestimmte allgemeine
mathematische Aussage falsch ist, sie klaren jedoch in der Regel nicht, in welcher logischen Beziehung
diese Aussage zu anderen mathematischen Theoremen in ihrem inhaltlichen Umfeld steht. Im Falle von
Szenario 1 zeigt das Gegenbeispiel auch nicht, wo genau der Fehler in Johns urspriinglichem Beweis von
JC liegt (vgl. fiir die genaue Szenariobeschreibung S. 96 f.). Ist also die von Ausgangsfrage 2 aufgegriffene
Sprechweise der Umfrageteilnehmer von ,Wissen-warum®“ im Unterschied zu ,Wissen-dass* in diesem
Sinne gemeint, so erzeugen Gegenbeispiele in der Regel kein ,Wissen-warum®.

3061y der ersten Frage wird das Antwortverhalten von Cluster 1 dem von Cluster 3 zu Szenario 1
gegeniibergestellt, vgl. S. 98.

307ygl. jeweils die Diskussion zu Ausgangsfrage 1 in Abschnitt 3.4.1.
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e Would you say that truth is not necessary for knowledge?
Die letzte Frage des zweiten Leitfadenteils:

e One participant of the survey study gave the following comment: How important
is the Jones Conjecture? How large is the community? What do you think about
this?

betrifft spezifische, von den Teilnehmern der Umfragestudie genannte kontextuelle Fak-
toren fiir die Beurteilung der zu beurteilenden Wissenszuschreibungen, und damit insbe-

sondere einen Aspekt von Ausgangsfrage 4.308

4.1.3 Auswahl der Interviewpartner

Die Auswahl der zu interviewenden Personen fiir strukturierte Leitfadeninterviews wird
stets durch die zugrundeliegende Fragestellung und das dazugehorige theoretische Vor-
verstindnis des Untersuchungsgegenstandes motiviert.3%? In meinem Fall, also der Unter-
suchung der Zuschreibungsbedingungen fiir beweisbasiertes Wissen und beweisbasierte
Rechtfertigung in der mathematischen Praxis und der zugehorigen Rolle von Formalisier-
barkeit als Eigenschaft informeller Beweise, war bei der Auswahl der Interviewpartner
eine gewisse Breite der vertretenen mathematischen Spezialgebiete entscheidend. Die
geforderte Breite betraf auch andere Faktoren wie das Land, in dem die Interviewpart-
ner den Grofsteil ihrer universitidren mathematischen Ausbildung genossen haben, ihre
akademische Zugehorigkeit (Universitiat oder freie Forschungseinrichtung), ihr Alter, ihr
Geschlecht?!? und das Land, in dem sie heute lehren und forschen. Hier liegt die Ver-
mutung zugrunde, dass gerade Beweisstile und -standards von Fachgebiet zu Fachgebiet

und von Land zu Land variieren.

4.1.4 Auswertungsverfahren

Hinsichtlich des fiir die Darstellung bendtigten Raumes als auch des zeitlichen Aspekts
der Auswertung war im Rahmen der vorliegenden Arbeit eine Eingrenzung der auszu-
wertenden Daten erforderlich: Die Dauer der Interviews lag jeweils zwischen eineinhalb

und zweieinhalb Zeitstunden. Diese Datenmenge habe ich bereits bei der Aufbereitung

308y/g]. die Diskussion zu Ausgangsfrage 4 in Abschnitt 3.4.4.

309Vg]. Abschnitt 4.1.1.

310Der Lesbarkeit halber und um die Anonymitét bestmdglich zu wahren, spreche ich im Folgenden
aber immmer von dem Mathematiker bzw. dem Interviewpartner, auch wenn es sich dabei um eine
Mathematikerin handelt.

152



durch Transkription auf ausgewéhlte, in Bezug auf die vier in Abschnitt 3.4 formulier-
ten theoretischen Ausgangsfragen besonders relevante Interviewabschnitte eingegrenzt.
Methodisch ist dabei von Bedeutung, dass die Interviewteilstiicke nicht mitten aus den
Interviews herausgegriffen wurden. Interviewteilstiicke einzeln zu analysieren, die aus dem
laufenden Interview herausgeschnitten sind, wiirde die Gefahr bergen, die Ergebnisse zu
verfialschen. Die Analyse wiirde dann schlieflich nur von dem ausgewéhlten Teilstiick
ausgehen und anhand dieses Teilergebnisses Riickschliisse auf gewisse Einstellungen der
Interviewpartner téatigen. Ist dem analysierten Teilstiick aber schon ein anderer Inter-
viewteil vorausgegangen, so ist es wahrscheinlich und kann in jedem Fall nicht ohne
weiteres ausgeschlossen werden, dass sich die Einstellungen der interviewten Person im
Laufe des Interviews bereits gedndert haben. Im Extremfall hat die interviewte Person
vor dem Interview noch nie explizit iiber das Interviewthema nachgedacht oder disku-
tiert, so dass ihre jeweiligen Einstellungen zu einem Zeitpunkt wéihrend des Interviews
zumindest reflektierter sind als im urspriinglichen Zustand. Solche Einstellungsverédnde-
rungen sind zwar prinzipiell schwer zu kontrollieren, konnen aber durch die Betrachtung
des vorangegangenen Interviewverlaufs genauer beobachtet werden. Aus diesem Grund
beriticksichtige ich bei der Auswertung und Analyse die Ergebnisse aus dem geschlossenen
Fragebogenteil sowie die Antworten der Interviewpartner auf die Sondierungsfragen und

die allgemeinen Leitfadenfragen (sowie ggf. die zugehorigen Ad Hoc-Fragen) zu Szenario
1_311

Als Auswertungsverfahren bieten sich aus der Fiille der moglichen Analysetechniken
der Qualitativen Sozialforschung besonders die phéanomenologische Analyse und die qua-
litative Inhaltsanalyse an. Eine phdnomenologische Analyse als soziologische Methode
will zum Wesen des untersuchten Gegenstandes durch Analyse subjektiver Sichtweisen
und Bedeutungsstrukturen in Bezug auf eine hinreichende Variation einzelner Phénomene
vordringen.3'? Diese Methode passt sich Gegenstand und Fragestellung meiner empiri-
schen Studien dem Grundgedanken nach gut an, da es um eine Analyse epistemischer
Begrifflichkeiten der mathematischen Praxis geht, zu denen der Zugang iiber die sub-
jektive Verwendung epistemischer Zuschreibungen in verschiedenen Szenarien gewonnen
werden soll. Dass die Kriterien fiir letzteres subjektiv und kontextuell variieren, jedoch
einen invarianten Kern zu besitzen scheinen, zeigen die Ergebnisse der Clusteranalyse

der quantitativen Umfragestudie; diese lassen auch erste Schliisse auf Invarianten zu.

311yg]. Abschnitt 4.1.2. Dies entspricht jeweils etwa den ersten 10 bis 15 Minuten der Interviews. Eine
Ausnahme bildet Interview 4: Die Qualitat der Audioaufnahme dieses Interviews liel im Laufe der ersten
zehn Minuten des freien Interviewteils so stark nach, dass eine Transkription nicht mehr mdoglich war.
Daher beschrankt sich das auswertbare Material hier auf die ersten Minuten des Leitfadenteils.

312ygl. Mayring [92, S. 107 ff.].
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Die Interviewstudie sollte in diesem Sinne vor allem die Invarianten genauer herausar-
beiten, etwa die in Abschnitt 2.3.3 diskutierten vereinheitlichenden Prinzipien situativ
verschieden zu bestimmender epistemischer Parameter. Da die Auswertung meiner em-
pirischen Studien, wie in Abschnitt 4.1.1 bereits erwahnt, theoriegeleitet erfolgen muss,

lige wegen ihres fiir eine ,theoriegeleitete Bearbeitung von Textmaterial*3!3

gut geeigne-
ten, stark systematisierten Vorgehens auch die Wahl der qualititativen Inhaltsanalyse als
Analysewerkzeug nahe. Aufgrund der dafiir notwendigen induktiven Entwicklung eines
geeigneten Kategoriensystems zur systematischen Textanalyse stellt sie jedoch ein zwar
ertragreiches, aber selbst fiir die Analyse der ausgewéhlten Anfangssequenzen der Inter-
views sehr aufwendiges Verfahren dar.3'4 Ich habe mich daher am phinomenologischen

Analyseverfahren orientiert.

Meine konkrete Umsetzung einer solchen phdnomenologischen Analyse ldsst sich dabei
vielleicht nur als phdnomenologische Analyse im weiteren Sinne beschreiben, die aber
mit Verweis auf den philosophischen Schwerpunkt der Arbeit fiir eine fruchtbare Dis-
kussion im Sinne von Schritt 3 meines Drei-Schritte-Programmes ausreichend ist. Sie
orientiert sich an dem oben geschilderten phénomenologischen Grundgedanken, verein-
facht dabei aber einzelne Schritte im Ablaufplan des soziologischen Analyseverfahrens
bzw. fasst Auswertungs- und (philosophische) Interpretationsschritte stirker zusammen.
Eine phdnomenologische Analyse im Sinne der Qualitativen Sozialforschung gliedert sich
insbesondere explizit in folgende Schritte: 1.) ,Diskrimination von Bedeutungseinheiten
in Bezug auf das Phanomen®, 2.) ,Interpretation der Bedeutungseinheiten“ und 3.) ,Syn-
thetisieren zu einer Gesamtaussage iiber das Phédnomen®. Das , Arbeitsprinzip* der beiden
letztgenannten Schritte besteht in der ,eidetischen Reduktion durch Variation“.3!> Die
Auswertung und Interpretation der ausgewahlten Interviewsequenzen gehen dabei Hand
in Hand.3'6

Ich gehe bei meiner Analyse im Vergleich wie folgt vor: In einem ersten Schritt identifi-

ziere ich die sogenannten Bedeutungseinheiten in den einzelnen Interviewtranskriptionen,

313192, 8. 121].

314Vl hierzu Mayring [92, S. 114 ff.] und [93].

315Ubernommen aus Mayring [92, S. 110].

316Unter ,eidetischer Reduktion, ein Begriff der von Edmund Husserl entwickelten phénomenologi-
schen Methode (vgl. z. B. Husserl [56]), wird urspriinglich eine Riickfiihrung des faktisch Erlebten auf
seinen Wesenskern, der dem Menschen durch sogenannte evidente Phadnomene intuitiv zugénglich ist,
verstanden. Bei der soziologischen Variante der eidetischen Reduktion geht es in erster Linie darum,
einerseits den intuitiven subjektiven Zugang der Probanden zum Wesenskern des betrachteten soziolo-
gischen Phanomens zu nutzen, und durch die Variation von Fragen und Befragten andererseits offenbar
nicht-wesentliche Aspekte wie die zuféllige faktische Auspragung des subjektiv Erlebten sowie Aspekte,
die dem betrachteten Gegenstand nur in Bezug auf das betrachtende Subjekt zukommen, in der Analyse
auszublenden.
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also Textstellen, in denen der in der vorangegangenen Leitfadenfrage nachgefragte Unter-
suchungsgegenstand vom Interviewpartner direkt angesprochen wird und die diesbeziig-
lich wichtige Schliisselaussagen beinhalten.?!” Diese trage ich zunichst in entsprechend

18

aufbereiteter Form3'® zusammen und schlage anschliefend eine mogliche, philosophisch

orientierte Interpretation der einzelnen Textstellen vor.

In einem zweiten Schritt strebe ich eine Reduktion subjektiv gefarbter Einzelergebnis-
se auf den Wesenskern des Untersuchungsgegenstandes an, indem ich von der spezifischen
Interpretation verschiedener Ausschnitte jeweils eines Interviews zu allgemeineren Aus-
sagen in Bezug auf die vier Ausgangsfragen der Interviewstudie iibergehe. Hier wird von
den Aussagen der Interviewpartner natiirlicherweise bereits stark abstrahiert und ein

grofberer philosophischer Interpretationsspielraum ausgenutzt als im ersten Schritt.

Insbesondere den hier im Reduktionsschritt enthaltenen Variationsschritt habe ich aus
Griinden der Aufwandreduzierung vereinfacht. Eine Variation geschieht hier in zweierlei
Hinsicht: zum einen durch die bereits in dem von mir betrachteten Interviewabschnitt
von einigen Interviewpartnern geleisteten Vergleich der unterschiedlichen Szenarien, zum
anderen durch die spezielle Auswahl von Interviewpartnern mit verschiedenen professio-
nellen Profilen. So werden in Bezug auf das Grundphdnomen ,konkrete Wissenszuschrei-
bungen der Form ‘Y schreibt X Wissen, dass p wahr ist, zu’ in der mathematischen
Praxis“ Aspekte variiert, die unabhingig vom individuellen Wissenszuschreiber insbe-
sondere das epistemische Subjekt X und den Zuschreibungskontext betreffen. Zusétzlich
findet eine Variation in Bezug auf Aspekte, die ausschliefslich den Wissenszuschreiber Y

in seiner Rolle als praktizierender Forschungsmathematiker betreffen, statt.3

Trotz der Einhaltung einer Forderung nach objektiver Variation bleiben die reduzierten
Gesamtaussagen letztlich Teil meiner speziellen Interpretation. Der Lesbarkeit halber
werde ich dies an den entsprechenden Stellen nicht jedesmal erneut durch eine explizite

Formulierung betonen.

317Vgl. auch hier [92, S. 109].

318ygl. Abschnitt 4.1.1.

319Die mit letzterer Variationsdimension verbundene, vor allem fiir Ausgangsfrage 3 und 4 relevante
Frage lautet, ob eine geeignet spezifizierte Formalisierbarkeitsbedingung fiir akzeptable Beweise einen
iiber die Unterschiede zwischen den Interviewpartnern hinweg einheitsstiftenden Faktor, also eine Inva-
riante im Sinne einer phdnomenologischen Analyse darstellt. Eine &hnliche Behauptung wird etwa von
Heintz vertreten, die die Formalisierung der Mathematik als einheitsstiftendes Kommunikationsmittel
vor dem Hintergrund einer sich international immer stédrker ausdifferenzierenden, institutionalisierten

Mathematik versteht. Vgl. Heintz [53, Abschn. 7.3].
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4.2 Analyse ausgewahlter Interviewsequenzen

Wie in Abschnitt 4.1.4 diskutiert (S. 153), beschrénke ich mich bei der Auswertung der
Interviews auf die Ergebnisse zu den allgemeinen Sondierungsfragen sowie zu Szenario
1 aus Fragebogenteil III der Umfragestudie, welcher zu Beginn der Interviews mit den
Interviewpartnern durchlaufen wurde.32°

Im Folgenden stelle ich zunédchst kurz die Antwortprofile der Interviewpartner zu Sze-
nario 1 vor. Danach analysiere ich ausgewéhlte Zitate aus den gerade beschriebenen
Interviewsequenzen ausfiihrlich geméft dem in Abschnitt 4.1.4 beschriebenen Vorgehen.
Die Analyse wird anhand der vier in Abschnitt 3.4 formulierten theoretischen Ausgangs-
fragen der Interviewstudie, nicht anhand der Abfolge der Leitfadenfragen, in vier Ab-
schnitte gegliedert: Jeweils zu Beginn eines solchen Analyseabschnittes wird die ent-
sprechende Ausgangsfrage noch einmal explizit formuliert.3?! Anschliefend werden fiir
diese Frage besonders relevante und aussagekraftige Zitate aus den Interviews Int 1 bis
Int 6 angefiihrt. Den ausgewéhlten Zitaten aus jeweils einem Interview Int ¢ schliefst sich
unmittelbar eine kurze, philosophisch motivierte Interpretation an. Den Abschluss eines
Analyseabschnittes bildet jeweils eine Synthese dieser einzelnen Interpretationen zu einer

Gesamtaussage in Bezug auf die verhandelte Ausgangsfrage

Es sei hier auch noch einmal betont, dass sowohl der Auswahl der einzelnen Zitate
als auch den Einzelanalysen und den reduzierten Gesamtaussagen jeweils eine speziel-
le, philosophische Interpretation der aufgefithrten Zitate zugrundeliegt. Zugunsten der
Lesbarkeit der Interpretationsvorschlége werde ich dies nicht stets explizit erwéhnen. Es
besteht zudem eine generelle Inhomogenitét in Bezug auf die Anzahl und Lange der zu
den einzelnen Ausgangsfragen ausgewéhlten Zitate aus den verschiedenen Interviews. Ins-
besondere gibt es nicht zu jeder Ausgangsfrage mindestens ein Zitat aus jedem Interview.
Daran ldsst sich erkennen, dass die einzelnen Interviews trotz des einheitlichen Leitfa-
dens sehr unterschiedliche thematische Schwerpunkte hatten, die durch den jeweiligen

Interviewpartner bestimmt wurden.

320ygl. Abschnitt 4.1.2.
321Um Missverstindnisse zu vermeiden, sei hier noch einmal betont, dass diese theoretischen Ausgangs-
fragen in den Interviews nicht gestellt wurden.
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4.2.1 Antwortprofile der Interviewpartner zu Szenario 1

Wie Abbildung 4.1 zeigt,3?? sind unter den Antworten der Interviewpartner nur die Ant-
wortprofile von Cluster 1, 2 und 3 aus der Clusteranalyse der Umfrageergebnisse zu
Szenario 1 vertreten, das von Cluster 1 viermal durch Int 1, Int 2, Int 3 und Int 6, das

von Cluster 2 durch Int 5 und von Cluster 3 durch Int 4 jeweils einmal.

3 =yes | 2 = almost surely yes | 0 = can't tell | -2 = almost surely no | -3 = no

4

3 A

2 -\ s

1 / == ntenview 1

\ \ / & [nteniew 2

0 A Inteniew 3

\ )\ > Interview 4

-1 \ / \ =¥ |ntenview 5

2 = Internview 6
-3 \/ \

X ol

-4
QJones6 QJones7 QJones8
Interview 1 Interview 2  Interview 3 Interview 4 Interview 5 Interview 6
QJones6 2 2 3 3 2 3
QJones7 2 2 3 2 -3 2
QJones8 2 2 3 -3 3 3

Abbildung 4.1: Antwortprofile der Interviewpartner zu Szenario 1

4.2.2 Interviewanalyse in Bezug auf Ausgangsfrage 1
Ausgangsfrage 1 lautete:
Interpretieren die Teilnehmer in den abgefragten Wissenszuschreibungen den

Ausdruck know* systematisch im erkenntnistheoretischen Sinne von Uber-

zeugtsein oder gerechtfertigtem Uberzeugtsein, und wenn ja, was sind die

322Dy einige Profillinien zumindest teilweise iibereinander liegen (z.B. die zu den Interviews 1 und 2
gehorigen), sind die numerischen Werte zu den einzelnen Interviews zusétzlich in tabellarischer Form
angegeben.

157



Griinde fir diesen speziellen Sprachgebrauch? Deuten diese Griinde gegebe-
nenfalls auf eine prinzipielle Fallibilitdt rechifertigender mathematischer Be-
weise und eine prinzipielle Kontextabhdngigkeit epistemischer Standards in
der mathematischen Prazxis hin, oder gibt es dort (auch) einen ausgezeichne-
ten, kontextunabhdngigen Standard fir infallible Rechtfertigung durch Bewei-

se?

Relevante Zitate aus Interview 1

158

(Do you have any comments on the scenarios?)

,I'm not sure that the questions are very precisely formulated. In a sense, when
you say ‘Does X know that this is true?’ and the answers are ‘yes’, ‘almost
certainly yes’, ‘almost certainly’ refers to the certainty that X thinks, or the
certainty that you have about what X thinks? |...]

[Nach spiterer Riickfrage zur oben genannten Leitfadenfrage:|

Here, I interpret it as the degree of certainty that John has at a given time. If
he has that degree of certainty at a given time, these two questions [QJones6
and QJones8| are exactly the same. They refer to the same moment in time,
something else changed afterwards, but it cannot affect what he was thinking
before.*  (Int 1, S. 305 und S. 309)

(Did you ever experience a similar scenario?)

,2Anytime one is doing mathematics and proving a theorem, there is some
degree of certainty or some degree of expectation about whether what one
is doing is true, and at what point you can be reasonably certain that it’s
true. So, there’s some degree of certainty at which we accept that something
is proved.“ (Int 1, S. 305)

(Would you say that truth is not necessary for knowledge?)

,The degree of certainty that somebody has has absolutely nothing to do with
whether the thing is true or not. It’s just a measure for what this person is
thinking, so, John was reasonably convinced that the argument was true. It’s
a question about what a certain person knows, and might as well be under
the impression that something is true which has no ground in reality so to
speak.“  (Int 1, S. 310)



Interviewpartner 1 (Antwortprofil zu Szenario 1 entspricht Cluster 1) beurteilt die Wis-
senszuschreibungen , X knows that p is true“ in Szenario 1 aus der Perspektive des

323 t,,, d.h. im Sinne von ,X has a degree

Szenarioprotagonisten zum Bezugszeitpunk
of certainty that p is true“ oder ,,X thinks that p is true*. Das dritte Zitat scheint zu-
dem zunéchst eine erkenntnistheoretische Interpretation der hier verwendeten Lesart des
Ausdrucks ,know* im Sinne von blokem Uberzeugtsein nahezulegen. In Bezug auf die Sze-
nariofragen spricht Interviewpartner 1 jedoch explizit von ,reasonably convinced®, was
im Sinne von gerechtfertigtem Uberzeugtsein interpertiert werden kann.

Diesem aus philosophischer Sicht ungenauen Umgang mit den Begriffen Uberzeugung,
Rechtfertigung und Wissen liegt jedoch nicht nur die Wahl der Perspektive bei der Be-
antwortung von QJones6 bis QJones8 zugrunde. Das zweite Zitat deutet dariiber hinaus
auf die allgemeinere Auffassung hin, dass Beweise in der mathematischen Praxis stets
nur ein bestimmtes Mafs an Sicherheit beziiglich der Wahrheit des bewiesenen Theorems
vermitteln konnen. Liegt dieses {iber einem bestimmten Schwellenwert, wird das in Frage
stehende Theorem als bewiesen akzeptiert, so dass in der mathematischen Praxis zwar
gerechtfertigte Uberzeugungen produziert werden, aber keine nachweisbar dariiber hin-
ausgehende Form von Wissen. Die Formulierung ,anytime one is proving a theorem |...|
there’s some degree of certainty at which we accept” deutet aber darauf hin, dass die-
ser Schwellenwert nicht absolut und kontextunabhéngig festgelegt ist, sondern situativ

variieren kann.

Relevante Zitate aus Interview 2

(Do you have any comments on the scenarios?)

,The psychological relationship between a mathematician and the notion of
belief in his or whosesoever proofs is more complicated than is suggested by
the scenarios or by the questions. [...]| There is always a shadow of doubt or
a possibility of doubt. (Int 2, S. 312)

(Ad Hoc-Zwischenfrage: You also mentioned that there is some ambiguity in

understanding the questions.)

»In order to make sense of the questions, I would practically everywere replace
the word ‘know’ by the word ‘believe’ or something like that.“ (Int 2, S. 312)

(Would say that there are some mathematical statements or theorems of which

you know that they are true?)

323 Also abweichend vom in Kapitel 3 zugrundegelegten Standarddeutungsrahmen, vgl. Abschnitt 3.1.4.
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,Jo me, knowledge is knowledge of a machinery of definitions, of proofs, and
soon. [...| In mathematical contexts, I would say ‘I'm convinced’ or ‘I believe
that it is true because of such and such circumstances’. I would prefer not
to say ‘I know that it is true’. Beliefs and convictions are things that really
can change with time, sometimes very fast. |...] For me, knowledge is not
something that can drastically change in a minute because somebody produ-
ced a counter-example or something like that. It’s not knowledge, it’s beliefs,
they can change, convictions can change, but not knowledge, knowledge is
something more stable. [...]“ (Int 2, S. 313)

(A number of participants from the survey study answered in the following

way: [Beschreibung des Antwortverhaltens von Cluster 3 zu Szenario 1]

Would you say this answer is consistent? Would you briefly explain your own

answers [entspricht Cluster 1]7)

,On the morning before the talk, of course, nothing changed after the publi-
cation and acceptance.“ (Int 2, S. 316)

Das klassische philosophische Ideal mathematischen Wissens ist Interviewpartner 2 be-
kannt und wird als solches auch akzeptiert. Ihm ist aber bewusst, dass es in konkreten
Kontexten der mathematischen Praxis nicht um Wissen in diesem Sinne gehen kann,
unter anderem, weil mathematische Rechtfertigung in der Praxis keine unfehlbare ,ma-
chinery of definitions and proofs®, sondern ein prinzipiell fallibles Unterfangen ist. Daher
sind die epistemischen Zuschreibungen in der Praxis auf Uberzeugungszuschreibungen
zu reduzieren, Wissenszuschreibungen im klassischen philosophischen Sinne werden zu-
riickgewiesen. Entsprechend interpretiert er den Ausdruck ,know* bei der Beantwortung
der Szenariofragen generell im Sinne von ,believe” oder auch ,standing in a psychological
relationship with the notion of belief*. Die im dritten Zitat verwendeten Formulierungen
in der ersten Person: , I’'m convinced* und ,,I believe” legen hier eher eine erkenntnis-
theoretische Interpretation dieser Lesart von ,know“ im Sinne von blofiem Uberzeugtsein
als im Sinne von gerechtfertigtem Uberzeugtsein nahe.

Die Erlauterung des Antwortverhaltens zu Szenario 1 im vierten Zitat (,nothing chan-
ged”) deuten dariiber hinaus darauf hin, dass die Fragen QJones6 bis QJones8 wie auch
von Interviewpartner 1 aus Johns Perspektive zum Bezugszeitpunkt ¢;, der jeweiligen
Frage beantwortet wurden. Dies ist aber nicht der Grund fiir die gerade diskutierten
Vorbehalte von Interviewpartner 2 gegeniiber einer Verwendung von ,know* im klassi-

schen philosophischen Sinne in Bezug auf die mathematische Praxis: Sie sind unabhéngig
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vom Antwortverhalten zu Szenario 1 dadurch begriindet, dass ein stets prinzipiell ver-
bleibender Zweifel auch an einem vermeintlich bewiesenem Theorem dazu fiihrt, dass
Wissenszuschreibungen im engeren Sinne in der mathematischen Praxis generell nicht
nur unangebracht erscheinen, sondern sogar iiberhaupt keinen Sinn machen. Insbesonde-
re fehlt im Allgemeinen eine fiir Wissen notwendige Stabilitit mathematischer Uberzeu-

gungen.

Relevante Zitate aus Interview 3

(A more abstract issue behind scenario 1 is that of refereed proof as a warrant

for mathematical knowledge. What are your comments on this issue?)

,<John is just a beginning graduate student and I think, John would really
think ‘yes’, but I as an older |[person| would think that there is a probability
for each result if it is true.“ (Int 3, S. 321)

(Would you say that truth is not necessary for knowledge?)

I believe that there is objective truth in mathematics, and as mathematicians
we generally try to come as close to this objective truth as possible, but we
may fail in this for a while, and then may correct or be corrected later, so there
may be a tension between objective truth and subjective truth. Sometimes
I say ‘I know that this mathematical statement is true’, and sometimes the
statements have such easy proofs, and so many people have already checked
these proofs that it is really almost absolutely certain that it is true, but
it is also annoying to say everytime: ‘I know almost surely that it is true’.
Subjectively we are converging, or we try to converge, to the objective truth,
and depending on the statement, we may be closer or less close.“ (Int 3,
S. 322)

Das erste Zitat legt nahe, dass Interviewpartner 3 die Fragen QJones6 bis QJones8 in
Szenario 1, die er mit ,almost surely yes“ bewertet hat, nicht aus Johns Perspektive,
sondern aus seiner Perspektive als erfahrener Forschungsmathematiker beantwortet hat.
Dennoch hat er den Ausdruck ,know“ dabei im Sinne von gerechtfertigter Uberzeugung
interpretiert; diese Deutung seines Antwortverhaltens wird durch die Wendung ,trying to
converge to the objective truth® gestiitzt. Die Moglichkeit von mathematischem Wissen
im Sinne eines absolut ausgezeichneten Mafses an Gewissheit dariiber, dass ein bestimm-

tes Theorem in einem objektiven Sinne wahr ist, wird fiir die mathematische Praxis
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dabei nicht generell zuriickgewiesen. Die auch von Interviewpartner 3 thematisierte prin-
zipielle Irrtumsmoglichkeit selbst bei einer einfachen, héufig und griindlich iiberpriiften
Beweisfiihrung verhindert generell nur, dass sich ein Mathematiker der Wahrheit des be-
wiesenen Theorems selbst vollstdndig sicher sein kann. Dahinter steht aber der Glaube
an eine absolute, objektive mathematische Wahrheit, die das Streben praktizierender
Mathematiker bestimmt, sich ihr so weit wie moglich anzunéhern.

Die prinzipielle Fehlbarkeit mathematischer Beweise in der Praxis ist aber nicht je-
dem Mitglied der mathematischen Gemeinschaft gleichermafien bewusst, sondern das
Bewusstsein dafiir entsteht erst durch langjdhrige Erfahrung als praktizierender For-

schungsmathematiker.

Relevante Zitate aus Interview b

(Do you have any comments on the scenarios?)

»l wasn’t quite sure how to interpret these questions. What exactly was meant
that someone did know or does know? I rather interpreted it as the level of
belief that this person had about his work. So, the change of [hope| between
the stages of the work on a mathematical problem.“ (Int 5, S. 327)

(Ad Hoc-Zwischenfrage: You mentioned before that you were not sure about
how to interpret the questions. What interpretation did you choose? Did it

change for some scenarios?)

,I replaced this verb ‘know’ by the word ‘believe’. At various stages of the
proof process and presentations of results you have this feeling that you
believe—and some mathematicians just say ‘I buy this statement or I do not’.
I interpreted these questions as asking about John’s point of view. That if I
were in his place, and what my feeling might be in this stages of the process.”
(Int 5, S. 332)

(A number of participants from the survey study answered in the following
way: [Beschreibung des Antwortverhaltens von Cluster 1 und 3 zu Szenario
1] Would you say this answer is consistent? Would you briefly explain your

own answers [entspricht Cluster 2]?)

2What does it mean that John knows? That he falsely believed that he knows,
but in fact, he didn’t know. Because for mathematicians who answer this way,
to know is to have a real proof. If the proof was incorrect, then John didn’t

know. But my interpretation was that John sincerely believes. I know of
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these mathematicians who firmly believe that if a mathematician worked on
a theorem and finished the proof, and says ‘That’s the final point in the proof,
and now I know that this is correct, because I finished the proof’, this is the
end of the process. I think it is very naive to think so, it would never be true
for human beings.“ (Int 5, S. 334)

Interviewpartner 5 beantwortet die Szenariofragen QJones6 bis QJones8 aus Johns Per-
spektive zum Bezugszeitpunkt t;, der jeweiligen Frage und ersetzt dabei bewusst den
Ausdruck ,know* durch ,believe. Dabei lasst sich ,believe geméfs der Formulierung ,,if I
were in his place, and what my feeling might be“ im zweiten Zitat im Sinne von blofer,
subjektiver Uberzeugung, gemif der Formulierung ,sincerely believes* im dritten Zitat
dagegen eher im Sinne von gerechtfertigter Uberzeugung deuten.

Dariiber hinaus deutet das dritte Zitat ungeachtet der Perspektivwahl bei der Beant-
wortung der Szenariofragen als eigentlichen Grund fiir eine solche Ersetzung von ,know*
durch ,believe” an, dass die Rede von ,know* im Sinne von ,having a real proof* und im
Unterschied zu ,sincerely believe® im Allgemeinen zu naiv ist und nicht der Realitét der
mathematischen Praxis entspricht: Ein mathematischer Beweis wird hier allgemein als
ein stufenweiser iiberzeugungsbildender Prozess beschrieben, der in der mathematischen
Praxis jedoch keinen finalen Punkt erreicht. Das vorrangige epistemische Merkmal mathe-
matischer Beweise ist demgeméf nicht die tatsdchliche Detailkorrektheit des konkreten

sprachlichen Argumentes im Sinne eines ,real proof*.

Relevante Zitate aus Interview 6

(Do you have any comments on the scenarios?)

0, ‘Does John know that the Jones conjecture is true?’, and then there are
two possibilities. He either knows that the conjecture is true, or he doesn’t
know that the conjecture is true, and this is giving like a probability distri-
bution that I add to one of these two possibilities, and the other possibility
is that there is like a continuum from knowing to not knowing, and that I'm
sort of placing here at a point in this continuum. And I have interpreted it
in the second way. But I realize that you might mean it in the other way,
like knowing is something that is completely abstract, that it is a state that
a person is in without maybe knowing that he is in, and that you ask me
in what state is John here, and then I give like a probability of being in

one state or the other. Anyway, my interpretation is that there is this sort
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of a continuum from knowing something, whether it is true, to not knowing
something.“ (Int 6, S. 337)

(A number of participants from the survey study answered in the following
way: [Beschreibung des Antwortverhaltens von Cluster 3 zu Szenario 1] Would
you say this answer is consistent? Would you briefly explain your own answers
[entspricht Cluster 1]7)

JEverybody agrees that the answer is that John sort of knows, whatever you
mean by knowing. If you ask John here ‘Is the conjecture true?’, then he will
say ‘Yes, I proved this’, and he will even say this on the morning of this talk.
That’s why I think that on the morning of the talk, nothing has changed.
Something changes in the talk with John, but I would say that at this point,
he still believes it. If you believe that you can only know something if it is true,
then of course he never knew it. He thought he knew it, but he didn’t know
it because it was not true. Maybe he doesn’t even know [that the conjecture
is wrong| now, because it’s still possible that, eventually, the conjecture is
true. He constructs a counterexample, but did he find the error in his proof?
It’s more like what ‘knowing’ actually means: can you know something that
is not true? If you put yourself in the position of this John, and you ask him,
which is probably the only way to find out what he thinks, then he would say
that he knows it. And, if you say ‘Well, but suppose now that in ten years,
somebody finds out that there is an error’, then he’d say ‘Well, then I was
wrong, but I think there’s no error and I know it".“ (Int 6, S. 343)

Ad Hoc-Zwischenfrage: So you put yourself in John’s position all the time

when you were answering?

Yes, although, if I would have looked at the whole list in advance, then I
would have put myself in the position of John at this moment of time, and
then even John would say ‘I thought I knew it, but I never knew it’, and I
would come up with ‘no’ all the time.“ (Int 6, S. 345)

Die Begriindungen, die Interviewpartner 6 im zweiten Zitat fiir sein Anwortverhalten zur
Schliisselszene von Szenario 1 gibt: ,On the morning of the talk, nothing has changed®,
Lif you ask John here®, if you put yourself in the position of this John“ machen deutlich,
dass auch er die Fragen QJones6 bis QJones8 aus Johns Perspektive beantwortet hat;
das dritte Zitat legt nahe, dass damit Johns Perspektive zum Bezugszeitpunkt t;, der
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jeweiligen Frage gemeint ist.3?* Hier ldsst sich diese Perspektivwahl auch als vorrangigen
Grund dafiir auslegen, dass Interviewpartner 6 ,John knows that JC is true* dabei nur
im Sinne von blokem Uberzeugtsein (,at this point, he still believes it“) oder im Sinne
von Glauben zu Wissen (even John would say ‘I thought I knew it, but I never knew

4

it*) im Unterschied zu ,know* im Sinne eines faktiven Wissensbegriffes gelesen hat.
Generell werden ,knowing” und ,not knowing“ im ersten Zitat als die beiden Endpunkte
einer kontinuierlichen Skala beschrieben. Dies lésst sich als Hinweis darauf deuten, dass
es in der mathematischen Praxis Sinn macht, auch vor Erreichen eines ausgezeichneten
Mafes an beweisbasierter Rechtfertigung in einem gewissen Sinne von mathematischem
Wissen zu sprechen. Es bleibt aber unklar, ob sich diese Aussage speziell auf die Mathe-
matik oder auf den allgemeinen Wissensbegriff bezieht; in letzterem Fall wird in Bezug

auf die Mathematik jedenfalls keine Ausnahme gemacht.

Reduktion auf Kernaussagen zu Ausgangsfrage 1

Die Einzelinterpretationen zu den aufgefiihrten Zitate lassen sich im Hinblick auf Aus-
gangsfrage 1 auf die folgenden Kernaussagen reduzieren:

Die Interviewpartner interpretieren in den abgefragten Wissenszuschreibungen zu Sze-
nario 1 den Ausdruck ,know“ tatsichlich im erkenntnistheoretischen Sinne von Uber-
zeugtsein oder gerechtfertigtem Uberzeugtsein. Aukerdem beantworten die meisten In-
terviewpartner zumindest die Fragen QJones6 bis QJones8 aus der Perspektive des Sze-
narioprotagonisten John zum Bezugszeitpunkt ¢;, der jeweiligen Frage. Letzteres ist aber
nicht der eigentliche Grund fiir Ersteres: Die fir die Ersetzung von ,know* durch ,be-
lieve” oder ,jis reasonably convinced“ angefiithrten Griinde sind prinzipieller Natur und
deuten darauf hin, dass diese Ersetzungen oder Uminterpretationen auch kein Artefakt
der Umfrage- oder Interviewstudie sind.32?

Diese Griinde kénnen wie folgt zusammengefasst werden: Im Falle von sehr einfa-
chen oder sehr gut etablierten mathematischen Resultaten sind die zugehorigen Beweise
mehrfach gepriift und ihre Korrektheit so gut wie sicher. Gerade im Falle von komplexen
Forschungsresultaten ist die Differenz zwischen einem als objektiv korrekt nachweisbaren
und einem in der Praxis tatsdchlich zur Verfliigung stehenden Beweis unter Umstdnden

so grof, dass eine Wissenszuschreibung im Sinne eines faktiven, auf infallibler beweisba-

324Denn bei einem erneuten Durchlauf des Fragebogenteils wiirde sich Interviewpartner 6 in die Per-
spektive von John zum Zeitpunkt ¢, von QJones8 versetzen.

325Die Einzelfallbetrachtung von Interview 3 stiitzt diese Interpretation zusitzlich: Dieser Interview-
partner besitzt zwar in Bezug auf QJones6 bis QJones8 ein sehr ausgeprigtes Antwortprofil vom Typ
wie Cluster 1 und hat die Fragen im Sinne von gerechtfertigtem Uberzeugtsein, aber nicht aus Johns
Perspektive beantwortet.
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sierter Rechtfertigung begriindeten Wissensbegriffes hier gar keinen Sinn machen wiirde.
Den Beweisen fehlt es dazu unter anderem an der nétigen Stabilitdt hinsichtlich ihrer
formalen Detailkorrektheit. Die Infallibilitdt mathematischer Beweise, die gegebenenfalls
die Faktivitdt des dadurch begriindeten Wissens sichern wiirde, ist damit zumindest kein
essentielles epistemisches Merkmal.

Wihrend faktives, sicheres Wissen als Endpunkt einer kontinuierlichen Skala von Uber-
zeugtseinszustidnden aufgefasst wird, entspricht dem kein finaler Endpunkt oder ein kon-
textunabhéngig ausgezeichnetes Stadium des in der Praxis stufenweisen Beweisprozes-
ses. Das Vorliegen eines konkreten mathematischen Beweises reicht streng genommen
aufgrund stets bestehen bleibender Irrtumsmoglichkeiten nur dazu hin, eine gewisse
Wabhrscheinlichkeit der Wahrheit des bewiesenen Theorems zu belegen. Diese Irrtums-
moglichkeiten sind epistemologisch signifikant, da sie im Rahmen der zugrundeliegenden
Rechtfertigungsmethode prinzipiell nicht ausrdumbar sind; insbesondere kann auch eine
starkere Formalisierung des konkret gegebenen mathematischen Argumentes diese prinzi-
pielle Moglichkeit des Irrtums nicht generell ausschlieffen, sondern vergréfsert im Gegen-
teil ihre Wahrscheinlichkeit noch durch die gegebenenfalls wachsende Uniibersichtlichkeit
und beweisstrategische Intransparenz, die formalisierten Argumenten innewohnt.326

Als pragmatische Konsequenz aus dieser im Allgemeinen nicht ausrdumbaren Falli-
bilitdt existieren in der mathematischen Praxis sozial bestimmte Schwellenwerte fiir die
Akzeptanz mathematischer Beweise, die in jedem Fall unterhalb von objektiver, also zum
Beispiel formaler Korrektheit liegen. Im Rahmen einer philosophischen Analyse sind die
Kriterien fiir das Erreichen eines solchen Schwellenwertes eher situativ, unter Anderem
in Abhéngigkeit vom Stadium des Gesamtbeweisprozesses zu konzipieren. Dazu bietet
sich in Bezug auf individuelle epistemische Zuschreibungen eine Abhéngigkeit der Recht-
fertigungsstandards vom Zuschreibungskontext an. Darauf gehe ich, auch vor dem Hin-
tergrund der Diskussion im noch folgenden Abschnitt 4.2.5, in Abschnitt 4.3 genauer

€11.

4.2.3 Interviewanalyse in Bezug auf Ausgangsfrage 2
Ausgangsfrage 2 lautete:
Welche Rolle spielt eine Unterscheidung eines reinen ,Wissen-dass“ und ei-

nes ,Wissen-warum® in Bezug auf die Erkenntnisziele mathematischer For-

schungspraxis, und schlédgt sich dies gegebenenfalls in der Relevanz mathe-

326y/gl. hierzu auch die Analyse bzgl. Ausgangsfrage 3.
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matischer Fahigkeiten des epistemischen Subjekts fiir die Bewertung episte-

mischer Zuschreibungen nieder?

Hier sind ein paar kurze allgemeinere Vorbemerkungen zu den im Folgenden vorgeschla-
genen Interpretationen angebracht: Trotz der noch weitgehend unspezifizierten Redeweise

“32T in Ausgangsfrage 2 zeigen die bisherigen Uberlegungen in Ab-

von ,Wissen-warum
schnitt 3.4.2, dass es dabei um die Frage geht, warum eine mathematische Aussage p
wahr ist, und nicht darum, warum ein epistemisches Subjekt X die Aussage p fiir wahr
hélt. Die Frage, warum p wahr ist, ist von der, warum X p fiir wahr hélt, im Allgemeinen
grundverschieden: X kann p sogar aus guten Griinden gerechtfertigt fiir wahr halten, die

aber mit einer Erklarung dessen, warum p tatsdchlich wahr ist, nichts zu tun haben.

Manche Formulierungen in den nachfolgend angefiihrten Zitaten (dies betrifft vor allem
die Zitate aus den Interviews 2, 4, 5 und 6) lassen sich wortlich zunéchst im Sinne von ,, X
halt p fir wahr / bewiesen, weil / wenn A“ lesen. A kann an den entsprechenden Stellen
also nur dann zur genaueren Analyse der Unterscheidung von ,Wissen-dass® und ,Wissen-
warum‘ in der mathematischen Praxis herangezogen werden, wenn A selbst Eigenschaften
von mathematischen Beweisen zum Ausdruck bringt, die als genauere Explikation von
,warum p wahr ist“ gedeutet werden kénnen. In diesen Féllen liefle sich , X hélt p fiir
wahr / bewiesen, weil A“ etwa im Sinne von ,, X halt p fir wahr / bewiesen, weil X’

Beweis fiir p erklart, warum p wahr ist* lesen.

Das ,weil“ oder ,wenn* in , X halt p fiir wahr / bewiesen, weil / wenn A“ spielt dagegen
fiir die Relevanz von ,Wissen-warum® bei der Analyse epistemischer Zuschreibungen in
der mathematischen Praxis eine Rolle: Es zeigt an, dass A als subjektive Rechtfertigung
fiir die Uberzeugung, dass p, angefiihrt wird. Aufgrund der in Abschnitt 1.3.4 in Kapitel 1
diskutierten methodologischen Annahme, dass ein wesentlicher Teil der Bedeutung von
epistemischen Zuschreibungen in der mathematischen Praxis durch den tatséchlichen Ge-
brauch dieser Zuschreibungen unter praktizierenden Mathematikern bestimmt ist (vgl.
S. 24), ist die Relevanz von Wissen-warum als Kriterium fiir die subjektive Rechtfer-
tigung mathematischer Uberzeugungen durch (redliche) Mitglieder der mathematischen
Gemeinschaft auch fiir die Relevanz von Wissen-warum fiir eine philosophische Analyse

epistemischer Rechtfertigung in der mathematischen Praxis ausschlaggebend.

32THjer und im Folgenden verwende ich die Ausdriicke ,Wissen-dass und ,Wissen-warum® zunéchst
wieder im Sinne der aus den Freitextkommentaren der Umfragestudie ad hoc ibernommenen (vgl. Ab-
schnitt 3.3.2, S. 133) oder im Sinne einer von den jeweiligen Interviewpartern selbst gebrauchten Sprech-
weise. Die Zusammenfiihrung und genauere Spezifikation dieser Sprechweisen erfolgt im Rahmen der
Reduktion der Einzelinterpretationen auf Kernaussagen zu Ausgangsfrage 2.
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Relevante Zitate aus Interview 1

In diesem Zitat werden wichtige Eigenschaften beschrieben, die einem Computerbeweis
gegeniiber einem traditionellen mathematischen Beweis fehlen. Ein traditioneller Beweis
vermittelt demnach nicht nur ein Wissen-dass, sondern auch eine Art iibergeordnetes
Anwendungswissen in Bezug auf die verwendeten Beweistechniken. Dieses Anwendungs-
wissen lésst sich auch zur Lésung anderer mathematischer Probleme verwenden, was auf

seine Relevanz in Bezug auf das Erkenntnisziel mathematischer Forschung hindeutet.

(Ad Hoc-Zwischenfrage: Would you say computer generated proofs provide

knowledge?)

»A computer generated proof tends to tell you just that the result is true
or false. But it lacks that extra amount of information that you have in a
traditional proof, which is something that you can use, for example, applying

similar techniques to different kinds of problems or so.“ (Int 1, S. 307)

Relevante Zitate aus Interview 2

168

(Would you like to comment on the scenarios?

When I'm saying ‘I know that Fermat’s Theorem is true’ or something like
that, this implies two very different possibilities. One, I have really worked
on this first myself. |...] Now, I'm completely convinced, I sort of know or
believe, I would say, that Fermat’s Theorem is true for such and such reasons,
roughly speaking my deep personal involvement with this proof. And the
second meaning of the same word ‘believe’ or ‘convinced’ in this case is that
I believe that Fermat Theorem is true because I just know the history of the
story. I know how Wiles announced his proof, I know that then, a mistake was
found, then Wiles and Taylor corrected it, and there were several seminars at
various points of the world working on it, and all participants were established
mathematicians who knew what they’re doing. Now I am convinced because
the proof has passed the general test: application, seminar studies, maybe
generalizations of the theorems. I am totally outside of it, [but| I know how
it was made, and I have a personal experience with some other results of the
same kind, I'm sure that this people worked honestly and correctly, I believe
that what we do is o.k. and Fermat’s Theorem is true. That’s approximately
how it works.“ (Int 2, S. 313)



Hier wird eine Unterscheidung zwischen zwei Arten getroffen, die Uberzeugung, dass p,
mithilfe eines Beweises zu begriinden: Im ersten Fall wird sie durch das aktive eigene
Erarbeiten eines Beweises fiir p begriindet. Damit ist, wie die Formulierung ,deep perso-
nal involvement“ nahelegt, etwas anderes als ein blofles aktives Mitwirken gemeint. Hier
scheint es darum zu gehen, dass das epistemische Subjekt durch sein tiefes persénliches
Eingebundensein in den inhaltlichen Beweisprozess, also das Fortschreiten der mathe-
matischen Argumentation, die relevanten mathematischen Zusammenhénge (wenn auch
nicht bis ins letzte Detail) kennt, in denen p zu anderen mathematischen Theoremen
steht, und die die Wahrheit des bewiesenen Satzes erkldren. Dazu muss das epistemi-
sche Subjekt insbesondere bei komplexen Forschungsresultaten auf dem entsprechenden

Gebiet bereits spezialisiert sein.

Im zweiten Fall wird die Uberzeugung, dass p, durch den detaillierten Nachvollzug
der Testgeschichte des Beweises, also des sozialen Beweisprozesses, begriindet. Dazu ist
einerseits ein ,knowing how* im Sinne des zweiten Teil des Zitates gemeint, welches
sich im Sinne eines soziologischen ,Wissen-wie“ interpretieren lésst: Das epistemische
Subjekt muss wissen, welche Stadien und ,, Tests“ ein mathematisches Argument im Laufe
eines Beweisprozesses erfolgreich durchlaufen haben muss, um als akzeptabel zu gelten.
Andererseits ist dafiir eigene mathematische Erfahrung des epistemischen Subjektes mit
verwandten, moglicherweise in Bezug auf Komplexitdt und verwendete Beweistechniken

dhnlichen, Fragestellungen gefordert.

Relevante Zitate aus Interview 4

(Do you have any comments on the scenarios?)

0 one thing: math is in a sense something personal. I'm not really interested
if other people understand something. So the questions of whether somebody
understands something don’t mean that much to me. Another question would
be: when do I think I understand something? This will probably depend on
lots of other things. [...] When I think or am enthusiastic that I proved
something, I don’t think that I proved something, or think that I understand
it. Certainly if it’s a relevant thing, during the next few weeks I would try to
shoot holes in it, look at it from different directions, through different angles,
ask questions why it is true, why it works this way, not that way. I would try
to convince myself that it’s actually true, that it has to be true, by looking

at it from different sides. |...| I'm only convinced that something is true if I
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look at it during a longer time, and half forget the thing, and reiterate the
argument later.* (Int 4, S. 324)

(Did you ever experience a similar scenario?)

I work a lot with intuition, the formulas and pictures combined together
to work out something. You have to be very careful with intuition, I always
need a longer time to check and work out the details. Often an intuition is
somewhat correct, it turns out to be almost always correct, but that’s not the
same as giving a detailed proof that other mathematicians can check. And

that is a more time consuming process.“ (Int 4, S. 325)

Subjektives mathematisches Versténdnis wird als das Haupterkenntnisziel des forschen-
den Mathematikers und gleichzeitig als notwendige Voraussetzung fiir eine subjektiv
gerechtfertigte mathematische Uberzeugung beschrieben. Wissen, warum p wahr ist, ist
Teil dieses mathematischen Verstdndnisses. Zu diesem Wissen-warum gehort die Klarung,
warum ein Beweis fiir p in einer bestimmten und nicht in einer anderen, moglicherweise
ebenfalls naheliegenden Weise funktioniert. Erst dadurch wird die Wahrheit von p und
die Korrektheit des Beweises fiir das epistemische Subjekt moglichst zwingend einsichtig;
es erlangt somit hinreichende (subjektive) Sicherheit, dass der Beweis keine schwerwie-
genden Fehler enthélt. Eine epistemisch relevante Fahigkeit des epistemischen Subjekts
zur Erlangung von Wissen-warum besteht in der Fahigkeit zum Perspektivwechsel (,look
at it from different directions, through different angles) in Bezug auf p und den vorlie-
genden Beweis fiir p. Ein solcher Perspektivwechsel kann konkret etwa darin bestehen,
dass innerhalb eines speziellen mathematischen theoretischen Uberbaus aus Definitio-
nen, Lemmata und bestimmten Beweistechniken (im Folgenden verwende ich statt des
etwas sperrigen Ausdrucks ,theoretischer Uberbau“ den auch im Deutschen geldufigen
englischen Ausdruck ,setting”) formulierte Resultate oder Beweise innerhalb eines ande-
ren settings reformuliert werden, um zu priifen, ob die Kernargumentation dort ebenfalls
Bestand hat. Das zweite Zitat weist in Bezug auf mdgliche kognitive Voraussetzungen
und die konkrete Ausgestaltung der Fahigkeit zu einem solchen Perspektivwechsel auf
den geiibten Umgang mit bildlicher Intuition und die Fahigkeit zur Ubersetzung bildlich-

intuitiver in detaillierte, sprachlich verfasste Argumente hin.
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Relevante Zitate aus Interview 5

(Did you ever experience a similar scenario?)

»,I used to envy mathematicians who can write down proofs they start to
believe once these proofs are on paper. There is a skill that mathematicians

have who do completely believe their written proofs.“ (Int 5, S. 327)

(What do you mean by ‘formal proof’?)

,One of my recent graduate students is almost incapable of writing down
proofs. But he really knows mathematical truths. He was my only student
whom I could ask about things that I didn’t know, and often he would come
up with an answer, and I would know that this is really true. The problem is
then to extract from him why it is true, which is the proof. If you can extract
from the pictures that it is true, from a general idea why it must be true, you
want to extract more and more detail. If you do this to the end, then you
have a full proof, but often, such things are rather deceptive. |...| There are

well respected mathematicians who are like this.“ (Int 5, S. 329)

(Can you make any sense of the term ‘formalizable proof’?)

A few years ago there was the millennium lecture by Michael Atiyah, where
he expressed some of his ideas about different approaches of how to do ma-
thematics, and how to get results which in the end are always called theorems
in mathematics. He says that there are two opposite approaches to this. One
is algebraic, and one is geometric. You do algebra when you need lot of ti-
me and almost no space. Which means, you do step by step calculations on
a small piece of paper with the aim to finish at a certain figure or certain
combination. And the opposite approach is the geometric one, which needs
space, and no time. You need to see a picture, just once, as a whole. This
just comes to you as a holistic picture, and you see that it is right. And then
you know that there is the theorem behind this picture. But to work out this
theorem, you would need algebra. So you would need time to put it in these
details. Both approaches are present in every day mathematical work, but

can be present in different people in different combinations.“ (Int 5, S. 330)

Auch hier wird von einem ,,Wissen-warum® als Basis gerechtfertigter beweisbasierter ma-
thematischer Uberzeugung gesprochen. ,Wissen, warum p wahr ist“ bedeutet dabei, einen

Beweis oder — je nach Glaubwiirdigkeit, Expertise des epistemischen Subjektes und der
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individueller Auspriagung seiner Art und Weise, mathematisch zu arbeiten — zumindest
eine allgemeine Beweisidee fiir p anfiihren zu kénnen, die den zwingenden Charakter der
fiir das Resultat wesentlichen mathematischen Zusammenhénge darstellt und die Kern-
argumentation fiir einen ausgearbeiteten Beweis liefern kann.

Das dritte Zitat beschreibt explizit zwei duale Arten und Weisen, mathematisch zu
arbeiten, die in der mathematischen Praxis besonders ausgepriagt sind: zum einen das
geometrische Arbeiten unter Berufung auf die mathematische Anschauung, die eine holi-
stische Einsicht mathematischer Zusammenhénge in einem einzigen Moment anhand von
bildhaften Vorstellungen erlaubt, und zum anderen das rein algebraische Arbeiten, also
das schrittweise Vollziehen regelgerechter Manipulationen von Symbolen.

Das Fallbeispiel des Studenten (der in diesem Sinne als Extremfall des,Voll-Geometers*
einzustufen wire) illustriert einerseits, dass Wissen-warum in der Regel erst durch Kom-
bination von algebraischem und geometrischem Arbeiten zustande kommt, und anderer-
seits, dass explizites Wissen-warum-p des epistemischen Subjektes zumindest in einzelnen
Féllen (wie etwa dem hier verhandelten eines glaubwiirdigen ,Voll-Geometers®) keine not-
wendige Bedingung fiir die positive Bewertung epistemischer Zuschreibungen beziiglich
p darstellt.

Relevante Zitate aus Interview 6

(Do you have any comments on the scenarios?)

I realize that I make quite a difference between knowing the mathematics
that have been established, like we know that the moon is a big rocky ball,
although I've never been there, and as far as I'm concerned it could be a
cheese. It’s sort of cultural heritage, and that’s a kind of knowledge that
makes it sure, while the more research kind of way is adding to this body of
knowledge, which is a quite different aspect. Then you are really putting a
brick on the building, and it’s something else than knowing that the bricks are
in the building. For instance, I know that certain theorems are true, although
I certainly don’t know the proof of them, like Fermat or something. If you
say ‘Is Fermat’s Theorem true?’, I say ‘yes’, if somebody sends me, as an
editor of a journal or whatever, a paper that they found a simple counter-
example, then I almost throw it away without looking at it, because I know
this is going to be nonsense. On the other hand, I have a much more delicate
opinion about knowing the things I’ve proved myself, because I know that we

make errors, and that I made errors, and that we have to correct them, and
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[sometimes| you cannot correct them, like with this counter-example to the
Jones conjecture.“ (Int 6, S. 337)

(Did you ever experience a similar scenario?)

,When doing my PhD thesis, I learned that I should be careful-of course, a
second year student knows that he should be careful, but you learn something
about the way to be careful, or rather the way that you have to understand
something. There are several sorts of levels of understanding in mathematics,
I think. If you see a proof then you start reading it, and say o.k., can I
understand all the implications. This can be very clear, or can sometimes
be a little bit blurred in that you are at the point of sort of believing it
rather than actually seeing it. If you ever write a paper yourself, then all
steps should be on the level of completely seeing it. So this picture story is
a little bit shady, right. In some sense he sees it, but then, apparently, not
really. Your own expertise, you sort of know at hopefully the deepest level,
but even there, you sometimes see that you actually find out that you never
looked at it in a right way. That’s what progress comes from, you realize that
you should look at it in a different way. And in the process of understanding
it happens that you have a definition, and that you think you understand it,
and that you come back to it for one reason, or somebody tells you something
about it, and that you realize that you never understood it at all but now
you understand it, at least that’s what you think. This maybe happens three
times with the same definition. I think that’s what happens in your scenario
with Tom, because apparently, he learned it pretty well, he knows the details,
but he maybe learned it by heart rather than by really understanding what’s
going on. Although he maybe thought that he was understanding what is
going on, but apparently he didn’t, in the sense that he could not apply it to
a theorem T5. Now he has a better understanding of it, that’s for sure. But,
if you come up with theorem T3, it’s not clear that he can do now everything
that can be done with it, or that his professor can do with it.“ (Int 6, S. 338)

Das erste Zitat lasst auf die Relevanz einer Differenzierung nach etablierten und noch
nicht etablierten mathematischen Theoremen sowie nach Kollektivwissen und fiir indi-
viduelles Wissen notwendiger gerechtfertiger Uberzeugung hinsichtlich der Frage nach
unterschiedlichen Rollen von ,Wissen-dass* und ,Wissen-warum* schlieffen: Individuelles
Wissen etablierter mathematischer Theoreme ist demnach oft ein tradiertes, iiber das

soziale Vertrauen in die Zuverlassigkeit der Testgeschichte eines Beweises begriindetes
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Wissen-dass, fiir welches Wissen-warum nicht notwendig ist und gegebenenfalls (ndm-
lich wenn es um Theoreme geht, die den eigenen Wirkungsbereich des epistemischen
Subjektes nicht betreffen) auch keine Rolle spielt.32®

Das zweite Zitat lasst sich so deuten, dass fiir individuelles Wissen nicht etablierter
mathematischer Theoreme, insbesondere eigener Resultate, dagegen inhaltlich-argumen-
tative beweisbasierte Rechtfertigung notwendig ist, die ein gewisses, der mathematischen
Expertise im jeweiligen Fachbereich angemessenes mathematisches Verstdndnis voraus-
setzt. Dieses mathematische Versténdnis wird als eine stufenweise Erkenntnisform be-
schrieben, der auf der niedrigsten Stufe das schrittweise Nachvollzichen der logischen
Schlussschritte eines Beweises entspricht. Auf hoheren Stufen beinhaltet mathematisches
Verstandnis eine Art Wissen-warum im Sinne des ,,Sehens” der fiir den Beweis relevan-
ten mathematischen Zusammenhénge. Das Ziel mathematischer Forschung bedeutet fiir
den individuellen praktizierenden Mathematiker eine moglichst hohe Versténdnisstufe
hinsichtlich des eigenen Spezialgebiets und eigener Resultate.

Das Erreichen hoherer Stufen mathematischen Verstédndnisses setzt, wie das Definiti-
ons-Beispiel andeutet, spezielle mathematische Fahigkeiten voraus: Um etwa eine mathe-
matische Definition unter der ,richtigen” oder zumindest einer angemesseneren Perspek-

tive zu betrachten, ist wieder eine Fahigkeit zum Perspektivwechsel vonnéten.3?9

Reduktion auf Kernaussagen zu Ausgangsfrage 2

Die Einzelinterpretationen der Zitate lassen sich auf folgende Kernaussagen zu Ausgangs-
frage 2 reduzieren:

Individuelle, auf der Basis eines Beweises inhaltlich-argumentativ (und nicht nur durch
die soziale Testgeschichte des Beweises) gerechtfertigte mathematische Uberzeugung wird
in der Praxis nur dann zugeschrieben, wenn das epistemische Subjekt, abhéngig von sei-
ner fachlichen Kompetenz und Reife, auch iiber ein gewisses mathematisches Verstandnis
verfiigt. Mathematisches Verstédndnis besitzt dabei verschiedene Stufen. Auf der niedrig-
sten Stufe, die fiir einen Forschungsmathematiker jedoch unangemessen ist, steht das
blofse deduktive Nachvollziehen der groben Argumentationsstruktur irgendeines Bewei-
ses fiir p. In Bezug auf noch nicht etablierte Theoreme, insbesondere eigene Resultate des
epistemischen Subjektes, ist eine hohere Versténdnisstufe fiir eine positive epistemische
Zuschreibung notwendig. Eine mdglichst hohe Verstdndnisstufe stellt ein wesentliches Er-

kenntnisziel mathematischer Forschung dar und ermoéglicht die hinreichende Sicherheit

328Hjer wird jedoch nichts iiber die Rollenverteilung von Wissen-dass und Wissen-warum fiir etabliertes
mathematisches Kollektivwissen gesagt.
329ygl. die Analyse der relevanten Zitate aus Interview 4, S. 169 f.
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vor essentiellen Argumentationsfehlern im Beweis und die Nutzbarkeit der Resultate in
anderen mathematischen Kontexten.

Hohere Verstédndnisstufen beinhalten ein ,\Wissen-warum* in folgendem Sinne: Zur Er-
langung tieferen mathematischen Verstédndnisses von p reicht es in der Regel nicht aus,
irgendeinen korrekten Beweis fiir p zu kennen. Das epistemische Subjekt benétigt dazu
vielmehr direkten subjektiven Zugang zu einer bestimmten Art der Beweisfithrung, die die
in Bezug auf p relevanten mathematischen Zusammenhénge aufzeigt und so die Wahrheit
von p und die Korrektheit des Beweises erklart und zwingend einsichtig macht. Dariiber
hinaus muss sie je nach Verstdndnisstufe einen Perspektivwechsel, d.h. die Neuformulie-
rung des Problems und der Kernargumentation in anderen mathematischen settings33°
und die Ubertragung der verwendeten Beweismethoden auf dhnliche mathematische Pro-
bleme méglich machen.33!

Das Erreichen einer hoheren Versténdnisstufe und der damit verbundene Erwerb von
Wissen-warum im obigen Sinne setzen somit aus erkenntnistheoretischer Sicht ein ,Wis-

sen-wie“ im Sinne des Vorliegens bestimmter Fahigkeiten des epistemischen Subjektes

330 Vgl. S. 170. An dieser Stelle lassen sich erste Riickschliisse auf epistemisch relevante Eigenschaften
mathematischer Beweise ziehen: Beweise, die dem mathematischen Verstdndnis férderlich sein sollen,
miissen so formuliert sein, dass spezifische Beweismethoden sichtbar, abstrahierbar und auf andere ma-
thematische Fragestellungen iibertragbar werden. Hochgradig formalisierte Computerbeweise etwa kon-
nen hier in der Regel nicht dienen, da diese héufig mit einer groffen Menge von Fallunterscheidungen
arbeiten, um in den einzelnen Féllen den Beweisaufwand auf blofses ,,Rechnen* reduzieren zu kénnen. Die
Bedeutung des Perspektivwechsels zur weiteren Sicherung und Vertiefung des Verstdndnisses eines ma-
thematischen Resultates wirft Zweifel an der vorrangigen epistemischen Relevanz formaler Beweise und
der Formalisierbarkeit von Beweisen fiir die Praxis auf: Mit einem Perspektivwechsel ist gerade nicht die
Riickfithrung auf ein fiir die gesamte Mathematik universelles Axiomensystem, etwa die ZFC-Axiome der
Mengenlehre, gemeint. Ein Perspektivwechsel besteht nicht in der Formalisierung des Ausgangsbeweises,
und die Moglichkeit zum Perspektivwechsel besteht nicht in dessen Formalisierbarkeit. Wahrend die For-
malisierung eine einheitliche Perspektive erzeugt, fordert man mit einem Perspektivwechsel das genaue
Gegenteil: Es kommt darauf an, das bewiesene Theorem und den Beweis aus verschiedenen Perspektiven
zu betrachten.

331Fine meiner Ansicht nach ganz dhnliche Sichtweise der Neugewinnung mathematischen Verstéind-
nisses wird — in Bezug auf Schulmathematik — in der Didaktik der Mathematik von Heinz Steinbring
diskutiert (vgl. etwa Steinbring [118]). Fiir ihn setzt insbesondere die Vermittlung mathematischen Ver-
stdndnisses, die ja auch eine Form des Neugewinns von Verstédndnis auf Seiten des Schiilers darstellt,
einen (alltags)gegensténdlichen Bezugsrahmen, bestehend aus begrifflichem Hintergrund und einer zu-
gehorige Handlungspraxis voraus, vor dem die abstrakten mathematischen Symbole und Schlussregeln
verstanden werden kénnen. Eine substantielle Ausweitung des bisherigen mathematischen Wissens des
Schiilers zieht einen Wechsel in einen umfassenderen oder auch einfach alternativen Bezugsrahmen nach
sich. Auch wenn ein neues Resultat im Rahmen des alten Bezugsrahmens bewiesen werden kann oder als
Grenzfall auftritt, heift dies noch nicht, dass es (allein) darin auch wirklich verstanden werden kann. Erst
der Bezugsrahmenwechsel ermoglicht ein Verstédndnis des neuen Resultates und dessen sinnvolle Einord-
nung in Bezug auf den alten Bezugsrahmen. In der mathematischen Forschungspraxis entsprechen die
unterschiedlichen begrifflichen settings diesen Bezugsrahmen. Hier handelt es sich dann nicht mehr um
(alltags)gegenstindliche Bezugsrahmen, sondern um begrifflich-theoretische Bezugsrahmen aus Notati-
on und Definitionen; anstelle der zugehorigen Handlungspraxis steht ein intuitiver, etwa geometrischer
Zugang zu diesen Begrifflichkeiten.
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voraus: Das epistemische Subjekt muss die in einem Beweis verwendeten Beweismethoden
bereits in einem Mafse beherrschen, das es ihm ermdoglicht, sie auf dhnliche mathematische
Probleme zu iibertragen.?3? Es muss auferdem iiber die Fihigkeit zum Perspektivwechsel
verfligen, d.h. wissen, wie sich mathematische Aussagen und Beweise generell von einem
setting in ein anderes iibertragen lassen, und welche Fallstricke dabei zu beachten sind.
Grundlegend fiir die Entwicklung dieser Féahigkeiten kdnnte unter anderem die basalere
Fahigkeit des wechselseitigen Zusammenspiels geometrisch-intuitiven und algebraischen

Denkens sein.?33

4.2.4 Interviewanalyse in Bezug auf Ausgangsfrage 3

Ausgangsfrage 3 lautete:

Was verstehen praktizierende Mathematiker unter formalen und formalisier-
baren Beweisen, und wie bewerten sie deren Relevanz in Bezug auf epistemi-

sche Zuschreibungen in der mathematischen Praxis?

Relevante Zitate aus Interview 1

(What is a formal proof or a formal derivation—what does it mean to you?)

A formal proof is something where every step of the argument is spelled
out as much as possible in a mathematical language, and where each step
of the argument can be checked by analyzing the formal language in which
it’s written. ‘Formalizable proof’ is not a term that I would use often. In
a sense, there has to be a kind of way to write a formal argument for any
kind of proof. Of course there are computer generated proofs, where it’s not a
mathematician who is writing a formal argument, so one might consider that
an exception or not, depending on whether you consider the algorithm that
produces the computer generated proof also as a kind of formal argument or
not. One can sometimes compress part of the argument in writing [not the
complete formal proof|, but in principle, it should always be understood that

everything can be sort of decompressed to make it as detailed as one wishes.

332Das Streben nach tieferem mathematischen Verstindnis durch konkrete Versuche, die in einem
Beweis verwendeten Methoden auf andere Problemfelder zu iibertragen, erh6ht dabei zugleich die Sou-
verdnitat des epistemischen Subjekts im Umgang mit den verwendeten Beweismethoden.

33330lche grundlegenden Fihigkeiten erscheinen hinsichtlich der verschiedenen mathematischen Teildis-
ziplinen universell; so hdngt die fruchtbare Verbindung von geometrischen und algebraischen Denkweisen
sicher nicht vom mathematischen Spezialgebiet ab.
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[One must make a| distinction between computer generated proofs as opposed

to proofs done in the more traditional way.“ (Int 1, S. 306)

(Ad Hoc-Zwischenfrage: Do you really believe that every proof that is accepted

by mathematicians, by the community, is decompressible?)

»,Normally, one only checks the final steps, or what is new in the argument,
and not what is used that was already known. These limits, the extent to
which you can really expand an argument completely—in principle one would
say that any argument could be expanded out and reduced to basic axioms,
and then constructed. But very often from basic axioms to an actual result,
there are lots of intermediate steps that rely on previous results and so on,
so, in terms of algorithmic time, if you want, it is certainly not feasible to
completely expand it out. So, I don’t think, realistically, one would really
do that all the time. Only in special cases where there is a proof which is
particularly controversial, one goes back and tries to check as many steps of
the chain, and realistically, it doesn’t really happen. Take a proof of a kind
that really involves a lot of tools. The general assumption is that things which
have been used in the literature, by a lot of people, and that are consistent
with a lot of other results—even in the process of checking very delicate proofs,
it’s not really expected that one should go back to step zero. There are just
too many things that are involved to do that. I don’t think anybody would
really feel that it’s truly necessary to do that.“ (Int 1, S. 307)

(What do you think about the proof of the classification of finite simple groups

in this context?)

| The proof of the classification problem of finite simple groups is| an example
where you have lots of parts that are computer generated. That’s a proof
which is much more difficult to check, because a lot of parts involve things
which are algorithmic, and in fact every once in a while, somebody finds that
there’s a problem. Usually, the problem is fixed, or the proof seems to be
robust, but it’s not the same kind of robustness that you have [in| theoretical
results which have been checked against a lot of other results, and where the
logical structure of the proof is more transparent. This is the main problem
with this kind of partly machine generated proofs: if you could be absolutely
sure that the algorithm is faultless, then [it] would be 0.k., but for something

which involves a lot of different algorithms doing different things, checking
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special cases and so on, the possibility of an oversight or something is very
high“  (Int 1, S. 308)

334 wird hier als ein gemiif syntaktischen Schlussregeln fiir eine for-

Ein formaler Beweis
male mathematische Sprache korrektes Argument beschrieben, in dem jeder Schluss-
schritt explizit gemacht ist und das nur eine gewisse Menge von Basis-Axiomen voraus-
setzt. Darunter fallen computergenerierte Beweise, sofern man den zugrundeliegenden,
den Computer-Beweis erzeugenden Algorithmus als ein formales Argument betrachtet.

Ein Beweis ist fiir Interviewpartner 1 formalisierbar, wenn er bis in beliebig kleine
formale Details entfaltbar (,decompressable”) bzw. ausweitbar (expandable”) ist. Diese
Wortwahl ldsst offen, ob ein formalisierbarer Beweis die formalen Details bereits im en-
geren Sinne implizit enthélt, oder ob er nur — etwa von einem hinreichend beféhigten
mathematischen Logiker — entsprechend vervollstéandigt werden kann.

Formalisierbare Beweise werden als abstraktes Paradigma33® beschrieben, mit dem
jedoch keine konkreten, expliziten Handlungsanweisungen oder -mafistédbe fiir die ma-
thematische Praxis verbunden sind: Im Prinzip sollte man davon ausgehen, dass jeder
mathematische Beweis formalisierbar ist; dies wird zumindest als die tibliche Sichtweise
in der mathematischen Praxis ausgewiesen. Dabei wird der Ausdruck ,formalisierbar® in
der Praxis aber kaum explizit verwendet. Die Frage, ob ein Beweis formalisierbar ist oder
nicht, ist nicht Teil des mathematischen Diskurses — es wird einfach implizit angenommen,
dass die Antwort darauf positiv ist bzw. zu sein hat.

Die tatsédchliche Formalisierung im traditionellen Stil formulierter Beweise wird als
unrealistisch, d.h. aus Zeitgriinden unmoglich, beschrieben; zudem wird sie aber auch
als nicht notwendig erachtet, da sie keinen epistemischen Vorteil mit sich bringt. Hier
lasst sich das explizit fiir computergenerierte Beweise Gesagte auf formale Argumente
in gewissem Sinne iibertragen: ein formalisiertes Argument ist schlecht iiberpriifbar. Die
Lange und Uniibersichtlichkeit eines formalen Argumentes erhhen die Wahrscheinlich-
keit, dass Detailfehler iibersehen werden. Diese konnen aber, im Unterschied zu einem
traditionellen mathematischen Beweis, bereits starke Auswirkungen auf die Korrektheit
des formalen Beweises haben. Ein formales Argument ist in diesem Sinne nicht robust
genug. Dagegen ist die logische Struktur von traditionellen Beweisen transparenter. Das

macht sie einerseits gegeniiber kleineren Detailfehlern robust, denn der strukturelle Argu-

334Tm Folgenden verwende ich die Ausdriicke ,formaler Beweis* und ,formalisierbarer Beweis* stets
im Sinne des jeweiligen Interviewpartners. Die verschiedenen Verwendungsweisen werden erst bei der
Reduktion auf Kernaussagen zu Ausgangsfrage 3 zusammengefiihrt.

335Hier verwende ich den Ausdruck ,Paradigma® nicht in einem speziell wissenschaftstheoretischen Sin-
ne, etwa in dem des kuhnschen wissenschaftlichen Paradigmas, sondern in seiner engeren Wortbedeutung
als ,Vor- oder Leitbild“ oder ,Muster*.
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mentationsverlauf wird dadurch in der Regel nicht beeintréchtigt. Andererseits verkiirzt
dies die Uberpriifungsdauer, da sich neue Argumentationsschritte gut von verwendeten
bereits bekannten Resultaten oder Beweismethoden unterscheiden lassen. Im Detail ge-
priift wird nur, was neu und noch nicht etabliert ist; Resultate oder Methoden, die durch
héufige Anwendung in der Literatur als hinreichend bekannt gelten diirfen und mit ge-

niigend anderen Resultaten konsistent sind, werden ohne weitere Priifung akzeptiert.

Relevante Zitate aus Interview 2

(What is a formal proof or a formal derivation—what does it mean to you?)

A formal proof is an ideal construct. You practically never see a formal proof
of anything at all, because if anything is a little bit interesting, a formal proof
would be so long that you would never be able to concoct it, to write it down,
then to read it and so on. So formal proofs are abstractions, like an abstract
group or a topological space or whatever, but it is an abstraction which is very
essential for the self-consciousness of mathematicians. It is an abstraction to
which we recede each time we ever present something that we think is a correct
proof. Correctness means that somewhere at the bottom there exists a formal
proof, which is a translation of my or somebody else’s informal proof-there it
leaks, there everything is explicit, all axioms, all logical steps, and there it is a
text written. A formalizable proof is exactly a correct proof which is done in a
more or less accepted context, and more or less accepted context means [any]|
account of set theory or category theory, or something like that, plus rules
of logic of such and such form, or things like that. So a formalizable proof is
an acceptable proof in one of these universes. If something is obviously non
formalizable, then to me it will be obviously not an acceptable proof. That
would be an intuitive reasoning, or a sketch of something that might become

a proof some time, but it’s not a proof.“ (Int 2, S. 314)

(Would you say that every proof that is accepted by the community is forma-
lizable?)

,Of course, that’s my belief, and one should say that this is a hygienic belief.
That’s more or less a definition of what we, as mathematicians, as a commu-
nity, are thinking about or speaking about when we are talking about proofs.*
(Int 2, S. 314)
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(Would you say that formal proving played an important role in one of these

scenarios?)

wYes, in so far as we are really speaking about mathematicians, or aspiring
mathematicians, not just students that would like to pass this particular exam
and then to become journalist or something like that, formal proof played a
role, although in all of the situations, except for probably Mates’ situation, it
was in the background. Mates is a mathematician who knows what is a proof,
he can estimate what time he needs to move from the stage when he has a
convincing sketch to the full proof, so certainly, the notion of formal proof is
somewhere in the background.“ (Int 2, S. 314)

Fiir Interviewpartner 2 sind in einem formalen Beweis alle verwendeten Axiome und
logischen Schlussschritte explizit, das verwendete Axiomensytem muss dabei ein in der
mathematischen Gemeinschaft weitestgehend akzeptiertes wie das der Mengen- oder Ka-
tegorientheorie sein. Ein formaler Beweis wird dabei als abstraktes Konzept im Sinne
einer idealen Konstruktion beschrieben, die schon allein aus praktischen Griinden in der
Praxis konkret nicht realisierbar ist, denn formale Beweise fiir Theoreme der hoheren
Mathematik wéren in der Regel zu lang und komplex, um fiir den Menschen kognitiv zu-
ganglich zu sein. Formale Beweise stellen in der mathematischen Praxis ein normatives
Paradigma dar, welches insbesondere als essentiell fiir das Selbstverstdndnis praktizie-
render Mathematiker bewertet wird.

Ein formalisierbarer Beweis wird als informelles Argument beschrieben, von dem man
unter Mathematikern so spricht, als ob eine Formalisierung, also eine Ubersetzung in
einen zugrundeliegenden korrekten formalen Beweis, existierte. So lasst sich sinnvoll von
der ,Korrektheit* eines informellen Beweises, eine Eigenschaft, die fiir informelle Ar-
gumente nicht streng definiert ist, sprechen. Ein Beweis wird von Mathematikern als
offenbar nicht formalisierbares Argument beurteilt, wenn es sich in zu hohem Mafse auf
Intuitionen beruft oder zu skizzenhaft, also in zu geringem Mafke detailliert ausgearbeitet
ist. Ein Beweis, der in diesem Sinne offensichtlich nicht formalisierbar ist, gilt als nicht

akzeptabel und wiirde von praktizierenden Mathematikern zuriickgewiesen.

Relevante Zitate aus Interview 3

(Did you ever experience a similar scenario?)

“I think that’s the way mathematics works. On the one hand there is a kind
of general agreement among mathematicians about truth in mathematics and

correctness of proofs, but when you write down proofs yourself, you always
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write them down in an informal way and not in a completely formalized way,
so you may have overlooked things. Only if other mathematicians look at
the proof-as many as possible-the certainty that the proof is correct and the
theorem is true will increase. [...| A way around is to write down completely
formalized proofs, but that’s usually too tedious to do, or to work with com-
puterized proofs—well, that’s a new development, I have no experience with
this.“ (Int 3, S. 319)

(What is a formal proof or a formal derivation—what does it mean to you?)

,That every logical step is inside the proof, so it must also be very phrased
in logical terms.“ (Int 3, S. 320)

(What would you call a formalizable proof?)

,I tend to believe that every correct mathematical proof is also formalizable,
but say for the proof of Fermat’s Last Theorem, it may be a very long job to
do that.“ (Int 3, ebd.)

(Would you say that the proof about the classification of finite simple groups

is a formalizable proof?)

,] may distinguish between formalizable and correct. While you are forma-
lizing it may turn out that it’s not correct, but I think in principle, it’s

formalizable, this classification of finite simple groups.“ (Int 3, ebd.)

(What does ‘in principle’ mean?)

,With the present technology, or just by hand, it may not be doable for one
person in a lifetime and maybe even for the group of people who have been
working on this it may not be doable, but with advanced future computer

technology it may be doable.“ (Int 3, ebd.)

(Would you call non-formalizable proofs still rigorous?)

I believe—but that’s maybe somewhat naive—that every proof is formalizable,
every correct proof.“ (Int 3, S. 321)“ (Int 3, S. 321)

Ein formaler Beweis ist laut Interviewpartner 3 ein Argument, das in einer formallogi-
schen Sprache verfasst ist, und in dem jeder logische Schlussschritt explizit gemacht wur-
de. Eine Definition von ,formalisierbarer Beweis wird nicht angegeben, es werden jedoch

drei Punkte beziiglich der epistemischen Relevanz von Formalisierbarkeit angesprochen.
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Zunichst wird die zugleich als naiv entschuldigte Einstellung gedufsert, dass jeder kor-
rekte und auch jeder akzeptable mathematische Beweis in gewissem Sinne formalisiert
werden kann, wenn auch nicht unbedingt innerhalb eines iiberschaubaren Zeitrahmens.
Diese Einstellung basiert auf dem Glauben, dass ein generelles Einvernehmen innerhalb
der mathematischen Gemeinschaft dariiber herrscht, dass ein als korrekt oder akzepta-
bel ausgewéahlter Beweis zumindest im Prinzip formalisisierbar sein sollte. Die Naivitat
der Einstellung besteht darin, dass unklar bleibt, wie und warum sich eine solche zwar
einvernehmliche, aber doch abstrakte Formalisierbarkeitsforderung in der konkreten Aus-
wahl der akzeptierten Beweise tatsdchlich niederschligt, obwohl diese Beweise de facto
nie (vollstdndig) formalisiert und haufig génzlich informell prasentiert werden.

In Bezug auf das Begriffspaar ,formalisierbar” und ,korrekt wird, leicht unterschied-
lich zu Interview 2, zwischen Formalisierbarkeit und Korrektheit in folgendem Sinne
unterschieden: Ein akzeptables informelles mathematisches Argument muss im Prinzip
formalisierbar sein. Damit wird konkret etwas weniger als die Ubersetzbarkeit in ein
korrektes formales Argument gefordert: Wahrend des Formalisierungsprozesses diirfen
Fehler im Ursprungsargument aufgedeckt werden, ohne dessen Akzeptanz zu beeintréch-
tigen, solange diese durch hinreichend kleine argumentative Abweichungen prinzipiell
,wegformalisiert* werden konnten; hierbei wird noch nicht einmal gefordert, dass die-
ses Wegformalisieren mit den aktuellen Mitteln der mathematischen Forschung bereits
moglich ist. Die Beziehung zwischen dem informellen Argument und seiner (potentiellen)

Formalisierung wird hier also nicht so eng gekniipft wie im Fall von Interviewpartner 2.

Relevante Zitate aus Interview 4

(What is a formal proof or a formal derivation—what does it mean to you?)

»In a sense, I don’t know what a [formal proof is|. I'm happy when I'm convin-
ced that something is true. No mathematician works from axioms, and clearly
indicates what at each step goes into it, and what’s the conclusion to the next
step, it no longer works that way. The ‘formal proof’ is probably different for
different mathematicians, you asked what it means for me, I think. It’s a bit
hard to tell. |...| In practice, you don’t always write down every tiny detail,

because that takes too much paper.“ (Int 4, S. 325)

Nur als negative Formulierung findet man hier eine der iiblichen Definitionen von ,forma-
ler Beweis“ als Schritt-flir-Schritt-Beweis, in dem jedes logische Detail explizit gemacht
wurde. Diese Charakterisierung wird aber direkt mit der Aussage verbunden, dass for-

male Beweise in diesem Sinne keine Rolle fiir die heutige mathematische Beweispraxis
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spielen, und dass man die genaue Definition von ,formaler Beweis“ nicht einmal kennen
muss, um Mathematik erfolgreich praktizieren und andere Mathematiker von den eige-
nen Resultaten iiberzeugen zu kénnen. Es wird dennoch indirekt angesprochen, dass die
intendierte Rolle formaler Beweise fiir die mathematische Praxis die eines Leitbildes fir
das gute Fiihren von Beweisen sein mag. In der Praxis spielt ,formaler Beweis“ diesbe-
ziiglich tatséchlich allenfalls die Rolle einer Bezeichnung. Dies hat zwei Griinde: Zum
einen sind formale Beweise untkonomisch, sie verbrauchen ,zuviel Papier”, also zuviel
Zeit zum Aufschreiben, Begutachten und lesendem Nachvollziehen. Zum anderen sollten
Richtlinien fiir eine gute Beweisfiihrung zumindest im Detail subjekt-sensitiv aufgefasst

werden, sie werden von Mathematiker zu Mathematiker verschieden ausformuliert.

Relevante Zitate aus Interview b

(Did you ever experience a similar scenario?)

I personally don’t really believe in written proofs because it is only theore-
tically possible to check a proof line by line, and so get confident that it is
correct. [...] I don’t believe that it is possible to have a really big theorem
checked line by line.“ (Int 5, S. 327)

(You said that a mathematical proof is not a formal proof, and that a mathe-
matical proof does not work in a formal way—what do you mean by ‘formal
proof’?)

+Well, you see, |...]| I even teach students what formal proof is, we are suppo-
sed to know what proof is. And the definition as such is that you have some
sort of well written system of axioms that are in the foundations of your
theory, or are given to you, and you have sort of fixed or well understood in-
ference rules, and you work within this framework, and step by step produce
the facts, and end up with a theorem. It is a grossly simplified definition of
what happens in practice. Of course in practice, we know that there are now
proofs that are ten thousand pages long. It is now a kind of matter of belief

that people really believe that basically it is correct.“ (Int 5, S. 329)

(Would you say that, in principle at least, all mathematical proofs that are

accepted are formalizable?)

I don’t expect proofs of real mathematics, mathematics that are of interest to
people, that people work on to extract knowledge, and not just test examples

or highschool examples, to be formalizable—in real terms. Even if it is possible
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in theory, but even this I doubt, it is clearly impossible in practice to put
anything real in a formal proof. In practice, there is always room for small
errors, because many people are working on this, because it is a multi-layer
system. Even if you are hundred percent sure in these last steps that you
yourself have done, you used someone’s previous small blocks and statements.
[In the end, you have to clarify| whether you understood the meaning of this
in the same way, or whether there was a slight difference in understanding.
So, there is always some room for your system having a probability of some
error inside. Each of this errors could be corrected, and basically it is a correct
system. But correct in the same way as a complex system written down by
maybe hundreds of people: It is written down as a formal system, one by one,
and each of this can be checked and understood. But altogether it is above
of our ability to understand.“ (Int 5, S. 331)

[In einem Nachtrag nach Beendigung dieses Interviewabschnittes:|

I think that we still do believe-maybe I shouldn’t think of myself as a ma-
thematician if I don’t—that the proofs are formalizable. I think we act on the
assumption that the proofs we produce are formalizable. Although, of course,

formalizable not in real time.“ (Int 5, S. 332)

(A number of participants from the survey study answered in the following
way: [Beschreibung des Antwortverhaltens von Cluster 1 und 3 zu Szenario 1]
Would you say these answers are consistent? Would you briefly explain your

own answers [entspricht Cluster 2]?)

»Some statements can be false in their formal interpretation, but in the way
of what you really want to know about the things they can be and should be
corrected; in this form they’re right. If the theorem has some history, if it is
not just some superficial statement which has answers ‘yes’ or ‘no’, and that
actually nobody worked with, then of course the right answer would be that
once you have shown a counter-example, then you give up and say ‘that’s it’.
But if it is really a deep statement, then it often can be a case that it can be

salvaged from an existing proof.“ (Int 5, S. 333)
Ein formaler Beweis wird im Sinne der mathematischen Logik definiert, eine explizite

Definition von ,formalisierbar wird nicht gegeben. Die weiteren Ausfiihrungen lassen

aber Schliisse auf notwendige Bedingungen fiir die Formalisierbarkeit eines Beweises zu.
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Die epistemische Bedeutung formaler Beweise wird hauptsédchlich in Bezug auf die
Ausbildung von Mathematikstudenten hin betont — der formale Beweis dient hier als
Lehr- und Lernvorlage dafiir, ,was ein Beweis ist“. In Bezug auf die reale mathematische
Praxis wird das Konzept des formalen Beweises aber als eine zu grobe Vereinfachung des

dort verwendeten Beweiskonzeptes angesehen.

Die Eigenschaft der Formalisierbarkeit im Sinne einer Schritt-fiir-Schritt-Ubertragbar-
keit in ein formales Argument wird als ein abstraktes, aber eigentlich {iberholtes Paradig-
ma der mathematischen Beweisfithrung beschrieben, welches kein direktes Priifkriterium
flir akzeptable informelle Beweise liefert. Interessante mathematische Beweise der ak-
tuellen Forschungspraxis, die von epistemischer Bedeutung sind, werden sogar als nicht
formalisierbar angesehen, ohne dass deshalb die Stabilitdt des mathematischen Wissens-

korpus angezweifelt wiirde.

Es werden zwei verschiedene Arten des ,,Nicht-formalisierbar-Seins“ angesprochen: er-
stens die epistemisch-temporale Unmoglichkeit, umfangreiche Beweise der aktuellen ma-
thematischen Forschung innerhalb des Wirkungszeitraums eines Mathematikers oder ei-
ner Forschungsgruppe zu formalisieren. Zweitens wird aber auch die epistemische Un-
moglichkeit betont, die Komplexitdt der Verwebung von alten mit neuen Techniken und
Resultaten innerhalb eines Beweises tief genug zu durchdringen, wie es fiir eine vollstin-
dige Formalisierung nétig ware. Fiir eine vollstdndige Formalisierung eines informellen
Beweises reicht die Formalisierung aller verwendeten Resultate und Techniken fiir sich
und, davon unabhéngig, die Formalisierung der neu hinzugefiigten Beweisschritte nicht
aus. Dariiber hinaus miisste jede verwendete Definition sowie jeder anderweitig bereits
bewiesene Satz und dessen Beweis im setting®3% des in Frage stehenden neuen Bewei-
ses hinreichend gut und ggf. sogar dquivalent reformuliert bzw. rekonstruiert werden. Die
Moglichkeit dazu wird im dritten Zitat aber mit Verweis auf die gewachsene Komplexitét

und Ausdifferenzierung des mathematischen Wissenskorpus allgemein in Frage gestellt.

Im Nachtrag wird die soeben dargestellte Einschétzung der Relevanz von Formali-
sierbarkeit leicht revidiert: Die mathematische Gemeinschaft beruft sich im Kern ihres
Selbstverstandnisses immer noch auf die prinzipielle Formalisierbarkeit ihrer Beweise; die
Einschrankung ,prinzipiell* wird gemeinhin nur als epistemisch (im Sinne eines fiir das
epistemische Subjekt uniiberschaubaren Zeitrahmens) aufgefasst. Die Annahme, dass alle
akzeptierten Beweise zumindest prinzipiell formalisierbar sind, bildet einen theoretischen

Ausgangs- und Zielpunkt der handelnden mathematischen Forschungspraxis.

336ygl. S. 170.
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Relevante Zitate aus Interview 6

186

(What is a formal proof or a formal derivation—what does it mean to you?)

»Huh, formal proof. Actually, I don’t think I ever used that phrase. Let me
explain what I would not consider a formal proof. A proof where there is
somewhere the sentence ‘it is easy to see that’ or ‘it is left as an exercise to
the reader that’ is not a formal proof. A formal proof is a proof that everyone
working in the field from graduate students—or maybe even master students—
would recognize as a correct proof. I mean, this is probably not a definition
that you can really do something with. I think a proof tries to explain why the
theorem is true, or why the author thinks the theorem is true, and so, I would
rather say what is a good proof than what is a formal proof. I know about this
sort of computer aided proofs that are terrible, and they’re probably quite
formal. I think that is a formal proof, and first of all I know nothing about
this kind of things, and second I think that it is completely useless for serious
mathematics.“ (Int 6, S. 339)

(Can you make any sense of the term ‘formalizable proof’?)

,That is maybe my good proof. That would mean a proof that could be made
into a formal proof, for which you could figure out an algorithm to make it
a formal proof. I think about what I learned about computer programming
long time ago, that a computer language, as these rules, can be something
or something else. |...] The correctness of the programme comes from the
fact that these rules eventually end up with sort of the empty set, and in
some sense that is maybe also mathematics, that if you really understand it,
it turns out to be nothing at all. [...] The formalized proof would be the
whole reduction of the statement of the theorem, through all these rules, and
bringing in the axioms et cetera, to something that would be empty set in
the end. Of course nobody does that, and then a formalizable proof would be
sort of a proof that would help ordinary people to do this process, sort of a
set of rules that would enable you to get at this formal things in finite time,

in the sense of years or something. (Int 6, S. 340)

(Would you say formal proving played a role in any of these scenarios?)

,»,No. Certainly not. Otherwise they would have known it for sure all the time,

if they had been able to give a formal proof. I think actually that if you



take any theorem here it’s impossible to write down a formal proof, humanly

speaking. Maybe it’s possible to write a programme.* (Int 6, S. 341)

(Would you say that all accepted proofs in mathematics are formalizable?)

,It cannot be that all [accepted| proofs are formalizable. If formalizable ac-
tually assumes that the theorem is true, then it can’t be true. But I think they
look like formalizable proofs. I don’t know how they do that, but I think that
all the people who have looked at these proofs think they are formalizable.*
(Int 6, S. 341)

Interviewpartner 6 betont, dass der Ausdruck ,formaler Beweis“ in der mathematischen
Praxis in dem Sinne ungebréauchlich ist, dass die Unterscheidung zwischen formalen und
informellen Beweisen nicht dazu verwendet wird, eine der beiden Beweisarten vor der
anderen als besonders niitzlich oder wertvoll auszuzeichnen. Stattdessen wird von guten
Beweisen als einer ausgezeichneten Klasse von informellen Beweisen gesprochen, deren
besonderes Merkmal ihre Erklarungsleistung hinsichtlich des bewiesenen Theorems ist.
Diese Erkldrungsleistung ldsst sich im Sinne der in den Kernaussagen zu Ausgangsfrage
2 (vgl. S. 174) spezifizierten Redeweise von ,Wissen-warum* deuten.

Ein formaler Beweis wird zunéchst als ein mathematisches Argument beschrieben, dass
keine substantiellen Liicken enthélt, und das von hinreichend hoch qualifizierten Mathe-
matikern des zugehorigen mathematischen Spezialgebiets als korrekt erkannt wird. Diese
Beschreibung wird spéter durch Riickgriff auf die Terminologie formaler Sprachen und
Ableitungssysteme verschérft: Ein formaler Beweis reduziert das zu beweisende Theorem
auf die zugrundeliegenden Schlufiregeln und Axiome, indem er dieses als regelgerechte
formale Ableitung aus einer leeren Primissenmenge3” ausweist. Tatsichliche Forma-
lisierungen komplexerer mathematischer Resultate werden als auferhalb menschlicher
Moglichkeiten eingeschétzt, und liegen, obwohl sie sicheres Wissen garantieren konnten,
nicht im Fokus des mathematischen Interesses. Im Gegenteil werden etwa computerge-
stiitzte Beweise, die auch komplexe Formalisierungsprojekte verwirklichen kénnen, als fiir
eine serivse mathematische Praxis nutzlos bewertet. Ein formaler Beweis ist zwar eine
objektiv hinreichende Rechtfertigung fiir das, was auch ein guter Beweis vermitteln soll,
némlich die zwingende Wahrheit des bewiesenen Theorems in Bezug auf die zugrundege-
legten Axiome. Konkrete formale Beweise rechtfertigen dies einfach durch ihre Existenz,

die zeigt, dass das Theorem ohne weitere Annahmen allein aus den zugrundegelegten

337Mit Pramissen sind hier Annahmen gemeint, die zusitzlich zu den verwendeten mathematischen
Axiomen gemacht werden.
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Axiomen logisch folgt. Im Unterschied zu einem guten Beweis machen sie fiir einen prak-
tizierenden Mathematiker in der Regel jedoch nicht subjektiv einsichtig, warum das so
(und nicht anders) ist.

Ein formalisierbarer Beweis wird als ein von einem einzelnen Mathematiker dem Um-
fang nach prinzipiell nachvollziehbares Argument definiert, das durch einen Algorithmus
— also mechanisch — in einen formalen Beweis iiberfiihrt werden kann. Ein formalisier-
barer Beweis stellt selbst eine Art Ableitung in einem spezifischen, auf ein formales
axiomatisches Basissystem reduzierbaren Regelsystem dar. In diesem Sinne hat ein for-
malisierbarer Beweis stets eine wahre Konklusion, was als Begriindung dafiir angefiihrt
wird, dass nicht alle akzeptierten Beweise in der mathematischen Praxis tatsachlich for-
malisierbar sein konnen. Im Riickschluss werden also auch Beweise akzeptiert, die eine
falsche Konklusion besitzen und daher fehlerhaft sein miissen. Eine zuverlassige direk-
te Priifung der Formalisierbarkeit eines Beweises scheint jedoch fiir die Beurteilung von
mathematischen Beweisen in der Praxis gar nicht relevant zu sein. Formalisierbarkeit
spielt eher implizit eine Rolle fiir die Akzeptanz mathematischer Beweise in der Praxis,
indem akzeptable mathematische Beweise in gewisser Hinsicht, also vermittels anderer
Giitekriterien, auf im engeren Sinne formalisierbare Beweise verweisen, ohne dass ad hoc
explizit beschrieben werden konnte, wie dies von Statten geht. Bildlich gesprochen ,se-
hen akzeptable Beweise formalisierbar aus, und iiberzeugen so Mathematiker von ihrer

Formalisierbarkeit.

Reduktion auf Kernaussagen zu Ausgangsfrage 3

Die Einzelinterpretationen der Zitate lassen sich auf folgende Kernaussagen zu Ausgangs-
frage 3 reduzieren:

Ein formaler Beweis wird im allgemeinen als korrekte Ableitung in einem von der
mathematischen Gemeinschaft akzeptierten formalen Axiomen- und Regelsystem, etwa
einem gebriuchlichen formalen System der Mengenlehre, beschrieben.?3® Formale Bewei-
se werden auch mit Computerbeweisen oder computergestiitzten Beweisen in Verbindung
gebracht: Mit diesen teilen sie, einen fehlerfreien Computeralgorithmus vorausgesetzt, die
Eigenschaft, liickenlose formal korrekte Argumente zu sein, die in einem mathematisch
préazisen Sinne fiir ihre Konklusion garantieren. In erkenntnistheoretischer Terminologie
sind sie damit als mogliche Kandidaten fiir die epistemische Rechtfertigung mathemati-
scher Aussagen in zweierlei Hinsicht infallibel: Sie sind vor dem Hintergrund des gewéhl-

ten formalen Systems unangreifbar und haben stets, die Wahrheit der Axiome vorausge-

338 Also im Sinne der bisherigen Verwendung des Ausdrucks ,formaler Beweis* im Rahmen dieser Arbeit,
vgl. S. vii.
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setzt, wahre Konklusion. In der Regel sind formale Beweise jedoch uniibersichtlich, ihre
logisch-argumentative Struktur ist als Ganze nicht transparent, und ihre systemrelative
formale Korrektheit ist wenig robust gegeniiber Detailfehlern.

Auf der einen Seite wird der formale Beweis als ideale Form des mathematischen Bewei-
sens beschrieben, als ein abstraktes Leitbild, das in gewisser Hinsicht jedem konkreten
mathematischen Beweis zugrunde liegt. Dieses Idealbild des mathematischen Beweises
wird auch als Lehr- und Lernvorlage zu Beginn des Mathematikstudiums verwendet;
ein Forschungsmathematiker arbeitet damit jedoch nicht im Sinne einer von auffen vor-
gegebenen Vorlage, sondern hat das Konzept des formalen Beweises in der Regel in-
ternalisiert. Die intendierte epistemische Funktion des formalen Beweises besteht dabei
darin, das ungenaue Konzept der Korrektheit informeller Beweise zu schérfen und so
die Kohérenz oder sogar Konsistenz des de facto auf informellen Beweisen aufbauenden
mathematischen Wissenskorpus zu sichern.?3” Dieser intendierten Funktion steht aber
die bereits erwdhnte epistemische Unzuldnglichkeit komplexer formaler Beweise entge-
gen, die je nach Komplexitédt sowohl einzelne epistemische Subjekte als auch ganze For-
schungsgruppen oder Mathematikergenerationen betrifft. Sie besteht zum einen in dem
Mangel an struktureller Transparenz, welche die argumentative Gesamtstruktur eines
komplexen formalen Beweises schwer erfassbar macht, und in einem Mangel an Robust-
heit formaler Beweise gegeniiber Detailfehlern. Zum anderen besteht diese epistemische
Unzulanglichkeit darin, dass eine konkrete Formalisierung der meisten Beweise, die in
der mathematischen Forschungspraxis tatséchlich als akzeptabel gelten, aus Zeit- und
Komplexitatsgriinden zumindest epistemisch unmoglich ist.

Auf der anderen Seite wird der Ausdruck ,formaler Beweis“ (in der oben beschriebe-
nen Bedeutung) in der mathematischen Praxis daher eher als eine Bezeichnung fiir das
Leitbild guter mathematischer Beweisfithrung gebraucht. Diese Bezeichnung wird im ak-
tuellen mathematischen Forschungsdiskurs kaum noch verwendet, taucht jedoch immer

wieder in Aussagen zum Selbstverstindnis der mathematischen Gemeinschaft auf.34°

339Djie vage Formulierung ,Kohirenz oder sogar Konsistenz® wurde von mir mit Bedacht gewéhlt. Die
Interviewpartner haben keinen der beiden Ausdriicke explizit verwendet, und wéaren wortlich vielleicht
besser durch die Wendung ,.ein gewisser Zusammenhalt* wiedergegeben. Eine Spezifizierung der Art die-
ses Zusammenhalts wirft aber sofort die Frage nach Kohérenz versus Konsistenz auf. Nun ist historisch die
besonders von David Hilbert starkgemachte Konsistenzsicherung durch Formalisierung aber prominent
an den Godelschen Sétzen gescheitert, weshalb man hier besser von Kohérenz statt Konsistenz sprechen
sollte. Andererseits scheinen Mathematiker eher eine pragmatisch abgeschwiichte Konsistenzkonzeption,
etwa im Sinne von ,konsistent auf Widerruf“, im Sinn zu haben, wenn sie von Konsistenzsicherung durch
Formalisierbarkeit sprechen. Ich mochte diese Debatte jedoch weder hier noch an anderer Stelle vertiefen,
und die entsprechende Einordnung der an dieser Stelle angestellten Uberlegungen explizit offen lassen.

3401 Bezug auf die in Kapitel 3 behandelten Umfrageergebnisse passt diese Diagnose zu den in 3.1.4
und 3.3.1 diskutierten Spannungen zwischen den Antworten auf Fragen zum abstrakten Beweisbegriff
und der Interpretation der Antwortcluster zu den Szenarien .
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In Bezug auf die Frage nach der Bedeutung von ,formalisierbarer Beweis* erweisen
sich die Aussagen der einzelnen Interviewpartner auf der zweiten Interpretationsebene
als besonders spannungsreich: Der Ausdruck ,,formalisierbarer Beweis® tritt in zwei un-
terschiedliche Sprechweisen auf, fiir die ich im Folgenden eine Unterscheidung zwischen
ontischer Formalisierbarkeit und epistemischer Formalisierbarkeit vorschlage. Diese bei-
den unterschiedlichen Formalisierbarkeitskonzepte werde ich im Rahmen der hier ange-
strebten Reduktion der einzelnen Interviewanalysen auf Kernaussagen nur umschreiben,
eine explizite Definition erfolgt unter Aspekt (VII) in Abschnitt 4.3.

Ein ontisch formalisierbarer Beweis ist ein informelles mathematisches Argument, des-
sen implizite Argumentationsschritte durch sprachliche Verfeinerung der Argumentation,
also z. B. durch Trennung von sprachlichen Argumentationsebenen, hinreichend explizit
gemacht werden konnen, so dass das gesamte Argument anschliefsend rein mechanisch in
einen im obigen Sinne formalen Beweis {iberfiihrbar ist. Ontische Formalisierbarkeit kann
als spezielle Variante der in Abschnitt 2.3.1 eingefiihrten Formalisierbarkeit;,, verstanden
werden, die einen Formalisierungsalgorithmus voraussetzt, der geeignete Meta-Routinen
fiir die unterschiedlichen Argumentationsebenen enthilt.>*! Ein ontisch formalisierbarer
Beweis ist in jedem Fall ein deduktiv korrekter Beweis, d.h. die Wahrheit seiner Pramissen
erzwingt geméaft den erlaubten Schlussregeln logisch die Wahrheit seiner Konklusion. In
der mathematischen Praxis wird implizit gefordert, dass ein informeller Beweis zumindest
im Prinzip ontisch formalisierbar ist. Die tatséchliche ontische Formalisierbarkeit wird
hingegen in der Regel nicht gefordert, und konnte bei komplexeren Beweisen in angemes-
sener Zeit auch nicht {iberpriift werden.?4? Die Bedeutung von ,im Prinzip ontisch forma-
lisierbar” kann im Sinne einer epistemischen Modalisierung von ,ontisch formalisierbar*
analysiert werden. Dies erzeugt eine eigenstindige Sprechweise von Formalisierbarkeit:

Ein epistemisch formalisierbarer Beweis soll ein geeignetes Mitglied der mathemati-
schen Gemeinschaft davon iiberzeugen kénnen, dass er durch angemessene Modifikation
in einen ontisch formalisierbaren Beweis tiberfiihrt werden kann. Er soll also fiir ein ge-
eignetes Mitglied der mathematischen Gemeinschaft so aussehen, als ob er ontisch forma-
lisierbar wére. Ein epistemisch formalisierbarer Beweis ist prinzipiell fallibel: So kénnen

1343 inkorrekte Beweise als epistemisch formalisierbar gelten.

etwa loka
Das Verhaltnis dieser beiden Formalisierbarkeitskonzeptionen im Hinblick auf die Fra-

ge nach der Relevanz formalisierbarer Beweise fiir epistemische Zuschreibungen in der

341Vgl. insbesondere das zweite Zitat aus Interview 6.

342Djes schlieRt nicht aus, dass ein Beweis, der sich offenbar als prinzipiell nicht formalisierbar heraus-
stellt, allein aus diesem Grund zuriickgewiesen werden kann.

343 Lokal“ ist hier in Bezug auf einzelne Detailschritte des Beweises, im Unterschied zur globalen
Argumentationsstruktur, gemeint.
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mathematischen Praxis kann unter Beriicksichtigung der empirischen Ergebnisse zu den
anderen drei Ausgangsfragen, insbesondere der im folgenden Abschnitt 4.2.5 dargestell-
ten Analyse zu Ausgangsfrage 4, philosophisch genauer analysiert werden (vgl. Aspekt
(VII) in Abschnitt 4.3). Den bisherigen Uberlegungen kénnte man im Rahmen einer rein
semantischen philosophischen Analyse zundchst dadurch gerecht werden, dass die on-
tische Formalisierbarkeit eines Beweises ein notwendiges Kriterium fiir die Bedeutung
von ,akzeptabler Beweis“ und damit auch ein notwendiges Kriterium fiir beweisbasierte
epistemische Zuschreibungen darstellt. In Bezug auf die Akzeptanzmechanismen fiir in-
formelle Beweise in der mathematischen Praxis spielt ontische Formalisierbarkeit jedoch
eher die Rolle eines abstrakten normativen Paradigmas: Eine Explikation von ,ontisch
formalisierbar* liefert weder direkte Priifkriterien im Sinne des evaluatorischen Projekts
einer sozio-empirisch informierten Erkenntnistheorie der Mathematik, noch gibt sie im
Sinne des explanatorischen Projekts hinreichenden Aufschluss iiber die tatséchlichen Be-
dingungen fiir das Vorliegen beweisbasierten Wissens oder beweisbasierter Rechtfertigung
in der mathematischen Praxis. Ein geeigneteres notwendiges Kriterium fiir die Akzep-
tanz informeller Beweise und darauf basierte positive epistemische Zuschreibungen im
Rahmen einer sozio-empirisch informierten philosophischen Analyse stellt dagegen epi-

stemische Formalisierbarkeit dar.

4.2.5 Interviewanalyse in Bezug auf Ausgangsfrage 4

Ausgangsfrage 4 lautete:

Was sind die fiir epistemische Zuschreibungen relevanten Charakteristika ak-
zeptabler informeller Beweise, und welche Rolle spielen dabei spezifische kon-

textuelle Faktoren?

Relevante Zitate aus Interview 1

(Did you ever experience a similar scenario?)

,There’s some degree of certainty with which we accept that something is
proved. And of course this goes in various stages. Sometimes one convinces
oneself, you convince yourself that you have an argument for something, that’s
the first step. Then, you check details in writing it up, that’s the second step.
Then you communicate it to other mathematicians, maybe in talks or in
some [other| ways, and this is another step in gaining some more degrees of

confidence about whether something is true. And there’s the peer reviewing
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process, getting something published, that’s another step and then, even after
something is published, there’s continuous checking by people who use that
result, and so on, so there are a lot of different stages or degrees of certainty
that one has about whether something is true.“ (Int 1, S. 305)

(Would you say that a counter-ezample is a better warrant for knowledge than

a direct proof?)

A proof typically has to give a very general argument that covers a large
number of cases.* (Int 1, S. 311)

(One participant of the survey study gave the following comment: How im-
portant is the Jones Conjecture? How large is the community? What do you
think about this?)

HIf there are a lot of people who are interested in whether a certain statement
is true or false there will be a lot more people checking the proof that is given,
because a lot more people be interested in using the result. So, the likelihood
that if there is a problem, it will be spotted, is much more likely. So, I think
this is the reason why it may be relevant to ask this question.“ (Int 1, S. 311)

Das erste Zitat legt nahe, dass informelle Beweise in der mathematischen Praxis einen
graduellen Rechtfertigungsstatus besitzen. Dieser ldsst sich in grobe, relativ universelle
Stufen einteilen, etwa: ,Beweisidee ist subjektiv iiberzeugend", ,Beweisidee hilt genaue-
rer Priifung beim detaillierteren Aufschreiben stand®, ,Beweis wurde in Vortragsform
prasentiert und angenommen®, ,Beweis wurde in Publikationsform présentiert und an-
genommen® und ,Kernargumentation und bewiesenes Resultat bewdhren sich in unter-
schiedlichen Anwendungen®. Innerhalb dieser Stufen ist die Sicherheit, die ein Beweis fiir
die Wahrheit seiner Konklusion bietet, geméaf dem dritten Zitat jedoch von situativen
Parametern abhéngig, etwa von der Grofe der Fachgemeinschaft des jeweiligen Teilge-
biets der Mathematik, dem der Beweis thematisch zuzuordnen ist, oder von der Stérke
des Interesses daran, das bewiesene Resultat in unterschiedlichen Kontexten zu nutzen.
Ein Beweis gilt allgemein als akzeptiert, wenn er einen bestimmten Schwellenwert an Si-
cherheit beziiglich der Wahrheit der bewiesenen Aussage erreicht.?** In diesem Sinne ist
in Bezug auf beweisbasierte epistemische Zuschreibungen weniger ein einzelnes, konkretes

sprachlich verfasstes Argument als vielmehr der Beweisprozess relevant. Ein wesentlicher

344 Anhand der zu Ausgangsfrage 1 betrachteten Zitate aus Interview 1 wurde bereits diskutiert, dass
dieser Schwellenwert nicht global festgelegt ist, sondern situativ variieren kann.
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Teil dieses Prozesses wird durch kommunikativen Austausch zwischen Mathematikern
bestimmt.

Weiterhin deutet das zweite Zitat an, dass die in typischen Beweisen der mathemati-
schen Praxis gefithrten Argumentationen sich durch méglichst allgemeingiiltige Schliis-
se auf hoher begrifflicher Ebene auszeichnen, um mdglichst viele formal unterschiedli-
che Fille inhaltlich und argumentativ in einem Argumentationsschritt zu blindeln. Dies
unterscheidet die typischen Beweise von formalen oder weitgehend formalisierten Be-
weisen, insbesondere wenn letztere aufgrund ihrer hohen Komplexitit computergestiitzt
entwickelt wurden: Formale Beweise beruhen in der Regel auf vielen, einzeln betrachtet
sehr einfachen Schliissen auf niedriger begrifflicher Ebene, namlich der Ebene der Grund-
definitionen und Axiome. Im Falle computergestiitzter Beweise wird die Komplexitét
der formalen Argumentation dariiber hinaus in der Regel durch eine grofse Anzahl von

betrachteten Fallen reduziert.

Relevante Zitate aus Interview 2

(Would you like to comment on the scenarios?)

You're trying to be sociologically precise about the procedure of acceptance
of the proof. You're considering the game between two players, in which the
notion of truth is kind of thrown like a ball, and your asking for changes
of the psychological attitudes of one of the players after each set. To me,
that’s not an appropriate context for studying the social acceptance of proof.
In real life, there are more than two players. The attitudes do not change
as fast as you assume. At almost no moment, the attitudes are crystallized.
[...] So my general comment is that the situation is much more complicated,
involves more players and more time, and involves more complex psychological
attitudes.“ (Int 2, S. 312)

(Weiter zu: Would you like to comment on the scenarios?)

,For example, a proof can prove the right thing but contain mistakes. They
can be serious, and nevertheless, the basic [idea| can be sound. Or, the mistake
can be serious, but the proof when corrected might prove something less
general than the author initially conceived. Actually, they would discover
new things that were not known before this alleged proof appeared or things
like that.“ (Int 2, S. 312)
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(Did you ever experience a similar scenario?)

»in my published papers were a couple of mistakes and one mistake, which
was found very late after the publication and the general acceptance of the
proof, fifteen years or something like that. Fortunately, already the person
who found it was able to sketch a roundabout way to sort of not correct this
mistake, but sort of bypass it by slightly changing the intermediate statement.
Then another person was able to prove that this intermediate statement is still
correct although my proof was wrong, so even the whole issue was correct,
so I was very much relieved about it. And one paper contained the most
stupid mistake one can imagine. I used [some false elementary identity|. But
it was found not in this way, not that somebody found that I used this stupid
identity. My statement said that for [a set of cases|, something is correct.
And [a graduate student of mine| found out that [for some cases|, everything
seems o.k., but for [one case|, something is wrong, geometrically. It was some
geometric picture. I was totally astounded, I looked through the paper and
didn’t find the mistake, and I looked through again, and then found the
place. And when I had corrected it, then really [the cases for which everything
seemed 0.k. were the only cases| for which the statement was true. By general
disposition, I’'m very tolerant to honest mistakes. That’s not a problem that
a person made a mistake in his or her published work. The problem is how a
person reacts on this mistakes, the problem is how serious it is in the sense
that it can be avoided or corrected or things like that. (Int 2, S. 315)

(A more abstract issue behind scenario 1 is that of refereed proof as a warrant

for mathematical knowledge. What are your comments on this issue?)

,»In all scenarios, what you describe is kind of the first steps of a newborn proof,
and working on this first steps you usually don’t know whether it’s a proof or
not. It was in the case of the exam: something quite standard, something that
has been written down, checked, explained to students many, many times, so
the professor knows, is convinced, believes, everything, that this theorem is
true, whereas the student himself probably is very unsure about it. What
he knows is that he must explain this proof at the test in a convincing way.
Hardly he knows more about it unless he is a born mathematician, then he

can have stronger convictions.“ (Int 2, S. 316)



(One participant of the survey study gave the following comment: How im-
portant is the Jones Conjecture? How large is the community? What do you
think about this?)

,The process by which a statement is verified is a certain collective verification
process. The size of the collective, and in particular the fact whether there are
good, honest professionals in the [community|-it depends on the importance
of something. If just one person asked the question, another proved it and
a third one checked it, probably the community is not big enough in order
to convince everybody else that everything is o.k.. So, the importance of the
question is a parameter which influences the [number| of people.“ (Int 2,
S. 317)

Auch hier wird der Entwicklungs- (,first steps of a newborn proof*) und Prozesscha-
rakter von in der mathematischen Praxis als akzeptabel geltenden Beweisen im Sinne
eines kollektiven sozialen Verifikationsprozesses mathematischer Aussagen sowie die Fal-
libilitat akzeptabler Beweise betont. Beweisbasierte epistemische Zuschreibungen werden
sehr feinkornig auf einer kontinuierlichen Bewertungsskala bewertet, entsprechend fin-
den kaum sprunghafte, plotzliche Verdnderung dieser Urteile statt (auch wenn sich der
Informationsstand des Urteilenden abrupt dndert).

Die AuRerungen zur epistemischen Relevanz von Fehlern, Liicken oder Ungenauigkeiten
in Beweisen und das im dritten Zitat erlauterte Beispiel lassen sich als Giitekriterien fiir

die Fehlerrobustheit akzeptabler informeller Beweise interpretieren:

1. Die Argumentationsschritte sollten auf einer geeignet hohen begrifflichen Ebene

formuliert sein, und

2. der Argumentationsgang sollte nicht nur in voneinander unabhéngige Teilschrit-
te, sondern durch geeignete Lemmata (Zwischenresultate) auch in Sinnabschnitte

eingeteilt sein,

damit neue Beweistechniken unabhéngig vom vorliegenden Argument in anderen Kon-
texten verwendet werden kénnen, damit die Kernargumentation kleineren Ausfiihrungs-
fehlern besser standhélt, und damit das Argument bei schwereren auftretenden Fehlern
durch geeignete Modifikationen repariert werden oder auch dann neue Erkenntnisse lie-
fern kann, wenn sich die Beweisstrategie als nicht zielfithrend erweist. Selbst ein Beweis,

der ernsthafte Fehler enthilt, kann also epistemischen Wert besitzen.?4?

345 Aus diesem Grund werden tatséichlich auch bekannterweise fehlerhafte mathematische Beweise, die
im Rahmen des in der mathematischen Gemeinschaft iiblichen Begutachtungsprozesses abgelehnt wur-
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Auch deuten die Zitate darauf hin, dass die in der mathematischen Praxis tatséchlich
angewendeten Kriterien fiir die Akzeptanz von Beweisen und fiir darauf basierte episte-
mische Zuschreibungen durch eine Vielzahl von kontextuellen Faktoren beeinflusst sind.
Dazu gehoren Zeitrahmen, komplexe psychologische Einstellungen der einzelnen Betei-
ligten, die Groke der themenspezifischen mathematischen community, die Wichtigkeit
und Tiefe des zu beweisenden Theorems, das Maft an Expertise und wissenschaftlicher
Redlichkeit der einzelnen Beteiligten und vor allem eine ganze Reihe von Beteiligten.
Das erste Zitat legt insbesondere nahe, Beweisprozesse als Abfolge von kommunikativen
Handlungen zu betrachten, an denen unterschiedliche Subjekte beteiligt sind. In einer
konkreten Situation, in der eine epistemische Zuschreibung aufgrund eines présentierten
Beweises getatigt oder bewertet wird, spielen mehrere Mitglieder der mathematischen
Gemeinschaft eine Rolle: Diejenigen, die an dem Beweis oder Teilen des Beweises mit-
gearbeitet haben, diejenigen, die Teile davon bereits iiberpriift haben, etwa Gutachter

einer Zeitschrift, sofern es sich um einen zur Publikation eingereichten Beweis handelt.

Relevante Zitate aus Interview 3

(Did you ever experience a similar scenario?)

HIf it is a theorem which has been used often, then if the theorem is wrong,
the chance is big that by using the theorem some contradiction has come up,
but if the theorem has not been used often then it may have remained like

this until someone is wanting to use it and checks the proof.“ (Int 3, S. 320)

(A more abstract issue behind scenario 1 is that of refereed proof as a warrant

for mathematical knowledge. What are your comments on this issue?)

,»A theorem is true if the proof is correct, and the probability that the proof is
correct increases as more people have looked at a proof, not [only] more but
also better mathematicians, so maybe the better journals [work with| better
referees. For a very important result there is a whole team of referees, and
if the referees agree, such a big high level team, then the probability is very
high that it is true. But, on the other hand, if the proof is very long and
complicated and technical, of course then there is again more chance that
something has been overlooked.“ (Int 3, S. 321)

Diese Zitate aus Interview 3 weisen auf eine Korrektheitswahrscheinlichkeit als Charak-

teristikum akzeptabler informeller Beweise hin; obwohl der formale Korrektheitsbegriffs

den, iiber spezielle Medien wie die Online-Zeitschrift Rejecta Mathematica verdffentlicht; vgl. Wakin,
Rozell, Davenport & Laska [126].
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fiir informelle Argumente nicht zur Verfiigung steht, existiert also ein Maf fiir seine Rich-
tigkeit. Dieses Wahrscheinlichkeitsmafs ist abhéngig von kontextuellen Faktoren wie der
Anzahl und Giite der Gutachter eines zur Publikation eingereicheten Beweises oder dem
Ausmals der Verbreitung des bewiesenen Theorems nach der Publikation. Dennoch steht
etwa die Relevanz des bewiesenen Theorems in keinem allgemeinen proportionalen Ver-
héltnis zur Korrektheitswahrscheinlichkeit eines Beweises. Dies ist dadurch begriindet,
dass bei der Begutachtung zwei konfligierende Prozesse stattfinden: Einerseits werden
Beweise von besonders relevanten, interessanten Theoremen von besonders vielen und
hoch qualifizierten Mathematikern nachvollzogen, was ihre Korrektheitswahrscheinlich-
keit erhoht. Je komplizierter der Beweis, desto schwieriger wird es andererseits, ihn zu

verstehen und mogliche Fehler darin zu entdecken.

Relevante Zitate aus Interview 4

(What is a formal proof or a formal derivation—what does it mean to you?)

,You ask what it means for me—it’s a bit hard to tell. I have to be convinced
that it’s true, I have to be able to look at it at a later time, and still be able
to reproduce the arguments, I have to be able to understand both the global
picture, to have an overview of the proof, explain to myself what the global
idea is and why it works like this, and also to be able, and that’s the details, to
follow the proof from step to step, the logical consequences.“ (Int 4, S. 326)

Die zitierte Aussage lasst folgende Deutung zu: Interviewpartner 4 spricht hier nicht all-
gemein von formalen, sondern von akzeptablen oder tiberzeugenden formalen Beweisen.
Dabei liegt der Schwerpunkt der aufgezédhlten Charakteristika jedoch eher auf ,akzepta-
bel“ und ,jiberzeugend“ als auf ,formal“. Ein akzeptabler mathematischer Beweis muss
demnach einen iiberzeugungsbildenden Prozess hinsichtlich der Konklusion in Gang set-
zen. Dazu muss er einerseits als ganzer iibersichtlich sein, andererseits aber auch ein
detaillierteres schrittweises Nachvollziechen ermoglichen. Um eine positive epistemische
Zuschreibung zu rechtfertigen, muss ein akzeptabler Beweis mathematisches Verstandnis

der Kernargumentation vermitteln34

und so den globalen Argumentationsgang nachhal-
tig erfassbar machen.

Eine kontextuelle Abhéngigkeit der Standards fiir akzeptable Beweise wird nicht ex-
plizit angesprochen, die Betonung der ,Ich-Perspektive sowie die Formulierungen ,,be

able to reproduce the arguments / to follow the proof from step to step” und , explain

346Djeses mathematische Verstiandnis lisst sich im Sinne der Interviewanalyse zu Ausgangsfrage 2 zur
Bedeutung des Ausdrucks ,Wissen-warum® in der mathematischen Praxis verstehen.
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to myself what the global idea is“, deuten jedoch auf eine (aus allgemeiner erkenntnis-
theoretischer Sicht fiir epistemische Rechtfertigung charakteristische) Personenrelativitét

dieser Standards hin.347

Relevante Zitate aus Interview 5

(Did you ever experience a similar scenario?)

,The right way of understanding the contribution that a new proof brings is
to ask yourself and ask the person who delivers the proof the question of why
this time, there is a successful solution to the problem, |[while| in the previous
five or fifteen years, nobody succeeded in proving this. What is really new,
what is the new idea that has been brought with this proof? (Int 5, S. 327)

(Weiter zu: Did you ever experience a similar scenario?)

»t is a huge problem in mathematics of how you check proofs. All working
mathematicians have experience with this, say in capacities of referees of
papers and so on. For me, for example, the methodology of how to referee a
paper—and a question of correctness—[is| that I would sort of start to read the
introduction first, start trying to understand what exactly is the statement
that is promised to be proved in the paper. And once I do understand this,
I go in the back of the paper where the proof ends, and try to find the
key argument that made the proof work. And if at this stage, I don’t see
exactly why this argument works, then I go one step back to see what the
proof of this key argument is based on. So, what was the previous step.
And if T still don’t quite believe the argument given there, if it looks quite
suspicious, I go a step back again to the beginning of the proof, and in this
way, in this chain of proof I'm trying to find where it breaks. Or, if it’s
non-breaking, I would see the sparkling of the new idea that finally makes it
work and makes me believe that it works. And then, I can check for example
the quality of writing of intermediate lines, I can confirm that I can believe
general technical details. But the crucial thing is to see whether there is an
idea, and so, for me mathematical proofs are not what they mean in formal
sense. |...| This process that I tried to describe is only part of what I believe
is a true test of correctness of mathematical statements. It is more or less

through digesting the theorem in mathematical practice. It is like a complex

347Vgl. auch die Deutung des ersten Teils der Antwort auf diese Leitfadenfrage im Rahmen der Analyse
zu Ausgangsfrage 3.
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thing that people try to use in this position and in that position, and in
this regime and in a harder regime, like a car that you take with you in
desert or wilderness and ride it. And if it’s wrong, than you will spot that
somehow it doesn’t fit into some of your non-mathematical contexts. And
this is basically how things are being really tested, and errors are discovered.
[...] Sometimes, it might be a kind of a finite statement, which sort of ends
the line of inquiry into a mathematical problem. And there is the proof that
has been accepted, and after that, nobody cares about using this. This would
be a suspicious situation. After few years even people who worked on this
theorem would loose their confidence in the fact that the theorem has been
proved, if it hasn’t been in use. That’s just my experience, and that’s how
I do mathematics and teach my graduate students and also help them out
in situations when they fall into this sort of trap. [...| When people claim
they have proved something, they often just found some—maybe even crucial—
steps towards the proof, and on the level of writing down this proof, or on
the level of refereeing or something it could be that a gap or just an error in
the proof would be found, which doesn’t necessarily mean that this destroys
completely the existing proof or the existing argument. It quite often means
that something has been done half way, but it was too quick to announce the
full proof. So what just deceptively looked like a full proof was only part of
the proof, which nevertheless means some problems. So, often unsuccessful

proofs are just the beginning of something more successful.“ (Int 5, S. 327 {.)

(You said that a mathematical proof is not a formal proof, and that a mathe-
matical proof does not work in a formal way—what do you mean by ‘formal
proof’?)

»t is a work in progress that polishes the proof. Personally, I like to use
this expression that some proofs are locally everywhere wrong, but globally
correct. So, you can even have a proof consisting of a hundred lemmas, and
thirty of them are wrong, as written, but that’s not the point. It is just the
errors in writing down. There is a big picture, there is the real understanding
of why it is true, and then, it is the process of writing down these details,

and not all people are good in this.“ (Int 5, S. 329)

(Can you make any sense of the term ‘formalizable proof’?)

It very much depends on the style of a mathematician, on a personal temper

maybe, the attitude of particular mathematicians, but it depends also on the
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field of mathematics. In some fields, proofs are very close to be formal proofs,
this would be a field where you can do calculations from the beginning to
the end, usually algebraic calculations. And there are much less formalizable
fields, usually you would think of geometry, where you really have to opera-
te with very complex shapes, and rely on your geometric imagination. |[...|
For example mathematical physicists, who are very close to mathematicians.
Mathematicians often sort of wander into these areas where physicist work.
And what is a proof for a physicist is not a proof for a mathematician. There
is a similar scale inside the mathematical community. But somewhere, on the
very bottom or very top of this scale, there are proofs which are hundred
percent correct, and hundred percent formal proofs. But I suppose that these

would be proofs of very simple statements.“ (Int 5, S. 330)

(One participant of the survey study gave the following comment: How im-
portant is the Jones Conjecture? How large is the community? What do you
think about this?)

,The real process of checking the validity of a theorem is not just that is has
been accepted for publication, that it went through a process of refereeing,
but how many people really used it, really looked into it and adapted it for
their purposes.“ (Int 5, S. 336)

Interview 5 ldsst in Bezug auf Ausgangsfrage 4 eine recht detaillierte Interpretation zu:
Ein wesentliches Charakteristikum akzeptabler Beweise besteht darin, dass sie eine aus-
gezeichnete Kernargumentation beinhalten. Diese muss im Rahmen der Gesamtargu-
mentation gut identifizierbar sein, was insbesondere das Nachvollziehen des Beweises
vereinfacht oder gar erst ermoglicht. Im Falle von nicht etablierten Theoremen sollte das
Kernargument in Bezug auf den bisherigen Beweisprozess neu und originell sein. Auch
Jfalsche* Beweise konnen diese Akzeptanzbedingung erfiillen, denn die Giite der Kernar-
gumentation ist nicht zwingend an dessen Detailkorrektheit gebunden. Im Gegenteil ist
ein weiteres Akzeptanzkriterium fiir Beweis gerade die Fehlerrobustheit ihrer Kernargu-
mentation. Diese Fehlerrobustheit zeigt sich unter anderem darin, dass sich die bewiesene
mathematische Aussage unabhéngig von ihrer spezifischen, unter anderem vom fiir den
Beweis gewéhlten setting abhéngigen Formulierung in Bezug auf andere, inner- oder au-
fermathematische Problemstellungen bewéhrt. Die Akzeptanz des Beweises steigt mit
jeder neuen erfolgreichen Anwendung der bewiesenen Aussage. Diese Akzeptanzbedin-
gung der Fehlerrobustheit ldsst sich nicht sinnvoll in der Terminologie der formalen Logik

formulieren.
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Das fiir die Akzeptanz eines konkreten informellen Beweises erforderliche Maf an De-
tailkorrektheit 14t sich auch als Ndhe zu einem formalen Beweis interpretieren; ein alge-
braischer Beweis mit in hohem Mafe detailkorrekten algebraischen Umformungen etwa ist
demgeméf einem formalen Beweis sehr ,nahe”. Das erforderliche Mafs hangt von einer Rei-
he von kontextuellen Faktoren ab: Dazu gehoren persénlicher Stil der am Beweisprozess
beteiligten Mathematiker oder Forschungsgruppen und das mathematische Spezialgebiet,
dem das bewiesene Theorem und die im Beweis verwendeten Definitionen, Techniken
und Resultate entstammen; je nach dem werden dort standardméfig bestimmte Beweis-
techniken verwendet, die in hohem Mafie nicht formal, sondern geometrisch-anschaulich
sind, und deren formale Detailkorrektheit schwer nachpriifbar ist. Weiterhin sind die
mathematische Tiefe und Komplexitdt des bewiesenen Theorems, das Interesse der ma-
thematischen Gemeinschaft an dem bewiesenen Theorem und das erreichte Stadium des
Beweisprozesses fiir die erforderliche Detailkorrektheit ausschlaggebend. Als iibliche Sta-
dien werden hier die Stufe des Aufschreibens, die Stufe der Begutachtung und die Stufe
der Anwendung in verschiedenen mathematischen und aufermathematischen Kontexten
genannt. Im Laufe dieses Beweisprozesses kann sich ein konkretes Argument in seiner
urspriinglichen Form im Detail also gegebenenfalls stark verdndern — im Extremfall von
einem fehlerhaften in ein fehlerfreies Argument — ohne dabei den Status eines kontextuell
akzeptablen Beweises zu verlieren.

Auch die fiir die Akzeptanz eines Beweises in einem bestimmten Stadium des Be-
weisprozesses erforderliche Priifung und Begutachtung ist, zumindest in Teilen, subjektiv
durch den jeweiligen Gutachter gepriagt. Es gibt keine einheitliche Begutachtungsmetho-
de: der eigene mathematische Stil, die personlichen Stdrken und Schwichen sowie die
Auslastung einzelner Gutachter beeinflussen die Art, Genauigkeit und Sorgfalt der Be-

gutachtung.

Relevante Zitate aus Interview 6

(A more abstract issue behind scenario 1 is that of refereed proof as a warrant

for mathematical knowledge. What are your comments on this issue?)

,Refereed proof does not say everything, it just means that somebody has seen
the paper, and if it is done correctly, he actually went through the proofs and
he believes that it is true, and this is very much biased by the human factor.
Let’s say, [a famous mathematician| comes up with a paper, and I have to
referee it. [...| I'm sort of at the border of this subject. |...] Then I'm already

preoccupied with the fact that |he| is a very well known mathematician, and

201



so that it probably will be 0.k.. And I also know that sometimes it goes outside
of my expertise. And then there’s the time pressure, you have all this stuff
that you have to do, and then they ask you to review this 50 pages paper,
which you are sure that if you are really going to check all the details that
you are sort of ‘That’s probably o.k.”. So you have a tendency of believing
that, and besides you always think ‘Well, you know, he’s publishing it, not
I, so it’s his responsibility that it is o.k.”. Ideally, the referee has nothing else
to do, he knows the subject better than the guy who wrote about it, and he
will study it, and say ‘Yes, this is all correct’. Now we are only discussing
the correctness part, right? Not whether it is worth publishing the paper in
this particular journal, which is a quite different question. The referee is at
best similar like the author there. So, if the author thinks it’s o.k., well, let’s
be pessimistic, it has a probability of 95 % to be o.k.. If then the referee
goes over, then he thinks it’s also o.k., then this is also generally speaking a
probability of 95 %, so, altogether you have a big chance that it is fine. And
that is basically how it works, it’s never going to be full proof. I don’t think
it does exist, actually. Although there are many things that are full proof.”
(Int 6, S. 342)

(One participant of the survey study gave the following comment: How im-
portant is the Jones Conjecture? How large is the community? What do you
think about this?)

,First, Jones is a world famous expert, so it means she’s teaching in Harvard
or something, that’s what you think of, and then you write that it is send
to a mathematical journal of high reputation, so it’s send to Acta Mathema-
tica or something like that. So, this describes something about the size [of
the community|. You cannot be a world famous expert on something that
nobody else does. I believe that there is this probability going on, so that it
went to a good journal means that the journal thought of looking for good
referees, maybe sent it not to one, but to three referees, so it was established
more surely than that it would have been sent to some journal of |a tiny
mathematical society with very few members|. So, that puts the scenario in
a framework.“ (Int 6, S. 345)

Hier werden Charakteristika des vor der Publikation eines neuen Beweises zu durchlau-
fenden Begutachtungsprozesses in der mathematischen Praxis beschrieben, die auf ent-

sprechende Charakteristika von zur Publikation akzeptierten Beweisen hindeuten. So ist
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der Begutachtungsprozess generell in starkem Mafle durch pragmatische Beschrénkun-
gen, darunter Zeitdruck sowie Auslastung und Kompetenz der Gutachter, beeinflusst.
Auch ein positiv begutachteter Beweis erreicht damit in der Regel nicht den Status eines
sicheren Garanten seiner Konklusion. Soziale Hilfsmechanismen fangen diesen Sicher-
heitsverlust soweit auf, dass der Beweis in der Regel eine hohe Korrektheitswahrschein-
lichkeit besitzt. Die Hohe dieser Wahrscheinlichkeit variiert aber in Abhéngigkeit von
kontextuellen Faktoren, insbesondere von der Grofe der Fachgemeinschaft und der da-
mit verbundenen Anzahl hinreichend qualifizierter potentieller Gutachter sowie von der

mathematischen Expertise des Beweisautors.

Reduktion auf Kernaussagen zu Ausgangsfrage 4

Die Einzelinterpretationen der Zitate lassen sich auf folgende Kernaussagen zu Ausgangs-
frage 4 reduzieren:

Die Akzeptanz von Beweisen in der mathematischen Praxis ist, wie es auch fiir die
Forschungspraxis in anderen Wissenschaften der Fall ist, in starkem Mafe durch soziale
Mechanismen gepragt. Um die fiir epistemische Zuschreibungen relevanten Eigenschaf-
ten akzeptabler informeller Beweise angemessen beschreiben zu kénnen, sollten solche
Beweise nicht nur als einzelne, konkrete sprachlich verfasste Argumente, sondern ein-
gebettet in kommunikative Handlungen im Rahmen eines umfassenden Beweisprozesses
aufgefasst werden, wihrend dessen sich ein konkretes Argument gegebenenfalls stark
verandern kann. Insbesondere die Fallibilitat und die Rolle tatsachlich fehlerhafter, aber
dennoch akzeptabler Beweise ldsst sich so erst zufriedenstellend analysieren.

Der Gesamtprozess dient der kollektiven Verifikation bzw. Rechtfertigung des zu be-
weisenden Theorems. Begutachtung und Publikation stellen dabei ein wichtiges, jedoch
kein abschlieffendes Stadium dar. Obwohl sich pragmatische Storfaktoren wie die zeitliche
Aus- bzw. Uberlastung oder ein Mangel an spezifische Kompetenzen der Gutachter in der
Regel nicht vermeiden lassen, wird durch Hilfsmechanismen wie die Erhohung der Anzahl
voneinander unabhéngiger Gutachten zumindest eine hohe Korrektheitswahrscheinlich-
keit der Kernargumentation positiv begutachteter Beweise erreicht. Dies liefert eine dem
Stadium des Beweisprozesses angemessene Sicherheit beziiglich der Wahrheit des bewiese-
nen Theorems, ohne die Notwendigkeit aufzuheben, Beweis und Resultat weiterhin einer
kontinuierlichen Priifung durch eine moglichst hohe Zahl unterschiedlicher Anwendungen

auf inner- und auRermathematischen Problemstellungen zu unterziehen.34®

348\ ir kommt es an dieser Stelle nicht auf eine feinkérnigere Aufschliisselung des tatsichlichen Begut-
achtungsprozesses in der mathematischen Praxis an; vgl. dazu genauer Geist, Lowe & Van Kerkhove [40]
(die in ihren Ausfiihrungen auch auf einzelne Zitate der hier vorgestellten Interviewstudie zuriickgreifen,
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Fiir individuelle Zuschreibungen beweisbasierten Wissens oder beweisbasierter Recht-
fertigung zu einem beweisfiihrenden epistemischen Subjekt ist zwar die Akzeptanz des
konkret vorgebrachten Argumentes entscheidend. Die zugehérigen Akzeptanzbedingun-
gen sind aber auch auf die konkrete kommunikative ,,Beweishandlung“, durch die das
Argument vorgebracht wird, sowie das zugehorige Stadium im Gesamtbeweisprozess be-
zogen: Akzeptanzkriterien, die in den verschiedenen Stadien des Beweisprozesses fiir die
Akzeptanz eines konkreten Beweises als Rechtfertigung fiir mathematisches Wissen oder
mathematische Uberzeugungen eine unterschiedlich groke Rolle spielen, sind Fehlerro-
bustheit (diesen Ausdruck verwende ich im Folgenden im Sinne der Interpretation von
Interview 2, die auch die Verwendungsweise in der Interpretation von Interview 5 be-
schreibt, vgl. S. 195), Detailkorrektheit bzw. ,Nihe* zu einem formalen Argument, Uber-
tragbarkeit auf andere mathematische settings3*? und Problemstellungen, Ubersichtlich-

keit und inhaltliche Klarheit, d.h. insbesondere Ersichtlichkeit der Kernargumentation.3>°

Einige dieser Kriterien scheinen bereits durch eine geeignete, dem aktuellen Stadi-
um des Beweisprozesses angemessene Formulierung des sprachlichen Argumentes erfiillt
werden zu kénnen: Um die erforderliche Ubersichlichkeit, Klarheit und Fehlerrobustheit
des Argumentes bzw. die Ersichtlichkeit der Kernargumentation und die Fruchtbarkeit
fiir andere Problemstellungen zu sichern, muss das Argument auf einer geeignet hohen
inhaltlich-begrifflichen Ebene formuliert sein. Aufferdem ist eine geeignete Unterteilung
des Argumentationsganges in gut identifizierbare Sinnabschnitte, etwa durch die For-
mulierung wesentlicher Zwischenergebnisse in Form von Lemmata, vonndten. Um das
erforderliche Mafs an Detailkorrektheit aufzuweisen, miissen einzelne Argumentations-
schritte oder -teile hinreichend detailliert und formal korrekt ausformuliert sein, z. B. die
fiir die Kernargumentation wesentlichen Beweisteile oder Teilargumentationen fiir noch

nicht etablierte Zwischenergebnisse, die fiir den Gesamtbeweis benétigt werden.3%!

siehe [40, S. 162 f.]) oder auch Krantz [64]. Mein Schwerpunkt liegt hier stérker auf den substantiellen
als den pragmatischen Charakteristika akzeptabler Beweise.

349yg]. S. 170.

350Hjer besteht eine interessante Querverbindung zum Begriff mathematischer Schénheit und dem
Gebrauch #sthetischer Urteile in der mathematischen Praxis. Viele der hier genannten Charakteristika
akzeptabler mathematischer Beweise werden auch als dsthetisch relevante Qualitdten schoner Beweise
angefiihrt (vgl. hierzu Miiller-Hill & Spies [100]). Es stellt sich daher die Frage, der ich hier aber nicht
nachgehen werde, inwiefern die genannten Kriterien genuin epistemische oder genuin asthetische sind. Im
ersten Fall wiirde es sich bei mathematischer Schonheit unter Umstdnden gar nicht um eine dsthetische
Kategorie handeln, im zweiten Fall hatten nur schone Beweise in der mathematischen Praxis epistemische
Relevanz.

351 Tm Allgemeinen liegt sicherlich keine strenge Ordnung von mathematischen Argumenten nach dem
Mafs ihrer Detailkorrektheit oder Ndhe zu einem formalen Beweis vor; man konnte im gerade beschrie-
benen Sinne eher von gewissen allgemeinen Formalisiertheitsstufen sprechen.
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Die Standards fiir die einzelnen Kriterien variieren jedoch auch abhéngig von der ,,Aus-
gangssituation der konkreten Beweishandlung: Fiir einen Adressatenkreis, der sich aus
gestandenen Geometern einer Forschungsgruppe zusammensetzt, kann ein geometrisch
motivierter, in einem bestimmten Stil abgefasster Beweis als hinreichend iibersichtlich
und klar gelten, der fiir einen Adressatenkreis mit stark unterschiedlichen Expertisestufen
und einer stark ausgepragten algebraischen Denkweise der einzelnen Mitglieder des Krei-
ses uniibersichtlich und unklar erscheint. Auch die Ersichtlichkeit der Kernargumentaion
variiert situativ, sie hangt von der mathematischen Expertise und unter Umstédnden auch
von spezifischen mathematischen Fahigkeiten des den Beweis nachvollziehenden Subjek-

352 st unter

tes ab. Die erforderliche Detailkorrektheit des vorgebrachten Argumentes
anderem abhéngig vom mathematischen Spezialgebiet, dem der entsprechende Beweis
entstammt, sowie die mathematische Expertise des Beweisfithrenden und gegebenenfalls
auch der Beweisadressaten.

Eine Moglichkeit, die beschriebene kontextuelle Variation von Akzeptanzstandards in
einer empirisch informierten Erkenntnisttheorie der Mathematik umzusetzen, bietet, wie
in den Kernaussagen zu Ausgangsfrage 1 bereits erwiihnt,3>® eine Modellierung der kon-
textuellen Abhéngigkeiten in Bezug auf den Zuschreibungskontext der epistemischen Zu-
schreibung (also im Sinne des semantischen Kontextualismus). Darauf komme ich im

nachfolgenden Abschnitt 4.3 nun genauer zu sprechen.

4.3 Zusammenfiihrende philosophische Charakterisierung
beweisbasierter epistemischer Zuschreibungen in der

mathematischen Praxis

Im Folgenden stelle ich eine gemeinsame philosophische Analyse der Auswertungsergeb-
nisse zur Umfrage- und Interviewstudie vor. Diese dient als Vorbereitung und Grundlage
flir die im nachfolgenden, abschliektenden Kapitel 5 meiner Arbeit verfolgte Frage nach
der Vereinbarkeit formalisierbarkeitsorientierter Kriterien fiir epistemische Zuschreibun-
gen mit den tatséchlichen epistemischen Standards der mathematischen Praxis und fiir
den Entwurf einer sozio-empirisch informierten Lesart von (FKE). Um im Rahmen von
Schritt 3 des Programms DSP3%* mit den empirischen Resultaten aus Schritt 2 philo-
sophisch fruchtbar arbeiten zu kénnen, wird also die bisherige Interpretation in einen

breiteren theoretischen Zusammenhang gestellt. Die durch die Orientierung an den vier

3520der seine ,,Formalisiertheitsstufe, vgl. Fuknote 351.
353vgl. S. 165 f.
354y/gl. Abschnitt 1.3.3.
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aufgrund der Ergebnisse der Umfragestudie formulierten theoretischen Ausgangsfragen
(Schritt 1, vgl. Abschnitt 3.4) fiir die Interviewstudie bereits erreichte Abstraktionsstufe
der Interpretation wird dadurch noch einmal erhoht; der philosophische Interpretations-
spielraum wird dabei natiirlicherweise grofer.3%°

Im Hintergrund der Analyse steht die Beantwortung der vier Ausgangsfragen anhand
der im vorigen Abschnitt 4.2 vorgestellten Kernaussagen. Dennoch folgt die Darstellung
systematisch einer Gliederung in acht allgemeinere, abstraktere Aspekte zur philosophi-
schen Charakterisierung von Zuschreibungen beweisbasierten Wissens und beweisbasier-
ter Rechtfertigung in der mathematischen Praxis. Jedem Aspekt ist dazu ein eigener
Unterabschnitt gewidmet, zur spéteren eindeutigen Bezugnahme sind diese mit (I) bis
(VII) bezeichnet. Einige dieser Aspekte werden dabei recht detailliert diskutiert, andere

werden auf der Grundlage der bisherigen Ergebnisse nur angerissen.

(1) Zur Natur von akzeptablen mathematischen Beweisen als rechtfertigenden

Griinden

Beweise, die in der mathematischen Praxis als ,akzeptabel“ (oder auch ,gut®) gelten und
beweisbasiertes Wissen oder gerechtfertigte Uberzeugung begriinden kénnen, sind keine
rein sprachlichen, statischen, sondern prozesshafte Entitdten. Im konkreten Fall singu-
larer epistemischer Zuschreibungen wie ,, X weifs, dass p“ und ,,X glaubt gerechtfertigt,
dass p* auf Grundlage eines Beweises sind mit ,Beweis“ einzelne Beweishandlungen ge-
meint. Diese beinhalten zwar jeweils auch ein sprachlich verfasstes Argument als rein
sprachliche Entitét. Epistemische Relevanz besitzt dieses Argument aber erst als Teil
einer kommunikativen Handlung, durch die es vom epistemischen Subjekt vorgebracht
wird, und in Bezug auf das aktuell erreichte Stadium des gesamten Beweisprozesses.
Der Beweisprozess als Ganzer ist hingegen gemeint, wenn etwa von ,,dem Beweis der

Fermatschen Vermutung“ gesprochen wird.

(I1) Fallibilitat und Fehlerrobustheit mathematischer Rechtfertigung durch Beweise

Sowohl die Ergebnisse der Umfragestudie als auch die Resultate der Interviewstudie legen
nahe, dass mit singulédren epistemischen Zuschreibungen in der mathematischen Praxis
aus erkenntnistheoretischer Sicht hiufig nur Uberzeugtsein oder gerechtfertigtes Uber-
zeugtsein zugeschrieben wird. Der wesentliche Grund dafiir ist eine epistemisch unab-

wendbare Irrtumsmoglichkeit in Bezug auf die Korrektheit mathematischer Beweise, die

355Djeser Spielraum bleibt aber generell durch die sozio-empirisch informierte Forderung nach
empirisch-deskriptiver Addquatheit beschrénkt, vgl. Abschnitt 1.3, S. 17, 21 und 28 sowie im Folgenden
auch Abschnitt 5.1.1.
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deren Akzeptanz in der Praxis jedoch nicht schmélert. Entsprechend besitzt auch der
Gesamtprozess des Beweisens in der mathematischen Praxis keinen finalen Punkt; die
epistemischen Einstellungen gegeniiber Beweisen sind dadurch grundséatzlich graduell,
gegebenenfalls sogar unscharf, und nicht kategorisch.

Akzeptable mathematische Beweise sind daher in zweierlei Hinsicht prinzipiell falli-
bel: Weder miissen sie die Wahrheit des bewiesenen Theorems garantieren, noch muss
dieses tatsichlich wahr sein.3*% Insbesondere besitzen also auch inkorrekte Beweise episte-
mischen Wert fiir die mathematische Praxis und kénnen mathematische Uberzeugungen
hinreichend rechtfertigten, ohne dadurch die Verlasslichkeit epistemischer Rechtfertigung
durch mathematische Beweise in Frage zu stellen. Dafiir sorgt das Akzeptanzkriterium
der Fehlerrobustheit:3°” Akzeptablen Beweisen fehlt durch ihre Fallibilitéit zwar die un-
angreifbare Stabilitdt, die mathematische Rechtfertigung (und das dadurch begriindete
mathematische Wissen) geméf traditionellen Vorstellungen ausmacht; die Kernargumen-

tation3°8

eines akzeptablen Beweises muss jedoch stets hinreichend fehlerrobust, d.h. et-
wa von Detailfehlern, Abschwéchungen des Theorems oder von Zwischenresultaten und
Wechseln des mathematischen settings, das heikt Wechseln des theoretischen Uberbaus
aus Notationen und Definitionen3®® hinreichend unabhéngig sein, um die Wahrheit des
bewiesenen Theorems in einem (z.B. dem aktuellen Stadium des Beweisprozesses) ange-

messenen Malle wahrscheinlich zu machen.

(111) Mathematisches Verstandnis und Wissen-warum als Erkenntnisziel

Die Interviewanalyse zu den Ausgangsfragen 2 und 4 hat gezeigt, dass die epistemische
Funktion von Beweisen in der mathematischen Praxis als ,bloft* zuverléssige iiberzeu-
gungsbildende Prozesse noch nicht hinreichend gut beschrieben ist. Akzeptanzkriterien
flir mathematische Beweise zeichnen diese als eine ganz besondere Form epistemischer
Rechtfertigung aus: Das Fiihren oder Nachvollziehen eines akzeptablen Beweises fiir p
dient auch der Erzeugung von mathematischem Verstindnis. Mathematisches Verstand-
nis hat verschiedene Stufen,?%0 und beinhaltet auf hoheren Stufen, die in der wissen-

schaftlichen mathematischen Praxis stets angestrebt werden, ein ,Wissen-warum-p“. Die

356Das bewiesene Theorem kann, wie das unter der Analyse zu Ausgangsfrage 4 diskutierte Zitat aus
Int 2 illustriert (S. 193 f.), etwa urspriinglich zu stark formuliert sein und tatséchlich nur fiir einen
kleineren Bereich gelten.

357Tygl. die Kernaussagen zu Ausgangsfrage 4, S. 204.

358Bei  Kernargumentation® handelt es sich um eine im Rahmen der Interviewinterpretation ad hoc
eingefiihrte Sprechweise, vgl. etwa S. 172, 192, 195, 197 und 200.

359Bei , setting” (bzw. ,theoretischem Uberbau“) handelt es sich ebenfalls um eine im Rahmen der von
mir vorgeschlagenen Interviewinterpretation ad hoc eingefiihrte Sprechweise, vgl. etwa S. 170.

360ygl. die Kernaussagen zu Ausgangsfrage 2, S. 174.
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Rede von ,Wissen-warum® ist dabei zunéchst wortlich von den Kommentaren der Teil-
nehmer beider Studien iibernommen. Geméfs der Analyse zu Ausgangsfrage 2 wird dieses
Wissen-warum durch eine bestimmte Art der Beweisfiihrung vermittelt, welche die fiir
p relevanten inhaltlichen, konzeptuellen mathematischen Zusammenhénge aufzeigt. Da-
durch wird die Wahrheit von p (und auch die Korrektheit des Beweises selbst) erklért
und zwingend einsichtig gemacht. Je nachdem sind Perspektivwechsel,36! also Wechsel
des mathematischen settings, notwendig, um zu Wissen-warum zu gelangen. Ein sol-
cher Perspektivwechsel geschieht nicht auf formaler Detailebene, sondern auf inhaltlich-
begrifflicher Ebene.?6? Wissen-warum ist auch deshalb eines der wesentlichen Erkennt-
nisziele mathematischer Forschung, weil die Mo6glichkeit solcher Perspektivwechsel auch
die Ubertragung von Resultat und Kernargumentation auf #hnliche mathematische Pro-

bleme méglich macht.363

Vor dem Hintergrund der philosophischen Unterscheidung zwischen Wissen-wie (Kén-
nen) und Wissen-dass (propositionales Wissen) lésst sich das ,Wissen-warum* der ma-
thematischen Praxis wie folgt einordnen: Mit propositionalem Wissen teilt es die Eigen-
schaft, propositional verfasst zu sein. Wissen-warum ist damit nicht ohne Weiters als ein

364 Dennoch handelt es sich auch nicht um propositionales

reines Kénnen analysierbar.
Wissen allein im Sinne des semantischen Projektes®%® der klassischen Erkenntnistheo-

rie: Fiir propositionales Wissen-dass-p in diesem Sinne kénnte in bestimmten Féllen das

361 Auch bei ,Perspektivwechsel“ handelt es sich um eine im Rahmen der Interviewinterpretation ad
hoc eingefiihrte Sprechweise, vgl. S. 175.

362y/g]. Fuknote 330 in den Kernaussagen zu Ausgangsfrage 2. Vgl. fiir eine dhnlich gelagerte Diskus-
sion des Zusammenhanges zwischen der Verstindlichkeit mathematischer Beweise und der im Beweis
verwendeten inhaltlich-begrifflichen Ebene auch Vervloesem [125].

363 Theoretische Modelle mathematischer Erklirung wie das von Mark Steiner vorgeschlagene Modell
von erklérenden (ezplanatory) und nicht erkldrenden (non-ezplanatory) Beweisen (Steiner [120]) wer-
den im aktuellen mathematikphilosophischen Diskurs prominent etwa von Paolo Mancosu in [84] und
[86] diskutiert. Den fiir die hier vorgeschlagene Analyse ad hoc eingefiithrten Sprechweisen von ,Per-
spektivwechsel“ und ,,Wechsel des mathematischen settings“ entspricht im Extremfall bei Mancosu eine
holistische Variante mathematischer Erkldrung durch eine konzeptuelle Neufassung (,,conceptual reca-
sting®, vgl. [86, S. 143]) einer ganzen mathematischen Theorie, in die ein Beweis eingebettet ist. Auch
bei Steiner findet sich eine Idee des Perspektivwechsels oder des Wechsels des mathematischen settings in
einem seiner Kriterien fiir erklarende Beweise, demgemaéfs diese durch Variation der charakterisierenden
mathematischen Strukturen oder Eigenschaften, auf die das bewiesene Theorem Bezug nimmt, verallge-
meinerbar sein miisssen (vgl. [120, S. 144, 147]). Ohne an dieser Stelle auf weitere Details der Debatte
einzugehen, dient sie in jedem Fall als Referenz fiir die philosophische Relevanz der hier diskutierten
Sprechweise von Wissen-warum.

364GeméR der bekannten Ryleschen Unterscheidung zwischen Wissen und Konnen ist Kénnen zwar
nicht-propositional verfasst. Stanley und Williamson (vgl. [117]) glauben dagegen (und sind bisher noch
nicht wirklich stichhaltig widerlegt worden), dass Kénnen eine Spezialform propositional verfassten Wis-
sens ist. Fiir die nachfolgenden Uberlegungen ist jedoch in erster Linie relevant, dass Wissen-warum den
Besitz bestimmter mathematischer Féhigkeiten voraussetzt (vgl. Aspekt (1V)).

365ygl. Abschnitt 1.3.1, S. 15.
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blof schrittweise Nachvollziehen eines (geniigend iibersichtlichen) formalen Beweises als
epistemische Rechtfertigung im Sinne eines zuverlissigen iiberzeugungsbildenden Pro-
zesses hinreichend sein. Die fiir Wissen-warum notwendigen weiteren Kriterien, wie etwa
die Moglichkeit zum Perspektivwechsel, sind damit noch nicht erfiillt. Wissen-warum ist
zudem personenrelativ und graduell und teilt damit charakteristische Eigenschaften epi-
stemischer Rechtfertigung, aber nicht von propositionalem Wissen im klassischen Sinne.

In der mathematischen Forschungspraxis ist ein angemessenes Maf an Wissen-warum
des epistemischen Subjektes in der Regel aber Voraussetzung fiir eine positive episte-
mische Zuschreibung, die sich im Sinne von durch Beweise begriindeter gerechtfertigter
Uberzeugung oder propositionalem Wissen interpretieren lisst. Dies trifft insbesondere
dann zu, wenn die rechtfertigenden Beweise sehr komplex sind. Wissen-warum ist deshalb
aber nicht blof als Teilaspekt einer Analyse von propositionalem Wissen anzusehen; seine
Rolle als wesentliches Erkenntnisziel mathematischer Forschung verleiht ihm einen fiir die
mathematische Praxis mindestens gleichwertigen epistemischen Status. Im Rahmen einer
sozio-empirisch informierten Analyse epistemischer Zuschreibungen von propositionalem
mathematischem Wissen und epistemisch gerechtfertigter mathematischer Uberzeugung
in der wissenschaftlichen mathematischen Praxis ist Wissen-warum also geeignet zu be-

riicksichtigen.

(IV) Meta-Argumentationen, sinnhafte Argumentationsstruktur und
mathematische Fihigkeiten

Einerseits ist das Arbeiten mit stark formalisierten oder gar formalen Beweisen in Be-
zug auf einen Grofteil der mathematischen Forschungspraxis aufgrund der Komplexitét
der dort verwendeten Argumentationen nicht mdglich, da solche komplexen formalisier-
ten Beweise fiir einen realen Mathematiker kaum erbring- oder nachvollziehbar sind.3¢6
Auch die fiir einen akzeptablen Beweis benotigte Fehlerrobustheit, die unter anderem
seine Verlisslichkeit als rechtfertigender Grund begriindet,?6” ist bei komplexen forma-
lisierten Beweisen in der Regel nicht gegeben. Zudem lassen stark formalisierte Beweise
nur schwer Perspektivwechsel zu und machen die Kernargumentation und die fiir die
bewiesene Aussage besonders relevanten inhaltlichen mathematischen Zusammenhénge
schwer ersichtlich.?%® Daher sind formalisierte Beweise in der Regel nicht geeignet, um

Wissen-warum zu erzeugen, was gemafs Aspekt (Ill) aber gerade im Falle komplexer

366yg]. die Kernaussagen zu Ausgangsfrage 3, S. 189.

367Vgl. die Kernaussagen zu Ausgangsfrage 4, S. 204.

368ygl. die Kernaussagen zu Ausgangsfrage 2, zum Zusammenhang zwischen formalisierten Beweisen
und Perspektivwechsel insbesondere wieder Fufinote 330.
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mathematischer Theoreme eine notwendige Voraussetzung fiir positive Zuschreibungen
beweisbasierten Wissens oder beweisbasierter Rechtfertigung ist. Den AuRerungen der
Interviewpartner wurde jedoch die Forderung entnommen, dass akzeptable Beweise im
Sinne der unter den Kernaussagen zu Ausgangsfrage 3 eingefiithrten Sprechweise prinzi-

piell ontisch formalisierbar sein sollten,369

also die fiir eine mechanische Formalisierung
notwendigen Beweisschritte zumindest implizit enthalten miissen. Dies zeigt andererseits,
dass die informellen Beweise der mathematischen Praxis im Vergleich zu formalen nicht
einfach liickenhaft sein diirfen.

Daher enthélt ein akzeptabler Beweis in der Regel informelle Beweissequenzen, in de-
nen z. B. Beweistechniken zum Einsatz kommen, die auf mathematischen Meta-Ebenen

d,3 und die ich im Folgenden, auch in Anlehung an die Diskussion von Az-

371

formuliert sin
zounis Ableitungsanzeiger-Eigenschaft,3"! als Meta- Arqgumentationen bezeichne.3™ Wei-
terhin ist akzeptablen Beweisen in der Regel eine sinnhafte Argumentationsstruktur,
also eine Auf- und Unterteilung der Gesamtargumentation in Sinnabschnitte eigen. Die-
se wird etwa durch die Formulierung sinnvoller Zwischenergebnisse als Lemmata und die
deutliche Herausstellung und Trennung der Kernargumentation des Beweises von Neben-
und Hilfsargumenten vermittelt. Sowohl die sinnhafte Argumentationsstruktur als auch
die Meta-Argumentationen sind dem tieferen inhaltlichen Verstdndnis des behandelten
mathematischen Sachverhaltes forderlich und vereinfachen oder erméglichen erst einen
Perspektivwechsel, also die Betrachtung des Problems in verschiedenen mathematischen
settings. Sowohl das inhaltliche Verstandnis als auch der Perspektivwechsel erzeugen wie-
derum in der Regel erst mathematisches Wissen-warum.

Die vollstéandige Aufschliisselung solcher Meta-Argumentationen ist nun, wenn denn
theoretisch moglich, zumindest zeitlich unrealistisch und in ihrer Komplexitét fiir einen
praktizierenden Mathematiker kaum fassbar.?™® Sie wird in der mathematischen Praxis
immer nur bis zu einem bestimmten Grad verlangt und vorgenommen.?* Dies fiihrt,

konsequent weitergedacht, zu einer Hierarchie von informellen Meta-Beweisen.?”® Zudem

369y/g]. S. 190.

370Vgl. etwa das Zitat aus Interview 1 auf S. 168.

371ygl. Abschnitt 2.3.5, S. 74.

372y/gl. hierzu spiter die Diskussion der empirisch-deskriptiven Adéquatheit der Ableitungsanzeiger-
Lesart (FKE7) in Kapitel 5, S. 225. Auch ,Meta-Argumentation“ ist als eine im Vergleich zu ,Kernargu-
mentation oder ,Fehlerrobustheit* lediglich auf einer abstrakteren Interpretationsstufe eingefiihrte Ad
Hoc-Sprechweise aufzufassen.

373Vgl. die detaillierteren Ausfithrungen im Rahmen der Analyse der Interviewstudie zu Ausgangsfrage
3,S.189 f.

371ygl. die Kernaussagen zu Ausgangsfrage 4, S. 204.

375Die Idee einer solchen Hierarchie von ,Beweisheitsgraden® (degrees of proofness) in Bezug auf den
sozialen Prozess der Akzeptanz von Beweisen in der mathematischen Praxis entwickelt der Mathematiker
Yuri Manin in seinem Buch ,A course in mathematical logic*:
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mogen die in der Praxis auftretenden Beweise mit Meta-Argumentationen prinzipiell
fallspezifisch formal aufgeschliisselt, also formalisiert werden konnen. In der Regel ist
eine solche konkrete Aufschliisselung aber nicht ohne Weiteres mutatis mutandis von
einem Fall auf den anderen iibertragbar.3”6

Der angemessene Umgang mit Meta-Argumentationen stellt aus Sicht der Erkenntnis-
theorie eher ein ,Wissen-wie praktizierender Mathematiker, also eine bestimmte Fahig-
keit dar und erzeugt letztlich nicht nur Wissen-warum, sondern setzt es im Sinne einer
tieferen Einsicht in inhaltliche innermathematische Zusammenhinge auch voraus.37”

Eine weiterfiihrende philosophische Analyse sollte den Besitz der fiir den Umgang mit
akzeptablen mathematischen Beweisen notigen Fahigkeiten im obigen Sinne zur Bedin-
gung fiir das Vorliegen von beweisbasiertem mathematischen Wissen oder beweisbasierter

mathemtatischer Rechtfertigung machen. Ein Kandidat fiir ein theoretisches Modell ma-

~Every proof that is written must be approved and accepted by other mathematicians,
sometimes by several generations of mathematicians. In the meantime, both the result and
the proof itself are liable to be refined and improved. Usually the proof is more or less an
outline of a formal deduction in a suitable language. But [...] an assertion p is sometimes
established by proving that a proof of p exists. This hierarchy of proofs of the existence of
proofs can, in principle, be continued indefinitely.“ (Zitiert aus [88, S. 105])

Ein konkreter, informeller mathematischer Beweis fiir ein Theorem p besitzt demnach die Funk-
tion, zu zeigen, dass ein formal strengerer Beweis fiir p durch die Aufschliisselung bestimmter Meta-
Argumentationen méglich ist. Ein nicht vollsténdig formalisierter Beweis besitzt entsprechend im Ver-
gleich zu einer formalen Ableitung immer nur einen bestimmten ,Grad des Beweisseins“. Dieser Grad
scheint von Manin dabei aber nicht als ein absolutes Mafs angesehen zu werden — vielmehr entsteht der
Eindruck, dass er in der Praxis letztlich mittels sozialer Akzeptanzmechanismen durch die scientific com-
munity der Mathematiker bestimmt wird. Diese legt fest, welche Meta-Argumentationen wann zuléssig
sind, ohne dass dies durch formale Schlussregeln abgebildet wird oder werden kann.

376ygl. erneut die speziellen Formulierungen in Interview 5 und 6:

»Lhere is a big picture, there is the real understanding of why it is true, and then, it is the
process of writing down these details, and not all people are good in this.“ (Int 5, S. 329,
vgl. die Analyse zu Ausgangsfrage 4)

When doing my PhD thesis, I learned that I should be careful-of course, a second year
student knows that he should be careful, but you learn something about the way to be
careful, or rather the way that you have to understand something.* (Int 6, S. 338, vgl. die
Analyse zu Ausgangsfrage 2)

377Vgl. auch die Diskussion zu Féhigkeiten und Wissen-warum im Rahmen der Kernaussagen zu Aus-
gangsfrage 2, S. 176. Uberlegungen zum Zusammenhang zwischen der Meta- Argumentationsstruktur
akzeptabler Beweise und bestimmten Fahigkeiten (bzw. Fahigkeitsstufen) finden sich in der Literatur zu
Funktionsweise informeller Beweise in der mathematischen Praxis z. B. bei Chateaubriand:

,The [steps] in the structuring of a proof are relative to the knowledge and interests of
specific groups, and must be convincing and agreed upon to guarantee the trustworthiness
of the proof. This relativization to specific groups not only takes into account different
levels of knowledge and ability—as between professional mathematicians and undergraduate
students, for instance—but also historical periods and special research programs |[...]* [22,
S. 389]
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thematischer Fahigkeiten ist dabei ein bereits in Abschnitt 2.3.3 angesprochenes, geeignet

angepasstes Dreyfus-Dreyfus-Modell.3"®

(V) Situative epistemische Standards

379 ent-

Den Standards fiir die Akzeptanz von Beweisen in der mathematischen Praxis
spricht unter anderem das erforderlichen Maf an Ubersichtlichkeit, inhaltlicher Klarheit
(d.h. insbesondere Ersichtlichkeit der Kernargumentation), Fehlerrobustheit und Detail-
korrektheit, das Maf, in dem der Beweis einen Perspektivwechsel ermdglichen soll sowie
die zuldssigen Meta-Argumentationen.

Diese Standards variieren kontextuell, unter anderem in Abhéngigkeit vom Stadium
des Gesamtbeweisprozesses, von den sozial bestimmten Interessen innerhalb der mathe-
matischen Gemeinschaft in Bezug auf ein bestimmtes Theorem oder einen bestimmten
Beweis, von den fiir das bewiesene Resultat und den Beweis relevanten mathematischen
Spezialgebieten, von der mathematischen Expertise des Adressatenkreises eines konkret
vorgebrachten Beweises und der mathematischen Expertise sowie unter Umstédnden auch
von spezifischen mathematischen Fahigkeiten des epistemischen Subjekts.

Die Herausforderung fiir eine empirisch informierte Erkenntnistheorie besteht nun dar-
in, diese kontextuellen Abhéngigkeiten nicht nur zu diagnostizieren, sondern auch genauer
zu analysieren. Dies betrifft insbesondere die Abhéngigkeiten der einzelnen Faktoren un-
tereinander. Das Stadium des Gesamtbeweisprozesses, die sozial bestimmten Interessen
innerhalb der mathematischen Gemeinschaft und die fiir das bewiesene Resultat und den
Beweis relevanten mathematischen Spezialgebiete kdnnen im Falle individueller episte-
mischer Zuschreibungen nun sinnvoller Weise als kontextuelle Faktoren in Bezug auf den
Zuschreibungskontext aufgefasst werden, was eine kontextualistische Analyse im Sinne

des semantischen Zuschreibungskontextualismus nahelegt.

(VI) Epistemischer Sonderstatus der Mathematik

Die bisherige Analyse der empirischen Resultate erlaubt zunéchst nur eine negative
Schluffolgerung hinsichtlich des vermeintlichen epistemischen Sonderstatus der Mathe-
matik:3® Die Fallibilitiit akzeptabler Beweise im Sinne von Aspekt (1) und ihre Kontext-
sensitivitat im Sinne von Aspekt (V) sind zwar vertraglich mit dem Rechtfertigungsbegriff
der allgemeinen Erkenntnistheorie, jedoch nicht mit dem klassischen Bild des absoluten,

well infallibel beweisbaren mathematischen Wissens. Zwar findet sich dieses klassische

578Vgl. S. 61 f.
379Vgl. die Kernaussagen zu den Ausgangsfragen 1 und 4.
380yg]. Einleitung, S. vii und Kapitel 2, Abschnitt 2.3.1, S. 53.
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Bild in Teilen auch im abstrakten Selbstverstdndnis praktizierender Mathematiker wie-
der, in der tatséachlichen mathematischen Forschungspraxis wird aber geméft Aspekt (1)
kein Anspruch auf einen entsprechenden Sonderstatus hinsichtlich der erkldrten, vor-
nehmlichen Erkenntnisziele erhoben.

Die Akzeptanzkriterien fiir Beweise, die einen innermathematischen Perspektivwechsel

381 fordern, weisen

und die Anwendbarkeit auf aufermathematische Problemstellungen
dagegen auf eine alternative Deutung der epistemische Sonderstellung der Mathematik
hin, der ich im Rahmen dieser Arbeit aber nicht weiter nachgehen werde: Sie sichern
eine aufsergewOhnliche Kohérenz bzw. Konsistenz des mathematischen Wissensgebéudes

sowohl in sich als auch mit unterschiedlichen aufermathematischen Wissensbereichen.?82

(VIl) Formalisierbarkeit als Eigenschaft von Beweishandlungen

Als ein allgemeiner Aspekt der vorgeschlagenen Interpretation der empirischen Ergebnis-
se kann man pointiert festhalten, dass in der mathematischen Praxis zwei verschiedene
Formalisierbarkeitsbegriffe verwendet werden. Diese beiden anhand der Interviewinter-
pretationen hinsichtlich Ausgangsfrage 3 identifizierten unterschiedlichen Sprechweisen
von Formalisierbarkeit habe ich in den Kernaussagen zu Ausgangsfrage 3 als ontische
und epistemische Formalisierbarkeit bezeichnet.?®3 Diese Sprechweisen sollen nun un-
ter Bezugnahme auf andere empirische Ergebnisse prézisiert werden, ohne dass dabei
eine Explikation nach strengen philosophisch-analytischen Standards angestrebt wird;
eine solche ist fiir die hier angestellten Uberlegungen zur Relevanz dieser beiden Forma-
lisierbarkeitsbegriffe fiir Zuschreibungen beweisbasierten mathematischen Wissens oder

beweisbasierter mathematischer Rechtfertigung nicht notwendig.

Ein ontisch formalisierbarer Beweis wurde als informelles mathematisches Argument
beschrieben, dessen implizite Argumentationsschritte durch Verfeinerung der Argumenta-
tion hinreichend explizit gemacht werden konnen, so dass das gesamte Argument anschlie-
fend rein mechanisch in einen formalen Beweis {iberfiihrbar ist. Was in Abschnitt 4.2.4 als
Beispiel fiir eine moégliche Explikation von ,sprachliche Verfeinerung”“ angefiihrt wurde,
mochte ich als explizites Explikat verwenden, was zu folgender Spezifikation von ,ontisch

formalisierbar fiihrt:

381ygl. die Kernaussagen zu Ausgangsfrage 4, S. 203.

382Djie Aufgabe der Konsistenzsicherung wird damit de facto gerade nicht, wie es historisch versucht
wurde, (allein) durch eine Formalisierung der Mathematik bewéltigt (vgl. auch die Kernaussagen zu
Ausgangsfrage 3, S. 189).

383ygl. S. 190 f.
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(Font) Ontische Formalisierbarkeit (abgekiirzt: Formalisierbarkeitopn)

Ein formalisierbarer,y; Beweis ist ein informelles mathematisches Argument, das
durch eine geeignete sprachliche Differenzierung der enthaltenen, sprachlich unter-

384 5o modifiziert werden kann, dass es anschlie-

schiedlichen Argumentationsebenen
fend durch einen geeigneten Formalisierungsalgorithmus, der mit entsprechenden
Meta-Routinen®® ausgestattet ist, rein mechanisch in eine formale Ableitung iiber-

fihrt werden kann.

Ontische Formalisierbarkeit ist eine invariantistisch konzipierte, intrinsische Eigenschaft
sprachlicher Argumente. Ein formalisierbarer,,s Beweis ist deduktiv korrekt, d.h. die
Wahrheit seiner Pramissen erzwingt gemafs den erlaubten Schlussregeln logisch die Wahr-
heit seiner Konklusion.

Ontische Formalisierbarkeit erweist sich als ein méglicher Kandidat fiir die Spezifika-
tion des Parameters ,formalisierbar® im Rahmen einer im Sinne des semantischen Pro-
jekts geeigneten Lesart von (FKE) als Kriterium fiir Wissen-dass.?®¢ Als Forderung an
akzeptable Beweise der mathematischen Praxis und damit als explanatorisch bzw. eva-
luativ notwendige Bedingung fiir Beweise, die epistemischen Zuschreibungen zugrunde-
liegen, wurde die Forderung nach ontischer Formalisierbarkeit jedoch zuriickgewiesen.
Formalisierbarkeitont stellt schon insofern keine geeignete Spezifikation von ,formalisier-
bar® im Sinne des explanatorischen und vor allem des evaluativen Projektes dar, als sie
gemafs Aspekt (I) die ,falschen” Entitdaten betrifft, ndmlich rein sprachliche Argumente
statt Beweishandlungen als Basis der Prifung und Bewertung epistemischer Zuschrei-
bungen in der mathematischen Praxis. In diesem Sinne ist der Begriff der ontischen
Formalisierbarkeit, obwohl auch er in der mathematischen Praxis verwendet wird, kein
geeigneter alleiniger Mafstab fiir die Addquatheit einer Lesart von (FKE) als empirisch
informiertes Kriterium fiir epistemische Zuschreibungen. Der Begriff der epistemischen
Formalisierbarkeit, der sich dagegen auf Beweishandlungen als Grundlage konkreter epi-
stemischer Zuschreibungen in der mathematischen Praxis bezieht, muss in dieser Hinsicht
angemessen bertlicksichtigt werden. Ontische Formalisierbarkeit stellt jedoch auch in an-
derer Hinsicht allein keinen brauchbaren Makstab dar: Die unter Aspekt (IV) angestellten
Uberlegungen deuten darauf hin, dass akzeptable Beweise komplexer Theoreme der ho-
heren Mathematik in der Regel nicht ontisch formalisierbar sind.?®” Der angemessene

Umgang mit Meta-Argumentationen gehort demgeméfl vielmehr zum Fahigkeitsprofil

384Btwa Argumentationen auf der Ebene der ,Objektsprache, z. B. der der Algebra, und Argumenta-
tionen auf einer Meta-Ebene, z. B. die der algebraischen Operationen.

3857, B. logisch oder mathematisch giiltige Ableitungsregeln zweiter Stufe.

386ygl. die Analyse der Interviewstudie in Bezug auf Ausgangsfrage 3, S. 188 ff.

387ygl. S. 210.
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praktizierender Mathematiker und setzt Wissen-warum im Sinne einer tieferen Einsicht
in inhaltliche innermathematische Zusammenhinge voraus.388

Einen Ansatzpunkt fiir einen in dieser Hinsicht geeigneteren Mafsstab bietet die auch
fiir die Akzeptanz von Beweisen in der mathematischen Praxis relevantere epistemische
Formalisierbarkeit.?®® Im Unterschied zu ontischer Formalisierbarkeit, die eine intrinsi-
sche Eigenschaft mathematischer Argumente als singuldrer sprachlicher Entitdten dar-
stellt, wird fiir epistemische Formalisierbarkeit verlangt, dass ein Mathematiker von der
Uberfithrbarkeit eines gegebenen mathematischen Argumentes in ein ontisch formalisier-
bares Argument iiberzeugt werden kann. Die in den Kernaussagen zu Ausgangsfrage 4
vorgeschlagene kontextsensitive Analyse der Akzeptanzkriterien fiir mathematische Be-
weise3? legt daher nahe, epistemische Formalisierbarkeit als kontextsensitive Eigenschaft

391

von Beweishandlungen®”* aufzufassen. Dies liefert folgende Spezifikation von ,epistemisch

formalisierbar*:

(Fepist) Epistemische Formalisierbarkeit (abgekiirzt: Formalisierbarkeitepist )

Eine formalisierbarecpis; Beweishandlung ist eine kommunikative Handlung, durch
die ein geeignetes Mitglied der mathematischen Gemeinschaft aufgrund eines vor-
gebrachten mathematischen Argumentes davon iiberzeugt wird, dass dieses Argu-
ment durch angemessene Modifikation, Ergénzung oder Korrektur in einen ontisch

formalisierbaren Beweis iiberfithrt werden kann.

Das fiir eine epistemisch formalisierbare Beweishandlung ausreichende Maf an Detail-
korrektheit und Fehlerrobustheit des vorgebrachten Argumentes kann damit im Sinne
von Aspekt (V) kontextuell variieren, also insbesondere in Abhéngigkeit von der mathe-
matischen Expertise der an der Beweishandlung Beteiligten und vom jeweiligen Stadium
im gesamten Beweisprozess. Ein epistemisch formalisierbares Argument wird weiterhin
in der Regel ein gewisses, kontextuell bestimmtes Mafs an mathematischem Verstind-
nis und Wissen-warum gemafs Aspekt (IlI) vermitteln miissen. Das konkret vorgebrachte
Argument darf dabei im Rahmen der geforderten Fehlerrobustheit und Detailkorrekt-
heit Fehler enthalten, und ist moglicherweise in diesem Sinne tatséchlich nicht ontisch
formalisierbar, sondern im Sinne von Aspekt (II) fallibel.

Die Herausforderung bei der Formulierung sozio-empirisch informierter Lesarten von
(FKE) in Abschnitt 5.2 wird darin bestehen, eine Spezifikation von (FKE) zu erarbeiten,

388Vgl. auch Aspekt (l11).
389ygl. S. 190.
390yl S. 204.
391ygl. S. 204.
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welche die wesentlichen Aspekte ontischer und epistemischer Formalisierbarkeit fruchtbar

vereint.

(VII) ,Formaler Beweis" als abstraktes, internalisiertes Leitbild

Die wachsende Komplexitéat des mathematischen Wissensgebdudes und der einzelnen Re-
sultate macht Hilfsmechanismen notwendig, die einen rein formalen Beweisstil zwangs-

ldufig ablosen.392

Das Konzept des formalen Beweises spielt zumindest in Bezug auf die
heutige Forschungspraxis daher weniger die Rolle eines konkreten Leitbildes der mathe-
matischen Beweisfiihrung, auch wenn dies fiir die universitare mathematische Ausbildung
zutreffen mag.3?? In Bezug auf die zeitgendssische wissenschaftliche Mathematik ist al-
ternativ die Interpretation der Verwendungsweise von ,formaler Beweis“ als abstraktes
Leitbild guter Beweisfithrung moglich, welches jedoch nur indirekte Akzeptanzkriteri-
en liefert: Ein Beweis, der aus offensichtlichen Griinden eine Formalisierung innerhalb
eines von der mathematischen Gemeinschaft akzeptierten formalen Systems prinzipiell
ausschlieRt, wird nicht akzeptiert.3%4

Das Leitbild des formalen Beweises pragt dennoch das bereits unter Aspekt (VI) ange-
sprochene abstrakte Selbstverstindnis praktizierender Mathematiker.3? Eine Erklarung
fiir dieses Selbstverstidndnis, auch hinsichtlich Aspekt (VI), konnte sein, dass die Regeln
des formalen Beweisens von praktizierenden Mathematikern mit entsprechender mathe-
matischer Expertise und Forschungserfahrung als hinreichend internalisiert gelten. Da-
durch gilt es als wahrscheinlich, dass auch die von ihnen erbrachten informellen Beweise
in der Regel zu formal ableitbaren Resultaten fiihren. Diese Erklarung liefse sich auch im
Rahmen eines Dreyfus-Dreyfus-Modells mathematischer Fahigkeiten formulieren.3?6 Die
Adéquatheit einer solchen Erklarung laft sich auf der Grundlage der hier vorgestellten
empirischen Ergebnisse jedoch nicht hinreichend begriinden und miisste durch weitere
empirische, gegebenenfalls kognitionswissenschaftliche Studien gepriift werden. Ich gehe

ihr daher im Rahmen dieser Arbeit nicht weiter nach.

392yig]. die Kernaussagen zu Ausgangsfrage 3, S. 189 f., sowie speziell S. 185.

393ygl. S. 189.

394y/g]. S. 190 sowie speziell S. 180.

395Vgl. wieder die Kernaussagen zu Ausgangsfrage 3, S. 189. Hier besteht meiner Ansicht nach eine
gewisse Analogie zur heutigen Rolle des sogenannten Goldstandards zur Wahrungsdeckung (vgl. fiir eine
kurze Diskussion des Bildes der formalen Ableitung als ,Goldstandard des mathematischen Beweises®
Lowe & Miiller |75, Fufinote 10]). Wahrend der Goldstandard, also die direkte Deckung von Miinzgeld
durch Goldreserven, tatsdchlich schon seit geraumer Zeit durch ein komplexes, stellenweise undurch-
schaubares Finanzsystem abgeldst wurde, in welchem eine direkte Deckung von Geld in dieser Form
nicht mehr gegeben ist, pragt er dennoch immer noch unsere Vorstellungen vom Wert des Geldes, mit
dem wir téglich handeln.

396y/gl. Abschnitt 2.3.3, S. 65, sowie Aspekt (IV).

216



b Vergleich der analytischen und
empirischen Ergebnisse und Skizze zweier

sozio-empirisch informierter Lesarten von
(FKE)

In diesem Kapitel geht es um die Umsetzung von Schritt 3 des Drei-Schritte-Programmes

k397 in Bezug

DSP einer sozio-empirisch informierten Erkenntnistheorie der Mathemati
auf die in dieser Arbeit behandelten speziellen Fragestellungen.

In Abschnitt 5.1 erfolgt zunéchst ein Vergleich der analytischen Ergebnisse aus Ka-
pitel 2 mit den empirischen Ergebnissen aus den Kapiteln 3 und 4 im Hinblick auf die
empirisch-deskriptive Adiiquatheit3®® verschiedener Lesarten von (FKE). Dazu werden
in einem kurzen einfithrenden Teil von 5.1 vor dem Hintergrund der methodologischen
Zielsetzung der Arbeit einerseits und den konkreten empirischen Ergebnissen andererseits
geeignete Addquatheitsbedingungen ausformuliert. Im zweiten Teil von 5.1 wird gepriift,
ob diese Kriterien durch die in Kapitel 2 vorgestellten Lesarten (FKE;) bis (FKE7)
formalisierbarkeitsorientierter Kriterien fiir epistemische Zuschreibungen erfiillt werden,
vor allem unter Riickgriff auf die in Abschnitt 4.3 aufgefiihrten allgemeineren Aspekte
(1) bis (VII) der empirischen Ergebnisse. Es wird dabei jeweils auch diskutiert, welche
Ansatzpunkte sich durch empirisch-deskriptiv addquate Aspekte einzelner Lesarten fiir
eine einheitliche sozio-empirisch informierte Lesart von (FKE) ergeben.

In Abschnitt 5.2 schlage ich zwei sozio-empirisch informierte formalisierbarkeitsori-
entierte Kriterien vor, die sich als eine Kombination von geeignet modifizierten positiv
diskutierten Aspekten der Lesarten (FKE,) und (FKE;) sowie des funktionalen Beweis-
begriffs im Rahmen der Kitcherschen Kritik an aprioristischen Lesarten von (FKE) auf-
fassen lassen. Im ersten Teil von 5.2 werden diese Lesarten genauer spezifiziert. Im zwei-
ten Teil diskutiere ich die empirisch-deskriptive Adédquatheit, im abschliefsenden Teil von

5.2 die erkenntnistheoretische Adaquatheit und Einordnung der beiden vorgeschlagenen

397Tygl. Kapitel 1, Abschnitt 1.3.3, S. 21.
398ygl. Kapitel 1, S. 17, 21 und 28.
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Kriterien in die in Kapitel 2 Abschnitt 2.2 entwickelte Matrix allgemeiner erkenntnis-

theoretischer Positionen.

5.1 Vergleich der analytischen und empirischen Ergebnisse

5.1.1 Formulierung konkreter Bedingungen fiir empirisch-deskriptiv
adaquate Lesarten von (FKE)

Die empirisch-deskriptive Adaquatheit einer spezifischen Lesart von (FKE) gehort zu den
abstrakten Bedingungen, die ein Kriterium fiir epistemische Zuschreibungen im Rahmen
einer sozio-empirisch informierten Erkenntnistheorie der Mathematik erfiillen sollte. Da-
mit ist nicht gemeint, dass (FKE) unter einer entsprechenden Spezifikation, ungeachtet
der erkenntnistheoretischen Konsequenzen, ein notwendiges und hinreichendes Kriterium
flir sdmtliche in der mathematischen Praxis vollzogenen epistemischen Zuschreibungen
sein muss. Der Ausdruck ,,Addquatheit® muss hier in Bezug auf das semantische, also
rein bedeutungsanalytische, und das explanatorische sowie evaluative Projekt einer wis-
senschaftsphilosophisch motivierten Erkenntnistheorie differenziert betrachtet werden.3%9
Fiir die empirisch-deskriptive Adaquatheit einer Lesart von (FKE) reicht es nicht aus,
wenn dieses nur ein addquates Kriterium fiir epistemische Zuschreibungen im Sinne des
semantischen Projektes darstellt, %% d.h. die Bedeutung der Ausdriicke ,mathematisches
Wissen“ oder ,mathematische Rechtfertigung” informativ definiert. Um als empirisch-
deskriptiv addquat gelten zu konnen, soll (FKE) auch hinsichtlich des evaluativen und
explanatorischen Projektes moglichst addquat spezifiziert werden. Dabei geht es nun
gerade nicht um eine abstrakte Definition, bei der der Anwendungsaspekt hochstens
im Hintergrund steht. Es geht darum, tatsdchliche Wahrmacher der epistemischen Zu-
schreibungsschemata ,, X weifs bzw. glaubt gerechtfertigt, dass p* in der mathematischen
Praxis zu identifizieren, und Bedingungen fiir die korrekte Bewertung von epistemischen
Zuschreibungen zu formulieren, die den Gegebenheiten der Praxis angepasst und somit
dort auch anwendbar und in der Regel erfiillt sind. Eine aus wissenschaftsphilosophischer
Sicht gute empirisch-deskriptiv addquate Analyse soll wenn méglich auch Verbindungen
zwischen den Antworten auf die semantische, explanatorische und evaluative Analyse-
aufgabe aufgezeigt werden.

Fiir den nachfolgenden Vergleich der Ergebnisse aus Kapitel 2, 3 und 4 wird die For-

derung der empirisch-deskriptiven Adéquatheit in obigem Sinne in Bezug auf die beiden

399Vgl]. Kapitel 1, Abschnitt 1.3.1, S. 15 f.
490Fin nur hinreichendes, aber nicht notwendiges Kriterium wére unabhéngig von der hier betrachteten
Differenzierung ein philosophisch nicht zufriedenstellendes Analyseergebnis.
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Parameter von (FKE) nun in zwei konkrete, notwendige und zusammen hinreichende
Adéaquatheitskriterien iibersetzt. Diese beriicksichtigen, dass die Ergebnisse der empiri-
schen Untersuchungen strukturell in Aussagen iiber charakteristische Eigenschaften von
aus der Sicht praktizierender Mathematiker akzeptablen rechtfertigenden Beweisen und
allgemeine Uberlegungen zur Funktionsweise epistemischer Zuschreibungen in der ma-

thematischen Praxis zerfallen:

Kriterium 1 Der in der jeweiligen Lesart von (FKE) verwendete Formalisierbar-
keitsbegriff muss mit den empirisch gefundenen Charakteristika akzeptabler Be-
weises hinreichend kompatibel sein, so dass die als akzeptabel geltenden Beweise
der mathematischen Praxis (FKE) unter der entsprechenden Spezifikation in der
Regel erfiillen. Insbesondere sollte Formalisierbarkeit als eine Eigenschaft von En-
titdten konzipiert sein, die in der mathematischen Praxis tatséchlich existieren und

epistemisch bewertet werden.

Kriterium 2 Die in (FKE) verwendete Spezifikation des zweiten Parameters, ,ver-
fligen iiber*, muss mit den allgemeinen Ergebnissen zu epistemischen Zuschreibun-

gen entsprechend vertréglich sein.

5.1.2 Empirisch-deskriptive Addquatheit der Lesarten (FKE;) bis (FKE-)

Im Folgenden priife ich die empirisch-deskriptive Addquatheit der in Abschnitt 2.3 von
Kapitel 2 analytisch diskutierten Lesarten (FKE;) bis (FKE7) geméf Kriterium 1 und 2
unter Riickgriff auf die in Abschnitt 4.3 aufgefithrten Aspekte (1) bis (VIII). Dabei hebe
ich auch Ansatzpunkte fiir die in Abschnitt 5.2 entwickelten sozio-empirisch informierten
Lesarten von (FKE) hervor. Die Lesarten (FKE;) bis (FKE7) selbst werde ich nicht
erneut explizit erldutern, es findet sich stattdessen jeweils eine genaue Referenz auf die

entsprechende Stelle in Kapitel 2.

Empirisch-deskriptive Adaquatheit der invariantistischen Lesarten (FKE;), (FKE;’)
und (FKE-)

Strikt invariantistische Lesarten von (FKE), wie die in Abschnitt 2.3.1 diskutierten Les-
arten (FKE;) (S. 55) und (FKE;’) (S. 55), werden den empirischen Ergebnissen (vor
allem den Aspekten (IV) bis (VI) in Abschnitt 4.3) zur Funktionsweise von epistemischen
Zuschreibungen in der mathematischen Praxis, die in hohem Mafe auf kontextsensiti-
ve Parameter hindeuten, offenbar weder im Hinblick auf das erste noch auf das zweite
Adéquatheitskriterium gerecht. Eine Lesart wie (FKE;’), die den Parameter ,formali-

sierbar im Sinne von Formalisierbarkeiti,, (vgl. S. 55) spezifiziert, wire unter leichten
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Variationen zwar geeignet, Formalisierbarkeiton*°! als Kriterium fiir epistemische Zu-
schreibungen abzubilden. Nach den Uberlegungen unter Aspekt VIl wire damit aber nur
dem semantischen Projekt geniige getan, was fiir eine sozio-empirisch informierte Dis-

kussion von (FKE) nicht ausreicht.

Auch fiir modalisierte invariantistische Lesarten wie (FKEz) (S. 58), die in Abschnitt
2.3.2 besprochen wurden, wird insbesondere Kriterium 1 nicht erfiillt. Diese Lesarten
zeichnen sich durch die Einfiihrung einer kontextinvarianten Im-Prinzip-Klausel zur Ab-
schwichung des Parameters ,formalisierbar aus. (FKEg) etwa formuliert die modale
Im-Prinzip-Klausel im Sinne einer kontextunabhéngigen Idealisierung. Die Ergebnisse
der Interviewstudie wurden von mir jedoch so interpretiert, dass die Interviewpartner die
im Gespréach zunéchst sogar verwendeten Abschwichungen ontischer Formalisierbarkeit,
die durch scheinbar kontextinvariante und unspezifizierte Im-Prinzip-Klauseln eingefiihrt
wurden, in Bezug auf die tatsédchlichen Gegebenheiten der Forschungspraxis durch kon-
textsensitive epistemische Modalisierungen im Sinne von epistemischer Formalisierbarkeit

ersetzt haben.402

Generell stellt sich hinsichtlich der sinnvollen Einbindung einer Im-Prinzip-Klausel zur
Abschwichung des Konzepts ontischer Formalisierbarkeit in ein empirisch informiertes
(FKE) auferdem die Frage, ob eine solche geeignet ist, das Verhéltnis zwischen ontischer
und epistemischer Formalisierbarkeit hinreichend zu klaren, bzw. diese beiden Formali-
sierbarkeitskonzepte — gegebenenfalls unter angemessener Modifikation — fruchtbar in ei-
nem epistemischen Kriterium zu vereinen. Dies gilt auch fiir kontextsensitive Im-Prinzip-
Klauseln. ,Formalisierbarepis; wiirde dann im Sinne von ,im Prinzip formalisierbarq,:
verstanden. Fin prinzipielles Bedenken hierbei ist, dass auch eine kontextsensitive, aber
ansonsten weitgehend unspezifizierte Im-Prinzip-Klausel die Beziehung zwischen den bei-
den Formalisierbarkeitsbegriffen eher verschleiert oder sogar verfilscht. So ist die Uber-
legung, Formalisierbarkeitepis; als Eigenschaft von Beweishandlungen aufzufassen, empi-
risch gut begriindbar.?%® Diesem kategorialen Unterschied zu den Eigenschaftstrigern
ontischer Formalisierbarkeit, also rein sprachlichen Entitdten, wird eine Analyse von

Jformalisierbarepisi™ als ,im Prinzip formalisierbargn;

aber nicht gerecht. Dariiber hin-
aus sollte die Modalitdt von ,jiiberfithrbar in (Fon) als alethische, die in (Fepist) da-

gegen nicht als alethische, sondern als eine epistemische oder doxastische verstanden

401y/gl. Abschnitt 4.3, S. 214.

402y/g]. insbesondere in der Analyse der Interviewstudie zu Ausgangsfrage 3, S. 190. Eine Ausnahme
bildet hier Interviewpartner 3, der moglicherweise eine dhnlich idealisierte Im-Prinzip-Klausel bei der
Explikation von ,formalisierbar verwendet, wie sie (FKEz) vorsieht (vgl. S. 182).

493yg]. Abschnitt 4.3, S. 215.
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404 Dieser Aspekt wiirde durch eine Im-Prinzip-Klausel, die den Schritt von on-

werden.
tischer zu epistemischer Formalisierbarkeit einfach als eine Abschwéichung im Sinne von
ysunter bestimmten Umstédnden® oder ,iiblicherweise” darstellt, jedoch nicht unbedingt
korrekt oder prizise genug erfasst. Die nachfolgend diskutierten, kontextualistischen mo-

dalisierten Lesarten von (FKE) verzichten auf Im-Prinzip-Klauseln.

Empirisch-deskriptive Adaquatheit der kontextualistischen modalisierten Lesarten
(FKE3) und (FKE,)

Im Rahmen der in Kapitel 2 besprochenen kontextualistischen modalisierten Lesarten
(FKE3) (S. 60) und (FKE4) (S. 62) werden beide Parameter von (FKE) kontextualisiert.

Fiir verfiigen iiber wird in (FKE3) die Kontextualisierung tiber einen angemessenen,
vom epistemischen Subjekt X realisierbaren Zeitrahmen vorgeschlagen. Unter einer star-
ken Lesart von ,formalisierbar komme ich anhand der Ergebnisse der Interviewstudie zu
dem Ergebnis, dass dieser Vorschlag im Hinblick auf das zweite Adédquatheitskriterium
zurilickgewiesen werden sollte: Die Interviewpartner nehmen héufig Bezug auf Zeitrahmen
im Zusammenhang mit der Frage nach der tatséchlichen Formalisierbarkeit mathemati-
scher Beweise, ndmlich im Sinne von Zeitrahmen, innerhalb derer ein formalisiertes oder
formalisierbaresyns Argument erzeugt werden soll. Der dazu bendtigte Zeitrahmen wird
aber gerade als auferhalb des epistemisch Moglichen betrachtet, d.h. (FKE3) ist nicht
erfiillt.405

Damit ist die von Lowe und Miiller vorgeschlagenen Lesart (FKE4) in Bezug auf den
Parameter ,yerfiigen iiber, d.h. geméf Kriterium 2, empirisch-deskriptiv addquater als
(FKE3), da hier im Unterschied zu (FKE3) die Rede von Zeitfaktoren durch die Rede
von Fahigkeiten und Professionsstufen ersetzt ist. Dies gilt auch fiir den speziellen Mo-

dellierungsansatz der mathematischen Fahigkeiten und Professionsstufen nach Dreyfus

404v/gl. zu dieser feineren Unterscheidung epistemischer Modalitéiten etwa Girle [43, Kap. 10 ,Episte-
mic Logic“| und dariiber hinaus z. B. Lenzen [72]; der Ausdruck ,epistemisch” wird dann spezifisch im
Zusammenhang mit Wissenslogiken, der Ausdruck ,doxastisch dagegen in Bezug auf Modalitdten des
(rationalen) Glaubens verwendet.

495ygl. die Analyse der Interviewstudie zu Ausgangsfrage 3, S. 189. Uber die Angemessenheit einer
Kontextualisierung von (FKE) mittels eines solchen Zeitfaktors in Zusammenhang mit entsprechend li-
beralisierten Formalisierbarkeitskonzeptionen wird dadurch aber noch keine Aussage gemacht. Hier greift
jedoch weiterhin die in Abschnitt 2.3.3 bereits erwdhnte Kritik von Léwe und Miiller an der Fruchtbar-
keit einer kontextualistischen Analyse durch (FKE3) (vgl. S. 60 f.). Die empirischen Ergebnisse deuten
ebenfalls nicht darauf hin, dass (allein) der Zeitrahmen, der zur hinreichenden Ausarbeitung eines vom
epistemischen Subjekt erbrachten Argumentes in Abhéngigkeit von dessen speziellem F#higkeitsprofil
zur Verfiigung gestellt werden muss, bestimmt, ob das Argument als akzeptabler Beweis gelten kann
(vgl. insbesondere Aspekt (III) und (IV)).

221



und Dreyfus.#’® Auch die in Abschnitt 4.3 angesprochene Internalisierung von forma-
len Schlussregeln im Laufe der Erhéhung der mathematischen Professionsstufe liefse sich
im Rahmen des Dreyfus-Dreyfus-Modells als Ubergang von Anfinger- zu Expertenstu-
fen durch die Herausbildung von implizitem Wissen anstelle von bewusst regelbasiertem
Handeln beschreiben.407

Bereits in der Zwischenbilanz in Abschnitt 2.3.3 habe ich jedoch weiterhin angespro-

chen, dass (FKE,) die (empirischen) Fragen offen lisst,**® ob und in welchem Sinne

1. die darin enthaltene Spezifikation ,ein Beweis des vom Kontext geforderten Typs“
iiberhaupt mit einer geeigneten Spezifikation von ,formalisierbar® kompatibel ist,

und

2. tatsachlich eine von Léwe und Miiller postulierte Riickkopplung der Beweistypen
und mathematischen Professionsstufen an das Ziel mathematischer Forschung ge-

geben ist, %9 die eine fruchtbare kontextsensitive Analyse*!? durch (FKEy) sichert.

Die erste Frage ist hinsichtlich der empirisch-deskriptiven Adéquatheit von (FKE4) fiir
Kriterium 1, die zweite eher fiir Kriterium 2 relevant. Auf Grundlage der konkreten
empirischen Ergebnisse lassen sich nun beide Fragen in folgendem Sinne positiv beant-
worten: Sofern man ,einen Beweis des vom Kontext geforderten Typs® im Sinne von
,gemaf den Akzeptanzstandards des Kontexts akzeptabler Beweis* versteht, bietet das
Konzept der epistemischen Formalisierbarkeit einen Ansatzpunkt fiir eine entsprechen-
de Spezifikation von ,formalisierbar.#!! Die Riickkopplung von situativ erforderlichem
Beweistyp und Professionsstufe an das Ziel mathematischer Forschungspraxis, welches
geméifs Aspekt (Ill) iiber Wissen-dass hinaus als die Gewinnung von mathematischem
Verstandnis bzw. Wissen-warum ausgemacht wurde, ist ebenfalls gegeben: Ein Beweis in
einem konkreten Kontext soll zu Wissen-warum beitragen. Fiir das Mafs dieses Beitrages
gibt es unterschiedliche Mefgrofen, wie die Klarheit und Sinnhaftigkeit der Argumen-
tationsstruktur, die Fehlerrobustheit der Schliisselargumentation, die Detailkorrektheit
oder die Ubertragbarkeit auf und Fruchtbarkeit fiir andere, vor allem innermathemati-
sche Problemstellungen. Das erforderliche Maf ist essentiell an die fiir eine bestimmte
Professionsstufe in Bezug auf die relevanten mathematischen Spezialgebiete notigen ma-

thematischen Féhigkeiten der im jeweiligen Kontext beteiligten epistemischen Subjekte

406yg]. Abschnitt 2.3.3, S. 61. Ich verwende im Folgenden wieder die vereinfachte Sprechweise ,,Profes-
sionsstufe von X*.

407ygl. auch Aspekt (VIII).

108y/g]. S. 66 f.

409yl S. 63 f.

410ygl. wieder S. 60.

411y/g]. insbesondere Aspekt (VII) in 4.3.
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gebunden. Die Ausgestaltung und Weiterentwicklung mathematischer Fahigkeiten ist da-
bei auf mathematisches Verstédndnis ausgerichtet, so dass die Professionsstufe auch als
Versténdnislevel interpretiert werden kann.*!?

Um diese Antworten durch eine geeignete Spezifikation von (FKE) angemessen abbil-
den zu konnen, schlage ich in 5.2 eine umfassendere Liberalisierung des Beweisbegriffes
der mathematischen Praxis vor als den von Lowe und Miiller vorgeschlagenen kontext-

abhéngigen Beweistyp.

Empirisch-deskriptive Addquatheit der Lesarten (FKE;) und (FKEg)

In Abschnitt 2.3.4 wurden zwei aprioristische Lesarten von (FKE), (FKE5) (S. 68) und
(FKEg) (S. 69), diskutiert. Beide konnen, wie dort bereits dargelegt, in Anlehnung an
Kitchers Einwdnden gegen aprioristische Theorien mathematischen Wissens aufgrund
mangelnder deskriptiver Addquatheit bzw. mit Hilfe eines long proofs-Argumentes be-
reits zuriickgewiesen. Letzteres besagte, dass jedwede Spezifikation von (FKE), welche
die Rechtfertigungsleistung von Beweisen im lokalen logischen Schlussfolgern durch das
epistemische Subjekt sieht, im Falle von langen und uniibersichtlichen, also insbesondere
stark formalisierten Argumenten aufgrund der hohen Fehlerwahrscheinlichkeit kein hin-
reichendes Kriterium fiir eine positive epistemische Zuschreibung darstellen kann. Dieser
Einwand trifft, wie in 2.3.4 kurz diskutiert, zumindest internalistische Rechtfertigungs-
theorien, und liefe sich gegebenenfalls externalistisch aushebeln. Ohne an dieser Stelle
bereits eine Aussage dariiber machen zu wollen, inwieweit ein empirisch informierter
Rechtfertigungsbegriff fiir die Mathematik internalistisch oder externalistisch konzipiert
werden sollte, deuten die empirischen Ergebnisse geméft Aspekt (I1) und (VI) in 4.3 dar-
auf hin, dass ein long proofs-Argument einen aus Sicht der mathematischen Praxis ernst-
zunehmenden Einwand darstellt. Die charakteristische Eigenschaft der Fehlerrobustheit
akzeptabler Beweise in der Praxis, also die Robustheit des wesentlichen Argumentations-
ganges eines informellen Argumentes gegeniiber Detailfehlern, liefert gerade die durch
ein long proofs-Argument geforderte Beschrdnkung des rationalen Zweifels an der Kor-
rektheit eines langen und komplexen Beweises. Damit eignen sich sowohl (FKEj) als
auch (FKEg) nicht als empirisch informierte epistemische Kriterien im Sinne des von mir
verfolgten Ansatzes.

Aufgreifen und konstruktiv fortfithren lassen sich jedoch einige von Kitchers Uberlegun-
gen zu einem funktionalen Beweisbegriff. 413 Der Ubergang vom Beweis als rein sprachli-

cher Entitdt zur Handlung des Beweisfolgens stellt nach Kitcher einen geeigneten Ansatz

412y/g]. hierzu auch Aspekt (V).
413yg]. Abschnitt 2.3.4, S. 68.
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dar, um die spezielle Aufgabe von Beweisen etwa im Rahmen von aprioristischen Theo-
rien mathematischen Wissen zu analysieren. Unabhéngig von aprioristischen Theorien,
sondern empirisch motiviert ist ein solcher Ubergang von Beweisen als rein sprachlichen
Entitdten zu einer bestimmten Art von Handlungen geméfs den Aspekten (1) und (VII) in
Abschnitt 4.3 ebenfalls erfolgversprechend, um die Rechtfertigungsfunktion akzeptabler
Beweise in der mathematischen Praxis sozio-empirisch informiert zu analysieren. Dieser
Ubergang findet hier jedoch von rein sprachlich verfassten mathematischen Argumenten
zu Beweishandlungen im Sinne von Dialogen zwischen Beweisendem und Zuhérer* als
Basis von beweisbasierter mathematischer Rechtfertigung statt. Zu den Eigenschaften,
aufgrund derer als ,,gut” oder ,akzeptabel”“ geltende Beweise der mathematischen Pra-
xis diese Rechtfertigungsfunktion besonders gut oder besser als andere Beweise erfiillen,
zdhlen geméfs Aspekt (VII) gerade bestimmte Charakteristika solcher dialogischen Hand-
lungen. Ahnliche Uberlegungen liegen auch der Einschitzung der empirischen Relevanz
des Begriffs epistemischer Formalisierbarkeit geméf Aspekt (VII) zugrunde. Demnach
stellen Beweishandlungen den zentralen Untersuchungsgegenstand einer sozio-empirisch
informierten Analyse von Zuschreibungen beweisbasierten Wissens und beweisbasierter
Rechtfertigung in der Mathematik dar. Die spezielle Aufgabe einer formalisierbarenep;st
Beweishandlung besteht neben der Begriindung von Wissen-dass in der Erzeugung und
Vermittlung von mathematischem Versténdnis. In Bezug auf diese Aufgabe lassen sich
die unter 4.3 aufgefiihrten allgemeineren epistemischen Charakteristika und Giitekriteri-
en fiir akzeptable Beweise verstehen. Ontische Formalisierbarkeit allein ist dagegen nicht
hinreichend dafiir, dass ein Beweis dem Ziel mathematischer Forschung besonders zu-

traglich ist.

Bei der Suche nach einer geeigneten Kombination von Aspekten ontischer und epistemi-
scher Formalisierbarkeit, die eine moglichst empirisch-deskriptiv addquate Spezifikation
von ,formalisierbar“ im Rahmen von (FKE) liefert, geht es also auch darum, eine pré-
zisere Antwort auf die folgende Frage zu geben, als dies bisher allein auf Grundlage der
empirischen Ergebnisse moglich war: Welche Faktoren sind dafiir verantwortlich, dass
formalisierbarecpis; Beweishandlungen in der mathematischen Praxis bestimmte Aufga-
ben erfiillen, und warum tun sie dies besonders gut und in welcher Hinsicht besser als

rein sprachlich verfasste, formalisierbare,,; Beweise?

41ygl. die Kernaussagen zu Ausgangsfrage 4, S. 204.
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Empirisch-deskriptive Addquatheit der Ableitungsanzeiger-Lesart (FKE7)

Geméf der in Abschnitt 2.3.5 vorgestellten Lesart (FKE7) werden mathematische Bewei-
se angelehnt an Azzouni als Ableitungsanzeiger betrachtet, die auf formale Ableitungen
,verweisen“. Ich strukturiere die folgendene Diskussion der empirisch-deskriptiven Ad-
dquatheit dieser Lesart von vornherein als Diskussion eines besonders geeigneten Kandi-
daten fiir eine prézise Modellierung der Funktionsweise akzeptabler, in der mathemati-
schen Praxis als epistemisch formalisierbar beschriebener Beweise. Im direkten Vergleich
der empirischen Ergebnisse mit (FKE7) (S. 73) zeigt sich, dass dennoch einige Modifi-
kationen an Azzounis urspriinglicher Konzeption, insbesondere die Formulierung einer
Ableitungsanzeiger-Eigenschaft fiir Beweishandlungen und die explizite Einbeziehung ei-
ner groferen Bandbreite kontextueller Faktoren, vorzunehmen sind. Auf diese Modifika-
tionen werde ich jeweils etwas genauer eingehen.

In 2.3.5 wurde bereits diskutiert, dass Azzounis Ableitungsanzeiger-Sichtweise mit
gewissen Abschwichungen vertréglich ist, die er selbst jedoch nur implizit kenntlich
macht. Diese Abschwichungen begiinstigen, wie hier erlautert werden soll, die empirisch-
deskriptive Addquatheit von (FKE7).

In Bezug auf die Unterscheidung zwischen ontischer und epistemischer Formalisierbar-
keit kann Azzounis Ableitungsanzeiger-Eigenschaft zunéchst, aufgrund der liberalen Cha-
rakterisierung eines ,algorithmischen Systems*,*!® in dem die einem Ableitungsanzeiger
zugrundeliegende Ableitung formulierbar sein soll, im Sinne ontischer Formalisierbar-
keit gelesen werden. Der Ableitungsanzeiger darf demnach Abkiirzungen im Sinne der
Verwendung bereits bewiesener Beweisteile oder -techniken enthalten. Diese Erlaubnis
liisst sich ohne Verletzung der mechanischen Uberfiihrbarkeit in eine formale Ableitung
aussprechen, da sich solche speziellen meta-mathematischen Abkiirzungserlaubnisse rein
syntaktisch im Sinne erlaubter Beziehungen zwischen formalen Ableitungen modellieren
lassen.

Dariiber hinaus lisst Azzouni jedoch zu,*'% dass ein Ableitungsanzeiger etwa im Sinne
von Aspekt (V) (S. 209) essentiell von einer formalen Ableitung abweicht: Er darf infor-
melle Meta-Schlussfiguren verwenden, denen keine geeigneten, allgemeinen syntaktisch-
logischen Schlussregeln entsprechen, sondern die inhaltsspezifisch giiltig sind. Die Ablei-
tungsanzeiger-Eigenschaft kann in diesem Fall nicht ohne Weiteres im Sinne von (Fout)
als ontische Formalisierbarkeit verstanden werden: Beweise, die Meta-Argumentationen
im Sinne von Azzouni enthalten, mdgen zwar fallspezifisch formalisiert werden kénnen

— es ist aber zumindest nicht klar, ob aus Azzounis Sicht eine sprachliche Verfeinerung

415yg]. S. 73.
416yg], die Diskussion in 2.3.5, S. 74 f.
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im Sinne von (Fopt) fiir die notwendige Aufschliissselung der Argumentation in formale
Teilschritte ausreicht.*17

Zwei der in [3] ausgefiihrten Uberlegungen lassen sich meiner Ansicht nach speziell im
Sinne von epistemischer Formalisierbarkeit deuten. Dabei handelt es sich zum einen um
die in 2.3.5 (vgl. S. 77) bereits zitierte Feststellung, dass Mathematiker ,formale Ableitung
nicht ausfiithren, sondern sich selbst oder anderen Mathematikern formale Ableitungen
anzeigen“.#'® Dies scheint die Ableitungsanzeiger-Funktion mathematischer Beweise vom
rein sprachlich verfassten Argument auf Argumentationshandlungen auszudehnen. Ein
weiteres Zitat zur Aufgabe mathematischer Beweise in der mathematischen Praxis, wel-
ches diese als ,Werkzeuge, mit denen Mathematiker sich oder andere Mathematiker von

einer mechanisch priifbaren Ableitung iiberzeugen“4?

charakterisiert,*?° entspricht da-
bei sogar fast wortlich der Charakterisierung epistemischer Formalisierbarkeit in 4.2.4.
Zum anderen spricht Azzouni explizit eine Moglichkeit an, durch die — im Unterschied zu
von ihm ebenfalls diskutierten, prinzipiell eliminierbaren sozialen Hilfspraktiken wie das

)421

Zeugnis durch Andere (testimony — nicht eliminierbare und auch nicht ,formal kodier-

bareu422

soziale und damit auch kontextuelle Aspekte der Ableitungsanzeiger-Eigenschaft
ins Spiel kommen. Gemeint sind mathematisch grundlegende oder themenspezifische Be-
weistechniken, tiber die ein Mathematiker verfiigt und deren Beherrschung er bei ei-
nem geeigneten Adressatenkreis seines Beweises voraussetzen darf. Das Verfiigen iiber
spezielle Beweistechniken ist eine Féhigkeit, die notwendig ist, um ein unvollstédndiges
informelles Argument, welches nur auf die Anwendbarkeit der entsprechenden Technik
verweist, geeignet zu vervollstdndigen. Auch dabei handelt es sich, wie im Falle der im
vorangegangenen Absatz diskutierten inhaltsspezifischen Meta-Schlussfiguren, nicht nur
um eine Verfeinerung des Ursprungsargumentes im Sinne ontischer Formalisierbarkeit,
sondern um eine mehr oder weniger kreative Anwendung einer abstrakten Technik auf
den konkreten Fall, was entsprechende Transferleistungen verlangt. Uber welche Beweis-

techniken Mathematiker zu einem bestimmten Zeitpunkt in der Entwicklung mathemati-

417Tm Falle des in Abschnitt 2.3.5 diskutierten Beispiels eines Symmetrieschlusses mag dies aus Azzounis
Sicht allerdings mdoglich sein:

,Here too (at least in the examples I’ve given, and others like them), one also goes through
the derivation and modifies it step-by-step so that the result is a new derivation |[...]| only
that the tools used to enable the transformations are not logical axioms, but topic-specific
truths about specific relations and predicates (of the subject-matter).“ [3, S. 89]

418ygl. [3, S.95], meine Ubersetzung.
419ygl. [3, S. 84 f.|, meine Ubersetzung.
420yg], S. 76.

421ygl, 2.3.5.

422y/g]. Azzouni [3, S. 95].
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scher Forschung verfiigen, ist nach Azzouni zumindest historisch bedingt. Dariiber hinaus
kommt nun im Falle konkreter Beurteilungen von vorgebrachten Beweisen dahingehend,
ob es sich um einen Ableitungsanzeiger handelt, der Aspekt des mathematischen Féa-
higkeitsprofils des Beweisenden und des Adressatenkreises des Beweisenden hinzu. Die
Ableitungsanzeiger-Eigenschaft ist dann nicht l&nger eine intrinsische Eigenschaft des Ar-
gumentes an sich, sondern eine situativ von der jeweiligen Ausgangssituation abhingige
Eigenschaft der zugehorigen Beweishandlung. Unter dieser im Vergleich zur urspriingli-
chen Formulierung schwicheren Deutung riickt Azzounis Ableitungsanzeiger-Sichtweise
informeller mathematischer Beweises ndher an das Konzept epistemischer Formalisier-
barkeit im Sinne von (Fepigt).

Problematisch fiir die empirisch-deskritive Addquatheit von (FKE7) ist hingegen, dass
ein Ableitungsanzeiger nach Azzouni in folgendem Sinne infallibel ist: Ist ein informeller
Beweis ein Ableitungsanzeiger, so ist seine Konklusion formal ableitbar und in diesem

speziellen Sinne auch wahr:

»/ The derivation indicator view]| is, after all, the claim that a proof of a theo-
rem reveals a derivation of that theorem (in some informally specified algo-

rithmic system or other).“423

Geméf Aspekt (1) sind akzeptable mathematische Beweise dennoch stets fallibel, d.h.
sie kdnnen die Giiltigkeit ihrer Konklusion nicht garantieren. Diese Fallibilitdtsbedingung
ist auch fiir formalisierbareepis; Beweishandlungen erfiillt, denn sie miissen die beteilig-
ten Mathematiker nur davon dberzeugen, dass das zugehorige sprachliche Argument unter
Berticksichtigung der Umstédnde der Beweishandlung in ein ontisch formalisierbares Argu-
ment iiberfithrt werden kann. Fiir eine in diesem Punkt empirisch-deskriptiv addquatere
Formulierung einer Ableitungsanzeiger-Lesart von (FKE) muss die Ableitungsanzeiger-

Eigenschaft also hinreichend liberalisiert werden.*?4

5.2 Skizze zweier empirisch informierter
formalisierbarkeitsorientierter Kriterien fiir epistemische
Zuschreibungen

In diesem Abschnitt schlage ich eine Skizze fiir eine sozio-empirisch informierte Lesart

von (FKE) vor, welche die im vorangegangenen Abschnitt diskutierten Ansétze verbin-

det. Insbesondere werden mit der expliziten Einbindung mathematischer Fahigkeiten

423 Azzouni [3, S. 85], meine Hervorhebung.
424Vg]. Abschnitt 5.2.2, S. 242 f. sowie Abschnitt 5.2.3, S. 251 f.
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und Professionsstufen im Sinne von Léwe und Miiller bzw. Dreyfus und Dreyfus*?® und
der Spezifikation eines Formalisierbarkeitsbegriffs fiir Beweishandlungen mittels einer
erweiterten Ableitungsanzeiger-Eigenschaft Aspekte von (FKE,), (FKE7) und den Kit-
cherschen Uberlegungen zu einem funktionalen Beweisbegriff aufgegriffen. Die fiir diese
Spezifikation notwendigen Begrifflichkeiten fiihre ich im Folgenden schrittweise ein. Den
Definitionen gehen dabei jeweils entsprechende Erlduterungen sowie einzelne Verweise
auf bestimmte empirische Ergebnisse voraus.?? Diese dienen dem besseren Verstindnis
und der Motivation der jeweiligen Definition vor dem Hintergrund der bisher diskutier-
ten Ergebnisse. Eine eingehende analytische Diskussion der definierten Konzepte bleibt

jedoch aus.*?"

5.2.1 Spezifikation von (FKEY . ) und (FKE, . )

Die in Kapitel 3 und 4 vorgestellte Interpretation der empirischen Ergebnisse zu epi-
stemischen Zuschreibungen in der mathematischen Praxis®?® legt eine kontextualistische
Auffassung der Begriffe mathematischen Wissens und mathematischer Rechtfertigung im
Sinne von (FKE4) nahe: Es wird verlangt, dass ein epistemisches Subjekt X die Fahig-
keit besitzen muss, einen in Bezug auf den Zuschreibungskontext akzeptablen Beweis zu
produzieren, um zu wissen oder gerechtfertigt zu glauben, dass p.*?? Die epistemischen
Standards des Zuschreibungskontextes stellen zum einen Parameter dar, die Bedingun-
gen festlegen, unter denen ein epistemisches Subjekt X in der Lage sein muss, einen
akzeptablen Beweis fiir p zu présentieren. Zum anderen bestehen sie in dem Mafs an
Formalisiertheit, welches ein von X dazu ausgefiihrtes Argument fiir p zwar nicht selbst

besitzen muss, auf das es aber in einer noch genauer zu spezifizierenden Form verweisen

425ygl. Abschnitt 2.3.3 sowie Abschnitt 5.1, S. 221 f.

426Bine ausfiihrliche, systematische Diskussion der empirisch-deskriptiven Adiquatheit erfolgt in Ab-
schnitt 5.2.2.

42TInsbesondere werde ich stellenweise auf Konzepte zuriickgreifen, die nicht durch exakte, bestimmten
formalen Kriterien des korrekten Definierens geniigende Explizitdefinitionen eingefiihrt, sondern in den
Interpretationen der empirischen Ergebnisse zur Darstellung und Analyse stabiler Sprechweisen der ma-
thematischen Praxis verwendet wurden. Dies betrifft in Abschnitt 5.2.1 insbesondere die Konzepte der
Fehlerrobustheit und der Kernargumentation eines mathematischen Argumentes sowie die Rede von For-
malisiertheitsstufen und Beweistypen, in den Abschnitten 5.2.2 und 5.2.3 auch die des Perspektivwechsels,
die Rede von Wissen-warum und mathematischen settings, das Konzept der Meta-Argumentation, sowie
die Begriffe ontischer und epistemischer Formalisierbarkeit.

428ygl. Aspekt (V) in Abschnitt 4.3 und insbesondere die Kernaussagen zu Ausgangsfrage 1 und 4 in
Abschnitt 4.2.2, S. 165 bzw. 4.2.5, S. 203 ff.

429V/g]. die Diskussion in Abschnitt 5.1.2, S. 221 ff.
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soll,%39 um als akzeptabel zu gelten, sowie in der fiir einen akzeptablen Beweis erforder-

lichen Fehlerrobustheit seiner Kernargumentation.*3!

Die in Abschnitt 4.2.5 diskutierten Ergebnisse der Interviewstudie zeigen insbesondere,
dass es Sinn macht, von einem kontextabhéngigen Maf an Formalisiertheit im Sinne eines
Mafes von Detailkorrektheit zu sprechen.*3? Damit sind qualitativ unterschiedliche For-
malisiertheitsstufen eines mathematischen Argumentes gemeint, die nicht unbedingt in
eine feste Ordnung gebracht werden konnen.*3 Auch eine schwichere Formalisiertheits-
stufe als etwa ontische Formalisierbarkeit*3? kann dabei als kontextabhingig hinreichende
und zuverlassige Indikation dafiir gelten, dass p ableitbar ist. In der heutigen mathemati-
schen Forschung wird nicht mehr direkt, d.h. durch den konkreten Versuch einer formalen
Ableitung, gepriift, ob p ableitbar ist. Dies wére zumindest mit realistischem Zeitaufwand
auch gar nicht moglich.43% Stattdessen kommen im Laufe eines Beweisprozesses, der mit
der Angabe eines akzeptablen Beweises fiir p nicht unbedingt abgeschlossen ist, ande-
re, indirekte Priif- und Kontrollmechanismen fiir die Ableitbarkeit von p zum Einsatz,
die sich in der Praxis jedoch als sehr zuverlédssig erweisen. Die Forderung, dass p ab-
leitbar ist, werde ich daher zumindest im Rahmen eines formalisierbarkeitsorientierten
Wissenskriteriums als zusétzliche Bedingung explizit mit aufnehmen.

Geméf der beiden Spezifikationen von (FKE), die ich vorschlagen werde, besitzt X die
Fahigkeit, einen kontextrelativ akzeptablen Beweis produzieren zu kénnen, gerade dann,
wenn X mathematische Féahigkeiten hinreichen, um unter geeigneten Bedingungen ei-
ne sogenannte ableitungsanzeigende Beweishandlung fiir p erfolgreich auszufiihren; das
Konzept einer mathematischen Féahigkeit ist dabei im Folgenden immer im Sinne der in
Abschnitt 2.3.3 vorgestellten, an das Dreyfus-Dreyfus-Modell professioneller Fahigkeiten

und Professionsgrade angelehnten Konzeption von Lowe und Miiller zu verstehen. Diese

430FEtwa in dem Sinne, dass es eine geeignete Basis fiir die Ausarbeitung eines in diesem Mafie forma-
lisierten Argumentes bildet.

431yg], hierzu die Analyse zur Interviewstudie in Kapitel 4, besonders S. 195, 204 und zusammenfassend
Aspekt (II) in Abschnitt 4.3 S. 207.

432y/g]. insbesondere Fufnote 351 auf S. 204.

433Das kontextuell erforderliche Ma® an Detailkorrektheit kann situativ insbesondere sehr unterschied-
lich realisiert werden: In einem Kontext, in dem es vor allem um die Beweisidee der Kernargumentation
geht, kann ein eher niedriges Maft an Detailkorrektheit hinreichend sein. Im Falle eines Beweises, der
eine Reihe von innovativen inhaltlich-begrifflichen Meta-Argumentationen verwendet, kann dies bedeu-
ten, dass vor allem die umfassende Beweisstruktur korrekt aufgearbeitet werden muss. In einem anderen
Kontext mit einem ebenfalls eher niedrigen Maf an geforderter Detailkorrektheit kann, falls der Beweis
viele bekannte und akzeptierte informelle Beweisroutinen in den wesentlichen Beweisschritten verwendet,
aber eine technisch anspruchsvolle Konstruktion in einem bestimmten zentralen Beweisschritt enthalt, die
Aufarbeitung dieses speziellen Schrittes dennoch vor der Aufarbeitung der umfassenden Beweisstruktur
Vorrang haben.

434GemaR der Definition (Font), vgl. S. 214.

435Vgl. die Analyse von Interviewzitaten zu Ausgangsfrage 3, S. 189.
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Spezifikationen werde ich im Folgenden schrittweise entwickeln, und dabei zuerst den Be-
griff | ableitungsanzeigende Beweishandlung” und seine kontextuellen Parameter explizit
einfiihren.

Zunéchst mochte ich den Begriff der Beweishandlung spezifizieren.*3¢ Dazu greife ich
auf das allgemeinere Konzept einer dialogischen kommunikativen Handlung zuriick.*3”
Eine solche Handlung findet immer auf der Basis einer bestimmten Ausgangssituati-
on statt. Eine notwendige Voraussetzung dafiir, dass eine dialogische kommunikative
Handlung eine Beweishandlung im Sinne der nachfolgenden Definition sein kann, ist,
dass sich in Bezug auf die Ausgangssituation folgende strukturelle Elemente identifizie-
ren lassen: ein beweisfithrendes Subjekt X, eine zu présentierende Argumentation fiir
einen mathematischen Satz p, die aus einem sprachlich verfassten Argument A mit Kon-
klusion p und einer Menge NL von argumentativ relevanten paralinguistischen?3® und
anderen nonverbalen®® Elementen besteht, sowie ein Adressatenkreis Y. Ich spreche im
Folgenden kurz von einer dialogischen kommunikativen Handlung mit Startkonfigurati-
on (X,p, A, NL,Y), fiir die zu présentierende Argumentation schreibe ich abkiirzend:
(A, NL). Den Begriff einer Beweishandlung fiir p mit Startkonfiguration (X,p, A, NL,Y)

definiere ich davon ausgehend wie folgt:

Eine Beweishandlung fiir p mit Startkonfiguration (X,p, A, NL,Y") (kurz auch:
Beweishandlung fiir p) ist eine dialogische kommunikative Handlung mit Start-
konfiguration (X,p, A, NL,Y), durch die das beweisfiihrende Subjekt X die
Argumentation (A, NL) fiir p dem Adressatenkreis Y, gegebenenfalls unter

Einbeziehung argumentativ relevanter Beitrage seitens Y, préasentiert.

Dabei muss X ein kompetenter Argumentationspartner sein, d. h. potentielle

Kommentare, Einwédnde und Riickfragen seitens des Adressatenkreises ver-

43Der Ausdruck ,Beweishandlung® (und damit verbunden auch der Ausdruck ,Ausgangssituation®)
wurde in Kapitel 4 im Rahmen der Interpretation der Interviewstudie weitestgehend unspezifiziert ad
hoc eingefiihrt (S. 204 und 205) und insbesondere auch in der Definition epistemischer Formalisierbarkeit
durch (Fepist)) sowie in Abschnitt 5.1 im Sinne dieser Sprechweise verwendet.

437I¢ch beziehe mich hier auf ein in Sprachphilosophie und Linguistik verwendetes Konzept dialogischer
kommunikativer Handlungen, wodurch Handlungen bezeichnet werden, mit denen der jeweils Handeln-
de ,seine jeweiligen Ziele auf kommunikativem Wege zu erreichen beabsichtigt. [...| Charakteristisch
fiir ein kommunikatives Handeln ist, dass es aus der Sicht des Handelnden genau dann erfolgreich ist,
wenn es vom Adressaten verstanden wird.“ (Meggle [94, Abschn. 1.1]). Dabei geht es mir, vor dem Hin-
tergrund einer Unterscheidung zwischen kommunikativen Aufforderungs- und Informationshandlungen,
um Informationshandlungen, deren ,primére[s] kommunikative[s] Ziel [es| ist, dass der Adressat etwas
bestimmtes glaubt* (Meggle [94, Abschn. II.1]). Dialogische im Unterschied zu monologischen kommuni-
kativen Handlungen sind spezielle kommunikative Handlungen, deren Kommunikationsform der Dialog
(im Unterschied zum Monolog) ist.

438D h. nebensprachliche oder sprachbegleitende Erscheinungen wie Gestik, Mimik, Lautstirke,
Sprechtempo u.a..

439Wie z. B. bildhafte Darstellungen.
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stehen und der Kommunikationssituation angemessen darauf reagieren kon-
440

nen.

Die epistemischen Standards des Zuschreibungskontextes, die fiir eine positive episte-
mische Zuschreibung ausschlaggebend sind, sollen den geforderten Beweistyp der Pré-
sentation von (A, NL) und die geforderte Professionsstufe (in Bezug auf die relevan-
ten mathematischen Spezialgebiete) fiir Y festlegen. Die Prisentation kann dabei von
(A, NL) verschiedene argumentativ relevante Elemente enthalten, neben Anmerkungen,
Korrekturen und Ergédnzungen seitens Y auch durch X selbst ergénzte und prézisierte
Beweisschritte. Unter dem Beweistyp einer Présentation von (A, NL) verstehe ich im
Folgenden insbesondere Art und Anteil der paralinguistischen und anderen nonverbalen
Elemente NL und der argumentativ relevanten Beitrige seitens Y sowie die gegebene
Formalisiertheitsstufe der Présentation. Damit werden fiir ein beliebiges festes X Be-
dingungen festgelegt, die eine Beweishandlung mit Startkonfiguration (X,p, A, NL,Y)
erfiillen muss, um diesen Standards gerecht zu werden.

Weiterhin sollen die epistemischen Standards, wie oben bereits erwéhnt, das geforderte
Maf an Fehlerrobustheit der Kernargumentation von (A, N L) umfassen, sowie das Min-
destmafs an Formalisiertheit eines Argumentes festlegen, welches X ausgehend von der
(im konkreten Fall ggf. selbst dafiir nicht hinreichend formalisierten) Argumentprisenta-
tion jeweils erzeugen koénnen soll; ich spreche im Folgenden auch kurz vom anzuzeigen-
den Maf$ an Formalisiertheit oder von der anzuzeigenden Formalisiertheitsstufe. Damit

wird festgelegt, welche spezifischen mathematischen Fahigkeiten X besitzen muss, um

449Damit wird nicht gefordert, dass X jede Riickfrage korrekt beantworten kann, sondern es wird
eine sprachliche und argumentative Grundkompetenz von X beziiglich (A, NL) verlangt. So wird z. B.
sichergestellt, dass X die Bedeutung der in A vorkommenden Zeichen und Ausdriicke in hinreichendem
Mafe kennt und sich seines Handelns als Argumentierender, der von bestimmten Pramissen ausgeht, um
durch zuléssige Schlufifolgerungen eine bestimmte Konklusion nachzuweisen, hinreichend bewusst ist, um
eine angemessene Kommunikation iiber (A, NL) iiberhaupt zu ermdglichen. Damit werden insbesondere
zwei pathologische Félle ausgeschlossen:

1. Der Fall, in dem ein als Symbolfolge auswendig gelernter formaler oder formalisierbarery,; Be-
weis von einem absoluten mathematischen Laien X vorgebracht wird, wobei X aber weder die
Bedeutung der von ihm verwendeten Zeichen noch die Regeln kennt, die die von ihm vollzogenen
Schluffolgerungen rechtfertigen. Von diesem pathologischen Fall zu unterscheiden ist dagegen Sze-
nario 3 der Umfragestudie. Dort ist der Student Tom zwar nicht in der Lage, die Fragen seines
Professors Smith beziiglich eines von Tom vorgebrachten ontisch formalisierbaren Beweises kor-
rekt zu beantworten, es ist jedoch davon auszugehen, dass Tom die Fragen von Smith versteht und
angemessen darauf reagieren kann.

2. Der Fall, in dem ein Computer, der aufgrund einer geeigneten Software in der Lage ist, eigenstdndig
Beweise fiir mathematische Theoreme zu fithren, als X auftritt. Das Konzept der Beweishandlung
ist dennoch vertraglich damit, dass A ein computerunterstiitzter Beweis ist, solange X hinsichtlich
des computerunterstiitzten Argumentes ein kompetenter Argumentationspartner ist.
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im konkreten Fall eine in Bezug auf den Zuschreibungskontext ableitungsanzeigende Be-

weishandlung fiir p auszufiithren:

Eine Beweishandlung fiir p mit Startkonfiguration (X,p, A, NL,Y) ist ablei-
tungsanzeigend in Bezug auf einen Zuschreibungskontext, wenn der Beweistyp
der Présentation von (A, NL) (die auch argumentativ relevante Beitrage sei-
tens Y umfasst) sowie die Professionsstufe von Y den aktuellen epistemischen
Standards entsprechen, und X iiber die spezifischen mathematischen Fahig-
keiten verfiigt, um durch geeignete Modifikation, Korrektur und Ergénzung
der Prasentation von (A, NL) im Rahmen der geforderten Fehlerrobustheit
der Kernargumentation ein Argument zu produzieren, welches die kontextuell

geforderte anzuzeigende Formalisiertheitsstufe besitzt.

Fiir mathematisches Wissen mag nun die Fahigkeit, ein Argument zu produzieren,
welches in einem rein kontextuell bestimmten Mafe formalisiert ist, nicht hinreichen.
Im Gegensatz zu blofser Rechtfertigung muss auch einem kontextualistischen philosophi-
schen Verstdndnis nach eine gewisse kontextiibergreifende Robustheit der rechtfertigen-
den Griinde einer Uberzeugung gegeben sein, um diese zu Wissen zu machen.?4! Von
einer ,einfach® ableitungsanzeigenden Beweishandlung soll sich daher eine robust ablei-

tungsanzeigenden Beweishandlung unterscheiden:

Eine ableitungsanzeigende Beweishandlung fiir p mit Startkonfiguration
(X,p, A, NL,Y) ist robust ableitungsanzeigend in Bezug auf einen Zuschrei-
bungskontext, wenn X auch {iber die spezifischen mathematischen Fahig-
keiten verfiigt, um durch geeignete Modifikation, Korrektur und Ergénzung
der Préasentation von (A, NL) im Rahmen der geforderten Fehlerrobustheit
der Kernargumentation ein Argument zu produzieren, welches (gegebenen-
falls iiber das kontextuell geforderte anzuzeigende Mafs an Formalisiertheit
hinaus) in einem hinreichenden Mafe formalisiert ist, um die mathematische
Gemeinschaft aktuell**? von der formalen Ableitbarkeit von p in einem ge-

eigneten mathematischen Axiomensystem zu iiberzeugen.

Die Lesarten von (FKE), die ich vorschlagen werde, sollen hinreichende mathematische

Fahigkeiten des epistemischen Subjektes X einfordern, um ableitungsanzeigende bzw. ro-

441yg]. die Diskussion in Abschnitt 5.2.3.

442D h.: Einen beliebigen oder eine Gruppe von beliebigen Reprisentanten der mathematischen Ge-
meinschaft, die das zum Zeitpunkt der epistemischen Zuschreibung bestehende kollektive Hintergrund-
wissen und die entsprechenden kollektiven Hintergrundiiberzeugungen der mathematischen Gemeinschaft
teilen.
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bust ableitungsanzeigende Beweishandlungen erfolgreich ausfithren zu kénnen. Um diese

Forderung adidquat zu formulieren, sind wiederum eine Reihe von Voriiberlegungen nétig.

Fiir eine positive epistemische Zuschreibung soll ein epistemisches Subjekt X in der
Lage sein, eine in Bezug auf den Zuschreibungskontext ableitungsanzeigende bzw. robust
ableitungsanzeigende Beweishandlung fiir p erfolgreich auszufithren. Dabei soll weder
gefordert werden, dass X zum Zeitpunkt der epistemischen Zuschreibung eine solche
Beweishandlung ausfithren muss, noch, dass X iiberhaupt eine konkrete Beweishandlung
ausfiihren muss. Tatséchlich unterscheiden sich Zuschreibungs- und Beweishandlungskon-
texte in der Regel bereits zeitlich, die Ausgangssituation einer konkreten Beweishandlung
sollte also generell vom Zuschreibungskontext verschieden sein kénnen. Dies ist gewahr-
leistet, wenn man ,in der Lage sein‘ im Sinne des Vorliegens geeigneter mathematischer
Fahigkeiten von X versteht, die X, gegeben eine zulassige Testsituation, in die Lage
versetzen, darin eine geeignete Beweishandlung zu vollziehen.**? Es soll also die Forde-
rung gelten, dass X’ mathematische Fahigkeiten hinreichen, um, gegeben eine konkrete
Ausgangssituation mit einer den epistemischen Standards des Zuschreibungskontextes
entsprechenden geeigneten Startkonfiguration, in der Regel eine ableitungsanzeigende

bzw. robust ableitungsanzeigende Beweishandlung erfolgreich auszufithren.444

443Djes entspricht gerade dem dispositionalen Verstindnis mathematischer Fahigkeiten zusammen mit
einem Dreyfus-Dreyfus-Modell des Erwerbs mathematischer Fahigkeiten und mathematischer Professi-
onsgrade, welches Lowe und Miiller in [75] und [78] entwickeln und an dem ich mich hier orientiere. Vgl.
fiir eine umfassende, allgemeine Analyse normalsprachlicher Fahigkeitszuschreibungen etwa Thomann
[123].

444 ier wird also bewusst etwas anderes gefordert als die bloke Moglichkeit einer (robust) ableitungs-
anzeigenden Beweishandlung durch X. Eine Moglichkeitsaussage, die im Sinne einer Existenzforderung
einer moglichen Welt zu lesen wire, in der X eine geeignete Beweishandlung ausfiihrt, ist ndmlich in
(mindestens) zweierlei Hinsicht problematisch.

Zum einen ist sie zu schwach, denn X sollte, um gerechtfertigt zu glauben oder gar zu wissen, dass p,
nicht nur in einer einzigen spezifischen Situation in der Lage sein, eine (robust) ableitungsanzeigende Be-
weishandlung fiir p auszufithren; unter normalen Umstédnden sollte X etwa nicht nur zu einem bestimmten
Zeitpunkt, sondern auch zu spateren Zeitpunkten dazu in der Lage sein. Auch sollten X’ mathematische
Fahigkeiten, die eine (robust) ableitungsanzeigende Beweishandlung moglich machen, nicht so spezifisch
sein, dass sie nur in Bezug auf eine spezielle Ausgangssituation mit entsprechender Startkonfiguration
hinreichend fiir eine (robust) ableitungsanzeigende Beweishandlung sind: X Féhigkeiten sollten dariiber
hinaus hinreichen, um auch unter angemessenen Variationen im Rahmen der epistemischen Standards
des Zuschreibungskontextes eine (robust) ableitungsanzeigende Beweishandlung auszufiihren. Hiermit
wird also eine weitere Stabilitdtsbedingung fiir positive epistemische Zuschreibungen ins Spiel gebracht.

Zum anderen ware fiir die Forderung, dass eine geeignete Beweishandlung moglich sein soll, zu spezi-
fizieren, welche Art von Moglichkeit dabei gemeint ist. Die Begriffe epistemischer und doxastischer (vgl.
Fufnote 404) Moglichkeit, welche hier die einzig wirklich naheliegende Wahl darstellen, sind aber bereits
aus dem Grund eher ungeeignet, dass sie unter Umsténden eine zirkuldre Analyse nach sich zdgen: Die
doxastische (epistemische) Moglichkeit einer (robust) ableitungsanzeigenden Beweishandlung wird im
Sinne von ,nach allem, was Y (z.B. ein ideales rationales epistemische Subjekt) rational glaubt (weifs),
kann X eine (robust) ableitungsanzeigende Beweishandlung ausfiihren verstanden, und kann daher nicht
ohne Weiteres sinnvoll zur Analyse der Begriffe ,Rechtfertigung” und ,Wissen“ eingesetzt werden; es ist
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Da der Zuschreibungskontext nun von einer moglichen Ausgangssituation der Beweis-
handlung verschieden sein kann, ist nicht mehr gesichert, dass X die Argumentation
(A, NL) zum Zeitpunkt der epistemischen Zuschreibung tiberhaupt kennt. Fiir den ak-
tuellen Zuschreibungskontext ist also weiterhin zu fordern, dass X auf (A, NL) selbst
bereits kognitiven Zugriff hat. Aufserdem soll dort gelten, dass X glaubt, dass p und dar-
iiber hinaus, dass X glaubt, dass (A4, NL) den Satz p stiitzt.**> So wird ausgeschlossen,
dass X allein aufgrund unzureichender Griinde zu der Uberzeugung kommen kann, dass
p, und seine mathematischen Fahigkeiten nur zuféllig hinreichen, um eine ableitungsan-

zeigende oder robust ableitungsanzeigende Beweishandlung durchzufiihren.46

Es stellt sich noch die Frage, auf welchen Kontext sich die durch die Ableitungsanzeiger-
Eigenschaften induzierte Fahigkeitszuschreibungen zum epistemischen Subjekts X im
Rahmen einer entsprechenden Lesart von (FKE) beziehen sollen. Dabei droht zunéchst
folgendes Dilemma: Damit beweisbasiertes mathematisches Wissen oder beweisbasier-
te mathematische Rechtfertigung vorliegt, sollten X’ mathematische Fahigkeiten unab-
héngig davon, ob man geeignete faktische oder kontrafaktische Ausgangssituationen be-
trachtet, hinreichen, um in der Regel eine (robust) ableitungsanzeigende Beweishandlung
erfolgreich ausfithren zu kénnen. Es macht daher keinen Sinn, X die bendtigten Fahig-
keiten erst in Bezug auf die jeweilige Ausgangssituation zuzuschreiben. Umgekehrt lassen
sich die unter Umsténden sehr spezifischen mathematischen Fahigkeiten, die X in ein-
zelnen Ausgangsituationen ben6tigt, um eine (robust) ableitungsanzeigende Beweishand-
lung auszufiihren, aber nur situativ bestimmen, was eine Beurteilung der Frage, ob X in
Bezug auf den Zuschreibungskontext tatséchlich iiber geeignete, spezifische mathemati-
sche Fiahigkeiten verfiigt, stark zu erschweren oder gar unméglich zu machen scheint.*4”
Eine solche Konsequenz wére aus der Sicht einer sozio-empirischen Erkenntnistheorie
der Mathematik deshalb besonders unbefriedigend, weil so das evaluative Projekt einer

Analyse epistemischer Zuschreibungen unzureichend behandelt wiirde.
Neben der Moglichkeit, die Beurteilung auf Tests in einzelnen, hinreichend paradigma-

tischen Ausgangssituationen zu stiitzen (vgl. hierzu Abschnitt 5.2.2) bietet auch das in
Abschnitt 2.3.3 vorgestellte Dreyfus-Dreyfus-Modell des Fahigkeitserwerbs mit der Ab-

u.a. nicht klar, ob Y hier nicht bereits selbst {iber mathematische Rechtfertigung oder mathematisches
Wissen im engeren Sinne verfiigen miisste.

445Dje Forderung, dass X ein kompetenter Argumentationspartner sein muss, um eine Beweishandlung
auszufiihren, reicht hier nicht aus: X kann fiir einen kompetenten Argumentationspartner hinreichende
Kenntnisse iiber die Bedeutung der in einem bestimmten Argument vorkommenden Zeichen haben und
auch ein hinreichendes abstraktes Grundverstandnis deduktiver Argumente, ohne dass X das Argument
selbst kennt.

446y/gl. Abschnitt 5.2.3.

447ygl. die Diskussion in Léwe & Miiller [78, S. 274].
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stufung allgemeiner Professionsstufen, die von individuellen Subjekten mit unterschiedli-
chen spezifischen Fahigkeiten in konkreten Situationen durch bestimmte Verhaltenswei-
sen realisiert werden konnen, hier einen Ausweg. Es ermoglicht, wie die folgenden Erlau-
terungen zeigen sollen,**® unterschiedliche Antworten auf das semantische und explana-
torische Projekt einerseits und das evaluative Projekt andererseits und zeigt gleichzeitig
eine Verbindung zwischen diesen Antworten auf.44® Fiir die Wahrheit einer positiven
epistemischen Zuschreibung kann dabei tatséchlich gefordert werden, dass X’ aktuel-
le mathematische Fahigkeiten in Bezug auf den Zuschreibungskontext ausreichen, um,
gegeben eine geeignete (faktische oder kontrafaktische) Ausgangssituation mit einer den
epistemischen Standards des Zuschreibungskontextes entsprechenden Startkonfiguration,
in der Regel eine (robust) ableitungsanzeigende Beweishandlung erfolgreich auszufiihren.

Geeignete, sozio-empirisch informierte Spezifikationen von (FKE) im Sinne des seman-
tischen und auch des explanatorischen Projektes setzen sich geméfs den vorangegangenen
Uberlegungen also aus bestimmten Kombinationen der folgenden Bedingungen zusam-

men:
(Abl) p ist aus einer geeigneten Menge mathematischer Axiome formal ableitbar.
(Gl) X glaubt, dass p.

(Kog) X besitzt aktuell kognitiven Zugang zu einer Argumentation (A, NL) fir p und
glaubt, dass (A, NL) p argumentativ stiitzt.

(FaB) X’ aktuelle mathematische Fihigkeiten sind hinreichend, um in jeder geeigneten
Ausgangssituation mit einem den aktuellen epistemischen Standards des Zuschrei-
bungskontextes entsprechenden Adressatenkreis Y in der Regel eine in Bezug auf
den aktuellen Kontext ableitungsanzeigende Beweishandlung mit Startkonfigurati-
on (X,p, A, NL,Y) erfolgreich auszufiihren.*°

448ygl, S. 238.

449Vg]. Abschnitt 1.3.1, S. 15 f.

450Fine Beweishandlung erfolgreich auszufithren bedeutet dabei, in Anlehnung an die sprachphilosophi-
sche und linguistische Konzeption von kommunikativen Handlungen (vgl. Fuinote 437), zweierlei (vgl.
zu den entsprechenden allgemeinen Bedingungen fiir erfolgreich ausgefiihrte kommunikative Handlungen
Meggle [94, Abschn. I1.6-11.7]): Erstens muss der jeweilige Adressat eines im Rahmen der Beweishandlung
ausgefiihrten Kommunikationsversuchs eines bestimmten Inhalts diesen Versuch auch als solchen verste-
hen, also erkennen, was ihm sein Gegeniiber mittels des Kommunikationsversuchs sagen will. Zweitens
muss der Adressat daraufhin auch der mit dem Kommunikationsversuch verbundenen Erfolgserwartung
des Gegeniibers entsprechen, also im Falle von kommunikativen Informationshandlungen, um die es hier
in erster Linie geht, den iibermittelten Inhalt glauben.

Der Inhalt einer Beweishandlung fiir p mit Startkonfiguration (X,p, A, NL,Y') ist nun, schematisch
formuliert, im Sinne der folgenden Aussage zu verstehen: Die im Rahmen der Beweishandlung vorge-
tragene Prisentation von (A, NL), inklusive der argumentativ relevanten Beitrage seitens Y, stellen
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(FraB) X’ aktuelle mathematische Fdhigkeiten sind hinreichend, um in jeder geeigneten
Ausgangssituation mit einem den aktuellen epistemischen Standards des Zuschrei-
bungskontextes entsprechenden Adressatenkreis Y in der Regel eine in Bezug auf
den aktuellen Kontext robust ableitungsanzeigende Beweishandlung mit Startkon-

figuration (X,p, A, NL,Y") erfolgreich auszufiihren.

X und p treten in diesen Bedingungen als freie Variablen auf. (Kog), (FaB) und (FraB)
enthalten dariiber hinaus (A, NL) als zusétzlichen freien Parameter, tiber den im Rah-
men von (FKE) geeignet quantifiziert werden muss. Daneben wird in (FaB) und (FraB)

iiber faktische und kontrafaktische Ausgangssituationen eingeschrinkt allquantifiziert. 5!

eine Argumentation dar, die p stiitzt, und die auf ihrer gegebenen Formalisiertheitsstufe (die im Falle
einer ableitungsanzeigenden Beweishandlung niedriger sein kann als die kontextuell geforderte anzu-
zeigende Formalisiertheitsstufe, also die Formalisiertheitsstufe des Argumentes, das X mittels seiner
mathematischen Fihigkeiten ausgehend von dieser Présentation erzeugen konnen muss) keine aktuell
identifizierbaren Fehler enthélt.

Die erfolgreiche Ausfiihrung einer dialogisch konzipierten Beweishandlung bedeutet also insbesondere,
dass

a) X im Laufe der Présentation von (A, NL) explizit formulierte, relevante Einwénde, Fragen, Kor-
rekturen und Anmerkungen seitens Y zu Korrektheit und Struktur der Argumentation als solche
erkennen und im weiteren Verlauf der Beweishandlung angemessen beriicksichtigen muss.

b) die Dialogpartner Y nach der Ausfithrung der Beweishandlung glauben, dass die Prisentation von
(A, NL), inklusive der argumentativ relevanten Beitrige seitens Y, eine Argumentation darstellt,
die p stiitzt, und die auf ihrer konkret gegebenen, Formalisiertheitsstufe keine aktuell identifizier-
baren Fehler enthélt. Betreffen konkret formulierte Zweifel der Dialogpartner die Korrektheit der
vorgebrachten Argumentation auf ihrer gegebenen Formalisiertheitsstufe, so muss X diese Zwei-
fel also im weiteren Verlauf der Beweishandlung nicht nur angemessen beriicksichtigen, sondern
ausraumen.

Im Falle einer ableitungsanzeigenden Beweishandlung ist die fiir (b) relevante Formalisiertheitsstufe
durch den kontextuell erforderlichen Beweistyp der Préisentation von (A, N L) vorgegeben. Als Beispiel zu
(b) stelle man sich hier vor, dass die Dialogpartner eine im Rahmen einer Beweishandlung vorgetragene
Heuristik beméngeln. Betreffen ihre Zweifel die formale Umsetzung der Heuristik, so muss X diese Zweifel
im Laufe der Beweishandlung nicht ginzlich ausrdumen, wenn der Zuschreibungskontext in Bezug auf die
Présentation von (A, NL) einen Beweistyp fordert, der den Gebrauch von Heuristiken zuldsst. Betreffen
die Zweifel im gleichen Kontext jedoch die Giite der Heuristik als solcher, so muss X sie im Laufe der
Beweishandlung ausrdumen, um diese Handlung erfolgreich auszufiihren.

451Djese Quantifikation wirft erneut die Frage nach der geeigneten Modalitéit auf (vgl. FuRnote 444).
Diese lasst sich hier, also in Bezug auf die moéglichen Ausgangssituationen von ableitungsanzeigenden
Beweishandlungen, meiner Ansicht nach aber zufriedenstellender beantworten als in Bezug auf die M6g-
lichkeit ableitungsanzeigender Beweishandlungen selbst: Es bietet sich zum Beispiel eine Allquantifikation
iiber in Bezug auf den Zuschreibungskontext historisch mogliche Ausgangssituationen an. Eine Allquan-
tifikation tiber logisch mogliche Ausgangssituationen stellt dagegen sicherlich eine zu starke Forderung
hinsichtlich der historisch bedingten Entwicklung der Mathematik als wissenschaftlicher Praxis dar. Ahn-
liches gilt fiir eine Allquantifikation iiber metaphysisch mogliche Ausgangssituationen. Der metaphysische
Moéglichkeitsbegriff ist dariiber hinaus an die Debatte um Vorstellbarkeit und Méglichkeit gebunden, was
im Falle mathematischer Sétze zu diversen Unklarheiten fiihrt: Bei dem verbreiteten Versuch, ,, A ist me-
taphysisch moglich® durch ,, A ist vorstellbar zu analysieren, treten gerade mathematische Satze eher als
Kandidaten fiir pathologische Félle auf, als dass deutlich wiirde, wie sich fiir diese das Verhéltnis von
Vorstellbarkeit und metaphysischer Moglichkeit gestaltet (vgl. hierzu etwa Chalmers [21]).
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Diese Einschrankung geschieht sowohl durch den Zusatz ,,geeignet” als auch dadurch, dass
das Y der jeweiligen Ausgangssituation den epistemischen Standards des Zuschreibungs-
kontextes entsprechen muss. ,Geeignet” meint dabei also nicht nur die kontextuell geeig-
neten Y. Die epistemischen Standards eines Zuschreibungskontextes schliefsen indirekt
bestimmte Ausgangssituationen als prinzipiell ungeeignet aus.>? Dariiber hinaus sollen
durch den Zusatz ,,geeignet” kontextiibergreifend gewisse pathologische Falle ausgeschlos-
sen werden: Unabhéngig von den epistemischen Standards eines Zuschreibungskontextes
gibt es offenbar unzuléssige allgemeine Testbedingungen fiir das Ausfiihren-Kénnen von

ableitungsanzeigenden Beweishandlungen.?

Fiir ein sozio-empirisch informiertes formalisierbarkeitsorientiertes Wissenskriterium
(FKEY . ) schlage ich folgende Kombination der Bedingungen (Abl), (Gl), (Kog) und

empinf

(FraB) vor:

p ist aus einer geeigneten Menge mathematischer Axiome for-
mal ableitbar, X glaubt, dass p, und es gibt eine Argumen-
tation (A, NL) fiir p, so dass X aktuell kognitiven Zugang
zu (A, NL) besitzt und glaubt, dass (A, NL) p argumenta-
tiv stiitzt, und X’ aktuelle mathematische Fahigkeiten reichen
hin, um in jeder geeigneten Ausgangssituation mit einem den (FKE;}aninf)
aktuellen epistemischen Standards des Zuschreibungskontex-
tes entsprechenden Adressatenkreis Y in der Regel eine in Be-
zug auf den aktuellen Kontext robust ableitungsanzeigende Be-
weishandlung mit Startkonfiguration (X,p, A, NL,Y) erfolg-

reich auszufiithren.

Man beachte, dass sich der Existenzquantor fiir (A, N L) hier sowohl auf (Kog) als auch
auf (FraB) bezieht.45*

45286 muss, um eine kontextuell angemessene Prisentation von (A, NL) zu gewéhrleisten, unter Um-
stédnden eine Tafel 0.4. vorhanden sein.

4537, B. kann man von einem stark {ibermiideten Mathematiker nicht unbedingt erwarten, dass er in
diesem Zustand in der Regel eine ableitungsanzeigende Beweishandlung fiir p ausfiithren kann (auch wenn
er durchaus noch tiber kognitiven Zugang zu einem mathematischen Argument fiir p verfiigt, auf dessen
Basis er unter anderen Umsténden (robust) ableitungsanzeigende Beweishandlungen normalerweise er-
folgreich ausfiihren kann). Dennoch wiirde man ihm deshalb sein Wissen, dass p oder die Rechtfertigung
fiir seine Uberzeugung, dass p, nicht absprechen wollen.

4541 abgekiirzter Schreibweise lautet (FKEXaninf):

Abl(p) und GI(X,p) und es gibt eine Argumentation (A,NL) fir p, so dass
Kog(X,p, A, NL) und FraB(X,p, A, NL,Y).
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Die analoge Kombination von (Gl), (Kog) und (FaB) liefert ein entsprechendes forma-

R ).455
empinf/*

lisierbarkeitsorientiertes Rechtfertigungskriterium (FKE

X glaubt, dass p, und es gibt eine Argumentation (A, NL)
fir p, so dass X aktuell kognitiven Zugang zu (A, NL) be-
sitzt und glaubt, dass (A, NL) p argumentativ stiitzt, und X’
aktuelle mathematische Fahigkeiten reichen hin, um in jeder
geeigneten Ausgangssituation mit einem den aktuellen episte- (FKEBmpinf)
mischen Standards des Zuschreibungskontextes entsprechen-
den Adressatenkreis Y in der Regel eine in Bezug auf den
aktuellen Kontext ableitungsanzeigende Beweishandlung mit

Startkonfiguration (X, p, A, NL,Y) erfolgreich auszufiihren.

Eine angemessene, zuverlissige Beurteilung epistemischer Zuschreibungen im Sinne des
evaluativen Projektes kann, wie bereits erwahnt, etwa durch Tests unter geeigneten, hin-
reichend paradigmatischen Bedingungen geschehen.?® Alternativ reicht es in Fillen, in
denen X zum Zuschreibungszeitpunkt bereits eine spezifische Beweishandlung tatséchlich
ausgefiihrt hat, jedoch hin, zu beurteilen, ob diese spezielle Beweishandlung in Bezug auf
den Zuschreibungskontext ableitungsanzeigend bzw. robust ableitungsanzeigend ist, und
ob X’ aktuelle Professionsstufe (in Bezug auf die relevanten mathematischen Spezialge-
biete) dariiber hinaus ausreicht, entsprechende ableitungsanzeigende Beweishandlungen
auch unter in zuldssiger Weise modifizierten Umstdnden in der Regel erfolgreich aus-
zufiihren. Die bendtigte Professionsstufe léasst sich meist, im Unterschied zur situativen
Bestimmung der fiir eine konkrete ableitungsanzeigende bzw. robust ableitungsanzeigen-
de Beweishandlung benétigten spezifischen mathematischen Fahigkeiten, bereits anhand
allgemeinerer im Zuschreibungskontext verfiighbarer Informationen iiber das X kognitiv
zugéngliche Argument (A, NL) sowie iiber das geforderte anzuzeigende Maf an Forma-
lisiertheit zuverliissig feststellen.*>” Gerade die vertiefenden Kommentare der Interview-
partner zu den Umfrageszenarien 1 und 4 (teilweise auch 2), in denen den Befragten

kaum spezifische Informationen zu einzelnen Beweishandlungen zur Verfiigung standen,

45Kurz fiir (FKER ):

empinf

G1(X,p) und es gibt eine Argumentation (A, NL) fiir p, so dass Kog(X,p, A, NL) und
FaB(X,p, A, NL,Y).

456ygl, hierzu den folgenden Abschnitt 5.2.2, S. 246. Ein einzelner Test ist offenbar nicht unbedingt
hinreichend, da er nicht ohne Weiteres einen Schluss auf X Fahigkeit, ableitungsanzeigende bzw. robust
ableitungsanzeigende Beweishandlungen unter sémtlichen geeigneten Bedingungen in der Regel erfolg-

reich auszufiihren, erlaubt.
457Vgl. hierzu auch die Diskussion in Léwe & Miiller [78, Abschn. 5.3].
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verdeutlichen dies. Hier wurde mittels eines Abgleichs der vermeintlichen Professionsstufe
des jeweiligen Szenarioprotagonisten (und ggf. anderer Beteiligter) mit der mutmaflich
benétigten Professionsstufe {iber die in Frage stehende epistemische Zuschreibung geur-
teilt. 458

Ich werde nun diskutieren, inwiefern (FKEgynpinf) und (FKE?mpinf) den in dieser Arbeit
vorgestellten empirischen Ergebnissen auch im Detail gerecht werden, und wie sie sich in
die in Kapitel 2 entwickelte erkenntnistheoretische Klassifikation verschiedener Lesarten

von (FKE) einordnen lassen.

5.2.2 Empirisch-deskriptive Adiquatheit von (FKEY . .) und (FKE} . .)

empinf empinf

Geméf den beiden in Abschnitt 5.1 (S. 219) entwickelten Kriterien fiir die empirisch-
deskriptive Addquatheit einer Lesart von (FKE) ist zu priifen, ob (FKEY . ) und

empinf
(FKEBmpinf) hinsichtlich der enthaltenen Spezifikation der beiden Parameter ,,fo:malisier—
bar“ und ,yerfiigen iiber” von den empirischen Ergebnissen in der Regel erfiillt werden.
Dies betrifft nicht nur konkrete Anwendungsfille epistemischer Zuschreibungen in der
mathematischen Praxis, sondern auch die allgemeinen abstrakten Einstellungen prakti-
zierender Mathematiker hinsichtlich des Beweis- und Formalisierbarkeitsbegriffes.
Die folgende Diskussion orientiert sich systematisch an diesen beiden Kriterien: Ich

diskutiere zunichst die Vereinbarkeit der in (FKEY . .) und (FKER . ) enthaltenen

empinf empinf

458ygl. insbesondere einige der Zitate von Interviewpartner 2 und 6 zu Szenario 1, 2 und 4, wie etwa:

LFirst, Jones is a world famous expert, so it means she’s teaching in Harvard or something,
that’s what you think of, and then you write that it is send to a mathematical journal of
high reputation |[...]. So, that puts the scenario in a framework.“ (Int 6, S. 345)

sWhat [a student]| knows is that he must explain this proof at the test in a convincing
way. Hardly he knows more about it unless he is a born mathematician, then he can have
stronger convictions.“ (Int 2, S. 316)

»Mates is a mathematician who knows what is a proof, he can estimate what time he needs
to move from the stage were he has a convincing sketch to the full proof.“ (Int 2, S. 315)
(Dieses Zitat ist Teil der Transkription (Anhang), wurde aber in Kapitel 4 nicht explizit
aufgefiihrt.)

Das dritte Zitat steht in einem gewissen Gegensatz zur Deutung des Antwortverhaltens von Cluster 4
der Umfrageergebnisse zu Szenario 4 (vgl. Abschnitt 3.2.2 S. 127). Vor dem Hintergrund von (FKE:};DM)
und (FKEEmpmf) scheinen diese Teilnehmer, im Unterschied zu Interviewpartner 2, Mates geméf dieser
Deutung die mathematischen Fahigkeiten abzuschreiben, die seine Gesamtbeweisskizze zu einer geeig-
neten ableitungsanzeigenden Beweishandlung machen wiirden. Ein Grund dafiir kénnte sein, dass die
Teilnehmer das aktuelle Vorliegen einer Fahigkeit nur dann anerkennen, wenn diese auch tatséchlich zur
Anwendung kommen kann. Im Falle von Szenario 4 wird letzteres durch Mates’ krankheitsbedingte zeit-
liche Einschrankung verhindert. Der (FKEZY,,DM) und (FKE&,,pinf) zugrundeliegende Fahigkeitsbegriff
versteht mathematische Fahigkeiten als professionelle Fahigkeiten, deren Besitz nicht zwingend davon
abhéngt, sie tatséchlich erfolgreich anzuwenden.

239



Spezifikation von ,formalisierbar* mit den in Abschnitt 4.3 zusammengefassten allge-
meineren und abstrakteren Aspekten akzeptabler Beweise in der mathematischen Praxis
(Kriterium 1). Anschliefend diskutiere ich die in (FKEY . ) und (FKER . ) enthalte-

empinf empinf
ne Spezifikation von ,yverfiigen iiber vor dem Hintergrund der in Abschnitt 4.3 zusam-
mengefassten allgemeineren und abstrakteren Aspekten epistemischer Zuschreibungen in
der mathematischen Praxis (Kriterium 2). Dabei verweise ich meist direkt auf die in
Abschnitt 4.3 aufgefithrten Aspekte (1) bis (VIII), zur Illustration und genaueren Bezug-

nahme aber stellenweise auch auf wortliche Zitate aus der Interviewstudie.

Zur Spezifikation von ,formalisierbar” im Sinne der Ableitungsanzeiger-Eigenschaft

(FKEWY

empinf

) und (FKEER

empinf) Stellen Lesarten von (FKE) dar, die den Parameter ,for-

malisierbar in Bezug auf Beweishandlungen wie folgt kontextsensitiv spezifizieren: Die
(robust) ableitungsanzeigenden Beweishandlungen, die das epistemische Subjekt X aus-
fiihren konnen muss, um gerechtfertigt zu glauben oder zu wissen, dass p, sind in dem
Sinne formalisierbar, dass X die mathematischen Fahigkeiten besitzen muss, die im Rah-
men solcher Beweishandlungen vorgebrachten Argumente in hinreichend starkem Mafe
zu formalisieren. Fiir Wissen sollen solche Argumente insbesondere durch X soweit for-
malisiert werden konnen, wie es geméfs den im Zuschreibungskontext vorherrschenden
allgemeinen Standards der mathematischen Gemeinschaft hinreicht, um von der forma-
len Ableitbarkeit von p zu iiberzeugen. Mit der Kontextsensitivitdt dieser Spezifikation
wird insbesondere Aspekt (V) (vgl. 4.3, S. 212) Rechnung getragen.

Die Natur formalisierbarer Beweise Fine allgemeine Voraussetzung dafiir, dass die em-
pirischen Ergebnisse (FKEY . .) und (FKE}

empinf om pinf) hinsichtlich des Parameters ,formali-

sierbar erfiillen konnen, ist die empirische Angemessenheit der durch die entsprechende
Spezifikation induzierten Auffassung dessen, was ein Beweis und speziell ein formalisier-
barer Beweis ist. (FKEXaninf) und (FKE?mpinf) beantworten die Frage nach der Natur
formalisierbarer Beweise mit dem Verweis auf Handlungen und entsprechen somit den
empirischen Ergebnissen im Sinne von Aspekt (I) (vgl. Abschnitt 4.3, S. 206) sowie im
Hinblick auf die Relevanz der Eigenschaft epistemischer Formalisierbarkeit informeller

mathematischer Beweise (vgl. Aspekt (VII) in 4.3, S. 213 ff., insbesondere die Definition
(Fepist))-

Wissen-warum, sinnhafte Argumentationsstruktur und Meta-Argumentationen Ge-

méfk Aspekt (111) und (IV) (vgl. 4.3, S. 207 ff.) dienen gute und akzeptable mathematische

Beweise in der mathematischen Praxis nicht nur der Rechtfertigung von Wissen-dass,
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sondern in erster Linie auch der Erzeugung von Wissen-warum. Im Falle schwieriger
mathematischer Theoreme mit sehr komplexen Beweisen ist Wissen-warum in der ma-
thematischen Praxis sogar notwendig fiir Wissen-dass. Daher arbeiten Mathematiker
in der Regel mit Argumenten, die eine sinnhafte Argumentationsstruktur aufweisen und
Meta-Argumentationen im Sinne von Aspekt (IV) verwenden. Dies dient zum einen dazu,
das Argument hinreichend tibersichtlich und fiir das beweisfithrende oder nachvollziehen-
de Subjekt erfassbar zu machen, damit es als Rechtfertigung iiberhaupt akzeptabel ist.
Zum anderen wird so ein Perspektivwechsel (vgl. Aspekt (II), S. 207) ermoglicht oder
zumindest vereinfacht, was in der Regel wiederum Voraussetzung fiir die Erzeugung von
Wissen-warum ist.

Dieser Zusammenhang wird durch (FKEXaninf) und (FKE?mpinf) mittels der geforder-
ten Ableitungsanzeiger-Eigenschaft beriicksichtigt: Zwar kdnnen beide Kriterien auch er-
fiillt sein, ohne dass das epistemische Subjekt {iber Wissen-warum verfiigt, denn im Falle
eines einfachen mathematischen Theorems p kann ein ontisch formalisierbares Argument
fiir p bereits einem epistemischen Subjekt X mit geringen mathematischen Fahigkeiten
so zugénglich sein, dass X als kompetenter Argumentationspartner beziiglich dieses Ar-
W%

)

gumentes gelten kann. Je nach Kontext reicht es fiir das Erfiilltsein von (FKEempinf

und (FKER

Cmpmf) dann aus, dass X das Argument im Rahmen einer konkreten Beweis-

handlung angemessen reproduzieren kann. Beweishandlungen auf der Basis komplexer
mathematischer Argumente, die im formalen Detail fiir ein epistemisches Subjekt nicht
erfagsbar sind, werden dagegen gerade erst dadurch ableitungsanzeigend, dass das pré-
sentierte Argument eine bestimmte, sinnhafte Struktur besitzt und bestimmte Meta-
Argumentationen enthélt, und das epistemische Subjekt (und der Adressatenkreis) iiber
die entsprechenden mathematischen Féhigkeiten zum angemessenen Umgang mit den

entsprechenden Meta-Argumentationsmitteln verfiigt.

Ableitungen als abstraktes, internalisiertes Leitbild Die Rolle des Konzepts des for-
malen Beweises als abstraktes, internalisiertes Leitbild professioneller mathematischer
Beweispraxis (vgl. Aspekt (VIII) in 4.3, S. 216 f.) wird insofern durch (FKEXaninf) und
(FKEEmpinf) abgebildet, als ein epistemisches Subjekt zwar ein Argument mit einer be-
stimmten Formalisiertheitsstufe erzeugen kénnen muss, um tiber eine gerechtfertigte be-
weisbasierte mathematische Uberzeugung oder beweisbasiertes mathematisches Wissen

zu verfiigen, diese anzuzeigende®® Formalisiertheitsstufe je nach Kontext aber an den

459Im Sinne der zusammen mit der Definition ableitungsanzeigender Beweishandlungen auf S. 232
eingefithrten Kurzsprechweise.
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im Rahmen von konkreten Beweishandlungen présentierten sprachlich verfassten Argu-
menten selbst nicht in Erscheinung treten muss.*6°

Spezifische Formalisierungsregeln und -strategien, die das epistemische Subjekt X be-
notigt, um ein hinreichend stark formalisiertes Argument ausgehend von der jeweils pra-
sentierten Argumentation erzeugen zu konnen, diirfen zudem je nach Professionsstufe

von X in hohem Mafke internalisiert sein.%6!

Formalisierbar.;s;, formalisierbar,,;, Faktivitat und Fallibilitdit Ein wichtiges Merk-
mal der unter Aspekt (VII) durch (Foyt) definierten Eigenschaft informeller Beweise (vgl.
Abschnitt 4.3, S. 213 ff.) ist die Korrektheit eines formalisierbarenyy,; Beweises und da-
mit die Faktivitdt eines darauf beruhenden Wissens- oder Rechtfertigungsbegriffes. Ein
162 (vgl. (Fepist) un-
ter Aspekt (VII)) ist dagegen ihre Fallibilitdt, und damit die Fallibilitdt eines darauf
beruhenden Rechtfertigungsbegriffes. Geméaf Aspekt (II) (vgl. 4.3, S. 206) sind mathe-

matische Beweise in der Praxis stets prinzipiell fallibel, was (Fepist) zu einem geeigneteren

charakteristisches Merkmal formalisierbarerep;s; Beweishandlungen

Ausgangspunkt fiir eine empirisch informierte Konzeption formalisierbarkeitsorientierter
epistemischer Rechtfertigung macht als (Fopt). Fallibilitdt ist dariiber hinaus notwendig
fiir einen philosophisch fundierten Rechtfertigungsbegriff.463

(FKE?mpinf) gewahrleistet die Fallibilitat beweisbasierter epistemischer Rechtfertigung,
denn X muss gemi (FaB) nur in der Lage sein,*6* ein in einem kontextuell bestimmten
Mafe formalisiertes Argument fiir p zu erzeugen, und dabei im Rahmen konkreter Be-
weishandlungen formulierte explizite Zweifel und Einwénde seitens des Adressatenkreises
an der Korrektheit des prasentierten Argumentes in hinreichendem Mafe ausrdumen zu
konnen.?%® Diese Forderung kann aber prinzipiell auch dann erfiillt werden, wenn es sich

bei p um ein ungiiltiges Theorem handelt, oder wenn X’ Kernargumentation unbemerkte

4601 Gegenteil konnen sich die tatséichlich prisentierten Argumente auch bei einer hohen anzuzeigen-
den Formalisiertheitsstufe insbesondere stark von einem formalen oder ontisch formalisierbaren Argu-
ment unterscheiden, etwa wenn es sich um den Vortrag eines auf dem thematischen Feld von p besonders
versierten Experten vor einem Fachauditorium handelt.

461y/gl. die Diskussion zur Unterscheidung verschiedener Professionsstufen im Dreyfus-Dreyfus-Modell
in Abschnitt 2.3.3, S. 64 f.

462Hjer ist ,,Beweishandlung® nun im unter Abschnitt 5.2.1 definierten Sinne gemeint. Ich betrachte diese
Definition als geeignete Spezifikation der in (Fepist) noch unspezifiziert verwendeten ad hoc Sprechweise
(vgl. Fufinote 436).

463y/gl. Abschnitt 5.2.3.

46411 der folgenden Diskussion wird entsprechend der Quantifikation in (FKEZanmf) und (FKE?mpi“f)
stets davon ausgegangen, dass (A, NL) in (Kog) und (FaB) bzw. (Kog) und (FraB) {ibereinstimmen.

465 Fine ableitungsanzeigende Beweishandlung in der Regel erfolgreich auszufiihren heift im konkreten
Fall insbesondere nicht, dass X den Adressatenkreis Y, wie in (Fepist) gefordert, von der Uberfiihrbarkeit
der prasentierten Argumentation in ein ontisch formalisierbares Argument iiberzeugen muss. Vgl. auch
Fufsnote 450.
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466 11icht relevan-

Fehler auf einer fiir die kontextuell benotigten Formalisiertheitsstufen
ten Argumentationsebene enthélt, die eine vollstandige korrekte Formalisierung jedoch

verhindern wiirden.

(FKEZquinf) hingegen schafft, wie in Abschnitt 5.1.1 abschliefend gefordert,%67 eine
auch erkenntnistheoretisch wiinschenswerte Verbindung von Fallibilitéit und Faktivitit468
im Rahmen eines einheitlichen Kriteriums fiir mathematisches Wissen. Dabei verzichtet
(FKE;’aninf) gemif den unter Aspekt (V1) angestellten Uberlegungen darauf, die onti-
sche Formalisierbarkeit eines im Rahmen von X’ mathematischen Féhigkeiten liegenden
Argumentes fiir p zu einer notwendigen Bedingung fiir das Vorliegen von beweisbasiertem
mathematischem Wissen, dass p, zu machen. Stattdessen wird fiir (FKExlpinf) durch Be-
dingung (Abl) die formale Ableitbarkeit von p sowie durch Bedingung (FraB) das tatsich-
liche Vorliegen hinreichender mathematischer Fahigkeiten von X gefordert, um auf der
Grundlage geeigneter Préasentationen von (A, NL) mindestens epistemisch formalisier-
bare Beweishandlungen ausfiihren, diese Prasentationen aber nicht unbedingt in ontisch
formalisierbare Argumente iiberfithren zu kénnen. Dadurch wird einerseits die Faktivitat
von Wissen gesichert, andererseits wird aber auch eine meines Erachtens befriedigen-
de, kontextualistische Losung des Fallibilitatsproblems fiir Wissen im Sinne epistemi-
scher Formalisierbarkeit geliefert: Die Bedingungen (Abl), (Gl), (Kog) und insbesondere
(FraB) von (FKEXaninf) konnen in Bezug auf einen geeigneten Zuschreibungskontext
insbesondere erfiillt sein, ohne dass X selbst iiber ein formales oder formalisierbaresgnt
Argument (und damit einen Wahrheitsgaranten) fiir p verfiigen oder ein solches herstel-
len kénnen muss. Dies ist immer dann moglich, wenn die mathematische Gemeinschaft

bereits durch ein weniger stark formalisiertes Argument von der formalen Ableitbarkeit
W%

empinf

Irrtumsmoglichkeiten hinsichtlich p ausschlieffen kénnen, um zu wissen, dass p.

von p iiberzeugt werden kann.*%Y X muss also gemiif (FKE ) prinzipiell nicht alle

466Damit sind einerseits die durch den geforderten Beweistyp induzierte Formalisiertheitsstufe der
konkreten Préisentationen von (A, NL) im Rahmen von kontextuell ableitungsanzeigenden Beweishand-
lungen und andererseits die kontextuell geforderte anzuzeigende Formalisiertheitsstufe gemeint.

46Tygl. S. 215.

168 Beide Eigenschaften sind notwendig fiir einen philosophisch fundierten Wissensbegriff, vgl. Abschnitt
5.2.3.

4697y diesem Sinne ist auch ein formalisierbarerepiss Beweis prinzipiell fallibel. (Fepist) ldsst jedoch
mehr Spielraum fiir Fille, in denen diese prinzipielle Fallibilitdt tatséichlich in Erscheinung tritt, denn
im Unterschied zu der in (FraB) geforderten anzuzeigenden Formalisiertheitsstufe, die ausreichen muss,
um beliebige Repréasentanten der mathematischen Gemeinschaft von der Ableitbarkeit von p iiberzeugen,
muss ein formalisierbarerepist Beweis nur kontextuell geeignete Mitglieder von der Ableitbarkeit von p
iiberzeugen.
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Zur Spezifikation von ,verfiigen iiber” im Sinne des Vorliegens mathematischer
Fahigkeiten

Das Vorliegen geeigneter mathematischer Fahigkeiten ist gemaf Aspekt (IV) in der Regel
eine essentielle Voraussetzung dafiir, spezifisches mathematisches Wissen, dass p oder die
gerechtfertigte Meinung, dass p, zu besitzen.*™® Daher gehen mathematische Fihigkei-
ten als expliziter Bestandteil der Ableitungsanzeiger-Eigenschaft in die Formulierung von

(FKEY . ) und (FKE}

empinf empinf) mit ein. Dies erzeugt eine geeignete, ebenfalls kontextsen-

sitive (und damit Aspekt (V) Rechnung tragende) Spezifikation des Parameters ,yerfiigen
iiber’: Das epistemische Subjekt verfiigt iiber einen in gefordertem Mafe formalisierten
Beweis in dem Sinne, dass es hinreichende mathematische Féahigkeiten besitzt, um ange-
messene Darstellungen des ihm kognitiv zugénglichen Argumentes fiir p in entsprechend
formalisierte Beweise zu iiberfithren. Wie weit das X zugéngliche Argument und auch
eine Prasentation dieses Argumentes im Rahmen einer konkreten Beweishandlung von
der kontextuell geforderten anzuzeigenden Formalisiertheitsstufe abweichen und sogar
Fehler enthalten darf, ohne den epistemischen Wert der Beweishandlung zu schmélern,
héngt von X’ spezifischem Fahigkeitsprofil ab. Ein praktizierender Forschungsmathema-
tiker mit entsprechender Expertise in dem mathematischen Fachgebiet, dem p und die in
(A, NL) verwendeten Argumentationstechniken entstammen, hat in der Regel die nétigen
formalen Beweisprozeduren in solchem Mafse internalisiert, dass auch eine sehr informel-
le, skizzenhafte Priasentation der Argumentation (A, NL) im Rahmen einer kontextuell

geeigneten Beweishandlung als (robust) ableitungsanzeigend gelten kann.*"*

Mittelbares Verfiigen-iiber und Rolle der Dialogpartner Y im Rahmen einer (robust)
ableitungsanzeigenden Beweishandlung In angemessenem Rahmen koénnen in einer
konkreten Beweishandlung auch die mathematischen Fahigkeiten der beteiligten Dialog-
partner Y epistemisch wirksam werden und gegebenenfalls auch einen Mangel an spe-
ziellen mathematischen Fahigkeiten von X ausgleichen. Dies ist beispielsweise bei dem
von Interviewpartner 5 beschriebenen Doktoranden der Fall. Hier ist es einem Y mit
geeigneter Professionsstufe im Rahmen einer entsprechenden Beweishandlung moglich,
von X einen ableitungsanzeigenden oder sogar robust ableitungsanzeigenden Beweis ,zu
extrahieren“.4"? X verfiigt hier aktuell (zum Zuschreibungszeitpunkt) nur mittelbar iiber

einige der bendtigten mathematischen Féhigkeiten. Ein solcher Fall sollte im Hinblick auf

470Vgl. auch die Aspekte (VII) und (VIII), S. 213 fF.

4"1Djeser Aspekt der Internalisierung expliziter Regeln mit wachsender Professionsstufe entspricht, wie
bereits erwahnt, dem allgemeinen Dreyfus-Dreyfus-Modell des Fahigkeitserwerbs (vgl. Abschnitt 2.3.3
S. 64 £.).

4"2Das entsprechende Zitat lautet:
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die Erfiilltheit von (FKEY . ) und (FKER . .) als (durchaus vorkommender) Grenzfall

empinf empinf
aufgefasst werden.

Die Einbeziehung der Dialogpartner Y bildet auferdem einen weiteren Aspekt der
Eigenschaft epistemischer Formalisierbarkeit ab.4™ Eine Beweisprisentation ist gemif
(Fepist) formalisierbarepist, wenn ein geeigneter Dialogpartner davon iiberzeugt wird, dass
das prasentierte Argument durch geeignete Modifikation in ein ontisch formalisierbares
Argument iiberfiihrt werden kann. In (FKEXaninf) und (FKEBmpinf) wird nun das tatsich-
liche Vorliegen hinreichender mathematischer Fahigkeiten von X gefordert, um ein im
Rahmen einer konkreten Beweishandlung vorgebrachtes Argument in ein kontextuell an-
gemessen formalisiertes Argument tiberfithren zu kénnen. Die epistemischen Einstellun-
gen der Dialogpartner Y werden dennoch im Rahmen der Bedingungen (FaB) und (FraB)
durch die explizite Einbindung von Riick- und Vertiefungsfragen und Modifikations- und
Korrekturvorschlagen seitens Y in die Argumentpréisentation im Rahmen einer Beweis-
handlung sowie die Forderung, dass X in der Lage sein muss, geeignete Beweishandlungen

4T beriicksichtigt. Im Falle von (FraB) wird auferdem verlangt,

erfolgreich auszufiihren,
dass X die jeweils prasentierte Argumentation, einschlieflich argumentativ relevanter
Beitrige seitens Y, in ein Argument einer innerhalb der mathematischen Gemeinschaft
aktuell als hinreichender Indikator fiir die Ableitbarkeit von p geltenden Formalisiertheits-
stufe iiberfithren kann. Um geméfs (FKEXI\;pin) zu wissen, dass p, muss X also insbeson-
dere hinreichende mathematische Fahigkeiten besitzen, um die aktuelle mathematische
Gemeinschaft4™ von der Ableitbarkeit von p zu iiberzeugen. Um gemiift (FKEEmpmf) die
gerechtfertigte Uberzeugung zu besitzen, dass p, sollte X hinreichende mathematische
Fahigkeiten besitzen, um im Rahmen einer geeigneten Beweishandlung die Adressaten
davon liberzeugen zu kénnen, dass die vorgetragene Argumentation p stiitzt und auf ihrer

gegebenen Formalisiertheitsstufe keine aktuell identifizierbaren Fehler enthilt.476

,One of my recent graduate students is almost incapable of writing down proofs. But he
really knows mathematical truths. He was my only student whom I could ask about things
that I didn’t know, and often he would come up with an answer, and I would know that this
is really true. The problem is then to extract from him why it is true, which is the proof. If
you can extract from the pictures that it is true, from a general idea why it must be true,
you want to extract more and more detail. [...] There are well respected mathematicians
who are like this.* (Int 5, S. 329)

473Im vorangegangen Abschnitt (vgl. S. 242 f.) wurde ja bereits diskutiert, inwiefern (FKE:Vmpinf) (und
analog (FKES, i,¢)) im Sinne von (Fepist) fallibel sind.

474ygl. Fufnote 450.

475D h. relativ zu kollektivem Hintergrundwissen und kollektiven Hintergrundiiberzeugungen der ma-
thematischen Gemeinschaft zum Zuschreibungszeitpunkt; vgl. die Definition von ,robust ableitungsan-
zeigender Beweishandlung® auf S. 232.

476Vgl. wieder Fufinote 450.
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Zum evaluativen Projekt: Beurteilung mathematischer Fihigkeiten Durch den Riick-
W
empinf)

und (FKEg{mpinf) ist, wie teilweise bereits in Abschnitt 5.2.1 diskutiert,*”” eine sinnvolle

griff auf mathematische Féahigkeiten und Professionsstufen im Rahmen von (FKE

und im Hinblick auf die empirischen Ergebnisse fruchtbare, differenzierte Analyse von
mathematischem Wissen und mathematischer Rechtfertigung im Hinblick auf das se-
mantische und explanatorische und das evaluative Projekt einer empirisch informierten
Erkenntnistheorie moglich: Eine Maoglichkeit, das Vorliegen der fiir eine positive epi-
stemische Zuschreibung geméf (FKEX;pinf) und (FKEEmpinf) notigen mathematischen
Fahigkeiten von X ausgehend von einer einzigen konkreten Beweishandlung zu beurtei-
len, besteht {iber die Beurteilung der in dieser Situation benétigten, gegebenenfalls sehr
spezifischen mathematischen Féahigkeiten hinaus im Vergleich von X’ aktueller Professi-
onsstufe (in Bezug auf die relevanten mathematischen Spezialgebiete) mit den relevanten
Parametern des Zuschreibungskontextes.

Eine weitere Moglichkeit, das Vorliegen dieser Fahigkeiten zu beurteilen, ist der di-
rekte Test durch einzelne Beweishandlungen in mehreren unterschiedlichen, dem Zu-
schreibungskontext angemessenen und dabei hinreichend variierenden Situationen. Die
empirischen Ergebnisse haben gezeigt, dass diese Moglichkeit in der Praxis insbesondere

bei Eigenzuschreibungen von Wissen und Rechtfertigung gewihlt wird.4™ Dabei zeigt

4T7Vgl. S. 235 f.
178ygl. etwa die folgenden beiden Zitate von Interviewpartner 4:

S0 one thing: math is in a sense something personal. [...] When do I think I understand
something? [...|] When I think or am enthusiastic that I proved something, I don’t think
that I proved something, or think that I understand it. Certainly if it’s a relevant thing,
during the next few weeks I would try to shoot holes in it, look at it from different directions,
through different angles, ask questions why it is true, why it works this way, not that way.
I would try to convince myself that it’s actually true, that it has to be true, by looking at it
from different sides. [...]| I'm only convinced that something is true if I look at it during a
longer time, and half forget the thing, and reiterate the argument later.“ (Int 4, S. 324 f.)

und

I have to be convinced that it’s true, I have to be able to look at it at a later time, and
still be able to reproduce the arguments, I have to be able to understand both the global
picture, to have an overview of the proof, explain to myself what the global idea is and
why it works like this, and also to be able, and that’s the details, to follow the proof from
step to step, the logical consequences.“ (Int 4, S. 326)

sowie das Zitat von Interviewpartner 6:

wYour own expertise, you sort of know at hopefully the deepest level, but even there, you
sometimes see that you actually find out that you never looked at it in a right way. That’s
what progress comes from, you realize that you should look at it in a different way. And
in the process of understanding it happens that you have a definition, and that you think
you understand it, and that you come back to it for one reason, or somebody tells you
something about it, and that you realize that you never understood it at all but now you
understand it, at least that’s what you think.“ (Int 6, S. 339)
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sich deutlich der Unterschied zwischen der in (FKEXI\;pmf) und (FKE?mpmf) enthaltenen
Forderung, dass X’ Fahigkeiten hinreichen miissen, um unter geeigneten Bedingungen in
der Regel (robust) ableitungsanzeigende Beweishandlungen erfolgreich auszufithren und
der Forderung nach der Moglichkeit einer einzelnen (robust) ableitungsanzeigenden Be-
weishandlung. Diese zweite Beurteilungsmoglichkeit weist, auf der Ebene individuellen
mathematischen Wissens und individueller gerechtfertigter mathematischer Rechtferti-
gung, gewisse Parallelen zu den Absicherungsmethoden kollektiven Wissens der mathe-
matischen Gemeinschaft im Rahmen eines ganzen Beweisprozesses auf. Letztere wurden
von den Interviewpartnern wiederholt angesprochen und spielen in der mathematischen
Forschung oft eine wichtigere Rolle als das mathematische Wissen oder die Rechtfertigung
mathematischer Uberzeugungen einzelner epistemischer Subjekte.4” Im Hinblick auf kol-
lektives Wissen und kollektive Rechtfertigung kann auf die mathematischen Fahigkeiten
des Kollektivs zuriickgegriffen werden, die in verschiedenen Stadien des Beweisprozesses
die Ableitungsanzeiger-Eigenschaft des jeweils betrachteten Argumentes sichern. Je nach
Giite und Komplexitdt des Problems und je nach Expertise des zugehdrigen Fachexper-
tenkreises miissen mehrere unterschiedliche Teststadien durchlaufen werden, damit p als

hinreichend sicher gelten kann.

5.2.3 Erkenntnistheoretische Diskussion von (FKEY . ) und (FKEE . )

empinf empinf

In diesem letzten Abschnitt zur Vorstellung der sozio-empirisch informierten formalisier-

barkeitsorientierten Kriterien fiir epistemische Zuschreibungen (FKEXYHPM) und

(FKEBmpinf) beschreibe ich deren allgemeine erkenntnistheoretische Charakteristika.

479Vgl. etwa die Zitate von Interviewpartner 2:

»The process by which a statement is verified is a certain collective verification process. The
size of the collective, and in particular the fact whether there are good, honest professionals
in the [community]-it depends on the importance of something. If just one person asked
the question, another proved it and a third one checked it, probably the community is not
big enough in order to convince everybody else that everything is o.k.“ (Int 2, S. 317)

und Interviewpartner 5:

LIt is a work in progress that polishes the proof. [...] This process that I tried to describe
is only part of what I believe is a true test of correctness of mathematical statements. It is
more or less through digesting the theorem in mathematical practice. It is like a complex
thing that people try to use in this position and in that position, and in this regime and
in a harder regime, like a car that you take with you in desert or wilderness and ride it.
And if it’s wrong, than you will spot that somehow it doesn’t fit into some of your non-
mathematical contexts. And this is basically how things are being really tested, and errors
are discovered. |[...] The real process of checking the validity of a theorem is not just that
is has been accepted for publication, that it went through a process of refereeing, but how
many people really used it, really looked into it and adapted it for their purposes.“ (Int 5,
S. 329, 328)
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Die bisherige Diskussion legt nahe, (FKEY

empinf

) und (FKER

empinf) als notwendige Krite-

rien fiir beweisbasiertes mathematisches Wissen bzw. beweisbasierte epistemische Recht-
fertigung einer mathematischen Uberzeugung im Rahmen einer sozio-empirisch infor-
mierten Erkenntnistheorie der Mathematik zu lesen. Sie stellen zudem aussichtsreiche
Kandidaten fiir hinreichende Kriterien fiir beweisbasiertes mathematisches Wissen und
beweisbasierte mathematische Rechtfertigung dar; die hier vorgestellten empirischen und
analytischen Ergebnisse liefern zumindest kein augenfalliges Beispiel, in dem (FKEemeinf)
oder (FKER ) erfiillt sind, Wissen oder Rechtfertigung aber intuitiv oder geméf dem

empinf
Sprachgebraui:h in der mathematischen Praxis nicht vorliegen. Dariiber hinaus erfiil-
len (FKElepinf) und (FKE?mpinf) aber auch die Adidquatheitsbedingungen, die in der
allgemeinen Erkenntnistheorie {iber die Grenzen spezifischer Positionen hinaus fiir eine
Analyse von Wissen bzw. epistemischer Rechtfertigung erhoben werden.
Im Folgenden werde ich zunéchst die gerade formulierte Einschatzung der erkenntnis-

theoretischen Adiquatheit von (FKEY . .) und (FKER

empinf empint) genauer ausfiihren. Dazu

fasse ich die allgemeinen Adaquatheitskriterien fiir eine erkenntnistheoretische Analyse
von Wissen und Rechtfertigung kurz zusammen und diskutiere deren Erfiilltheit dann
systematisch anhand der einzelnen Bedingungen (Abl), (Gl), (Kog), (FaB) und (FraB)

von (FKEXlemf) und (FKESmpinf). Anschliefend schlage ich eine erkenntnistheoretische
Einordnung von (FKEXaninf) und (FKESmpinf) geméh der in Kapitel 2 vorgestellten theo-

retischen Klassifikation vor.

Erkenntnistheoretische Adiquatheit von (FKEY . ) und (FKE} . )

empinf empinf

In der allgemeinen Erkenntnistheorie besteht ein weitgehender Konsens hinsichtlich einer
Reihe von Adédquatheitsbedingungen fiir Analysen von epistemischer Rechtfertigung und
Wissen. Eine dieser Bedingungen lautet, dass eine addquate Analyse des Wissens- und
Rechtfertigungsbegriffes natiirlichsprachliche Intuitionen und Ergebnisse linguistischer
und sprachphilosophischer Auseinandersetzungen mit den Ausdriicken ,wissen“ und ,,ge-
rechtfertigt glauben® berticksichtigen sollte. Diese Bedingung steht bereits im Zentrum
des in dieser Arbeit verfolgten methodologischen Ansatzes und wird im Folgenden nicht
mehr explizit diskutiert.

Dariiber hinaus werden an Analysen von Wissen und Analysen von Rechtfertigung

unterschiedliche spezielle Addquatheitsforderungen gestellt:
Adaquatheitskriterien fiir erkenntnistheoretische Analysen von Rechtfertigung In

Bezug auf epistemische Rechtfertigung lautet eine weitere Adaquatheitsbedingung, dass

eine epistemisch gerechtfertigte Uberzeugung nur dann vorliegen sollte, wenn das epi-
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stemische Subjekt iiber adiquate, gute Griinde fiir diese Uberzeugung verfiigt.**% Diese
sollen jedoch prinzipiell in zweierlei Hinsicht fallibel sein: Einerseits muss eine episte-
misch gerechtfertigte Uberzeugung auch dann vorliegen diirfen, wenn die Rechtfertigung
die Wahrheit dieser Uberzeugung nicht garantiert. Es sollen insbesondere auch falsche
Meinungen epistemisch gerechtfertigt sein konnen. Trotz ihrer Fallibilitdt muss epistemi-
sche Rechtfertigung wahrheitszutraglich sein, d.h. sie muss durch eine Methode zustande
kommen, die ,ein gutes Mittel auf dem Weg zur Wahrheit ist“.#8! Neben der Wahrheits-
zutriglichkeit der rechtfertigenden Griinde sollen diese auch X’ Uberzeugung, dass p,
stiitzen, d.h. in irgendeinem Sinne dafiir verantwortlich sein, dass X zu der Uberzeugung

482

kommt, das p.*®2 Schlieklich sollte die epistemische Rechtfertigung einer Uberzeugung

eine graduelle sowie vom Kontext der Griinde des epistemischen Subjektes abhéngige

(insbesondere personen- und zeitrelative) Eigenschaft sein.483

Adaquatheitskriterien fiir erkenntnistheoretische Analysen von Wissen Fiir eine ad-
dquate Analyse der Wahrheitsbedingungen von ,, X weif}, dass p* wird allgemein minde-
stens gefordert, dass bei Wahrheit der Wissenszuschreibung p wahr sein sollte, dass das
epistemische Subjekt X glauben sollte, dass p, und dass diese Uberzeugung gemifs ei-
ner addquaten Konzeption epistemischer Rechtfertigung gerechtfertigt sein sollte. In der
Regel wird, ausgehend von einer graduellen Konzeption epistemischer Rechtfertigung,
fiir Wissen erst ein bestimmter Grad an Rechtfertigung akzeptiert.*®* Dennoch sollte
auch Wissen noch in dem Sinne fallibel sein, dass die rechtfertigenden Griinde die Wahr-
heit von p nicht garantieren miissen. Schlieflich strebt die Erkenntnistheorie nach einer

Losung des Wissensskeptizismus durch adiquate Wissenstheorien.4®3

empin)

Letzteres hat im Falle von kontextualistischen Analysen von Wissen — und <FKEempinf

stellt eine spezielle Variante eines kontextualistischen Kriteriums fiir Wissen dar?®6 — fol-
gende Auswirkungen: Kontextualistische Analysen des Wissensbegriffes sind aus Sicht
der allgemeinen Erkenntnistheorie zunéchst vor allem deshalb attraktiv, weil sie eine

theoretische Diagnose des Wissensskeptizismus liefern.*®” Auf der anderen Seite fallen

480y/gl. Grundmann [50, S. 229].

48150, S. 223

482y7g1. [50, S. 229 f]

483Vgl. [50, S. 224, 228]. Mit letzterer Forderung ist, wie in Abschnitt 2.2 bereits erwithnt (Fuknote 122),
noch keine kontextualistische Auffassung von Rechtfertigung im Sinne des semantischen Zuschreibungs-
kontextualismus verbunden.

484y/gl. BonJour & Sosa [14, S. 21].

485Vgl. etwa Brendel [18, Abschn. 1].

486yg]. dazu auch den folgenden Abschnitt 5.2.3.

“¥"Die Adiquatheit der kontextualistischen Diagnose ist allerdings nicht unumstritten (vgl. etwa
Grundmann [50, S. 157 ff.]). Ich werde hier nicht weiter auf das spezielle diagnostische Potential von
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kontextualistische Positionen dem generellen Einwand anheim, dass rein kontextuell be-
stimmte epistemische Standards zu instabil fiir Wissen sind.*8® Speziell kontextualistische
Wissensanalysen sollten also, um diesem prinzipiellen erkenntnistheoretischen Einwand

zu entgehen, eine gewisse Stabilitdt der Kontexte gewéhrleisten.

Anhand der einzelnen Bedingungen (Abl), (Gl), (Kog), (FaB) und (FraB) lésst sich nun
) und (FKER

empint) di€se allgemeinen erkennt-

verdeutlichen, in welchem Sinne (FKEXleinf

nistheoretischen Adaquatheitskriterien erfiillen:

Bedingung (Abl) soll die fiir Wissen-dass-p notwendige Wahrheit von p gewéhrleisten.
Dies geschieht zumindest insofern, als man die durch die formale Ableitbarkeit von p
induzierte Wahrheit von p in allen Strukturen, in denen auch die Axiome des verwendeten

formalen Systems wahr sind, fiir mathematisches Wissen als geeignet betrachtet.*8?

Bedingung (Gl) verlangt, dass das epistemische Subjekt X glaubt, dass p. Dies wird
sowohl fiir eine addquate Analyse des Rechtfertigungs- als auch des Wissensbegriffes

gefordert.

Bedingung (Kog) sagt aus, dass X kognitiven Zugang zu einem Argument (mit lin-
guistischen und gegebenenfalls auch paralinguistischen und anderen nonverbalen Be-
standteilen) fiir p hat und glaubt, dass dieses Argument die mathematische Aussage
p stiitzt. Diese Bedingung sichert, dass die Basis der rechtfertigenden Griinde fiir p,
d.h. (A, NL), auch die Basis eines iiberzeugungsbildenden Prozesses sein kann, der X’
Glauben, dass p, konstituiert. Der damit hergestellte Zusammenhang zwischen rechtfer-
tigenden Griinden und iiberzeugungsbildendem Prozess ist im Sinne einer sogenannten
nicht-kausalistischen Auffassung prinzipiell hinreichend fiir die fiir epistemische Recht-
fertigung geforderte Stiitzungsrelation, da X eine bestimmte Meta-Uberzeugung iiber
die Giite seiner rechtfertigenden Griinde besitzt. Er ist ebenfalls prinzipiell vertraglich
(wenn dafiir auch nicht hinreichend) mit einer kausalistischen Auffassung, wonach die
rechtfertigenden Griinde X’ Uberzeugung, dass p, kausal verursachen miissen. In der

allgemeinen Erkenntnistheorie werden sowohl kausalistische als auch nicht-kausalistische

(FKE) eingehen, da diese Frage schnell tiefgehende erkenntnistheoretische Detaildiskussionen nach sich
z0ge, die den hier gesteckten Rahmen sprengen wiirden.

488Djes gefiahrdet etwa das Prinzip der Geschlossenheit des Wissens, welches jedoch zu einer verbrei-
teten erkenntnistheoretischen Grundannahme iiber den Wissensbegriff gehort (vgl. Grundmann [50, S.
161, 166 fI.]).

489Dje Wahrheit von nicht ableitbaren mathematischen Theoremen wie den gddelschen Sitzen ist
durch (Abl) offenbar nicht garantiert. Fiir Wissen und Rechtfertigung hinsichtlich solcher Sétze macht
eine Analyse mittels ableitungsanzeigenden Beweishandlungen allerdings generell wenig Sinn.
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Auffassung hinsichtlich der Stiitzungsrelation zwischen rechtfertigenden Griinden fir p

und X’ Uberzeugung, dass p, vertreten.4

Bedingung (FaB) sichert das fiir epistemische Rechtfertigung notwendige Vorliegen
guter Griinde fiir X’ Uberzeugung, dass p. Diese Griinde bestehen neben dem X ak-
tuell kognitiv zugénglichen Argument (A, NL) in dem Vorliegen der entsprechenden
mathematischen Fahigkeiten, die X in die Lage versetzen, auf der Basis von (A, NL)
angemessene ableitungsanzeigende Beweishandlungen erfolgreich auszufiihren. Die Giite
dieser rechtfertigenden Griinde ist personen- und zeitrelativ und bemisst sich an den
Kriterien fiir ,,gute” und ,akzeptable“ Beweisen in der mathematischen Praxis.*?! (FaB)
ermoglicht dabei die prinzipielle Fallibilitit epistemischer Rechtfertigung:**? Dadurch,
dass die im Rahmen einer Beweishandlung vorgebrachte Argumentation stets nur in ein
bis zu einem bestimmten, kontextuell festgelegten Mafl formalisiertes Argument durch
X iberfiihrt werden kénnen muss, ist ein mathematisches Theorem durch eine ablei-
tungsanzeigende Beweishandlung ebenfalls immer nur in einem entsprechenden Mafse
gerechtfertigt. Daher konnen insbesondere geeignete Beweishandlungen, deren Startkon-
figuration ein ,falsches”, z.B. im Detail nicht korrektes Argument fiir einen wahren oder
auch falschen mathematischen Satz p enthéalt, in bestimmten Kontexten ableitungsan-

zeigend sein. Gleichzeitig wird beweisbasierte Rechtfertigung gemif (FKER ) so zu

empinf
einer graduellen Eigenschaft. (FaB) liefert zudem die fiir epistemische Rec}ifertigung
erforderliche Wahrheitszutraglichkeit der rechtfertigenden Griinde, da von X hinreichen-
de mathematische Fahigkeiten zur Erzeugung eines in einem kontextuell angemessenem
Maf formalisierten Argument fiir p gefordert werden. Diese geforderte Fahigkeit zur
Teilformalisierung stellt offenbar ein brauchbares Mittel auf dem Weg zu einer vollstan-
digen Formalisierung dar, welche die formale Ableitbarkeit von p und damit die Wahr-
heit von p relativ zu den zugrundeliegenden Axiomen bezeugt. Die Verlésslichkeit der
Anbindung ableitungsanzeigender Beweishandlungen an die Ableitbarkeit der durch sie
gerechtfertigten mathematischen Aussage wird zusétzlich durch die in (FaB) enthaltenen
kontextuellen Mindestanforderungen an in der mathematischen Praxis gut erprobte und

als tauglich erwiesene Indikatoren wie die Fehlerrobustheit der Kernargumentation von
(A, NL) gewéhrleistet.

490yg]. hierzu Grundmann [50, S. 230 fI.]. Laut Grundmann sind kausalistische Positionen populérer
und weniger angreifbar als nicht-kausalistische Positionen. Ich greife diese Debatte hier nicht weiter auf.

491Vgl. besonders die Aspekte (I11) und (V) in Abschnitt 4.3.

492y/g], Abschnitt 5.2.2, S. 242.
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Bedingung (FraB) sorgt dafiir, dass das Wissenskriterium (FKER

empinf

wenn X im Sinne von (FaB) iiber gute und wahrheitszutrigliche Griinde fiir die Uber-

) nur erfiillt ist,

zeugung, dass p, verfiigt. Zusammen mit (Gl) und (Kog) dient (FraB) also dazu, die
fiir Wissen notwendige epistemische Rechtfertigung einzufordern. Die im Vergleich zu
(FaB) weitergehende Forderung der Robustheit der Ableitungsanzeiger-Eigenschaft si-
chert die fiir Wissen ebenfalls notwendige, kontextiibergreifende Stabilitat der fiir Wissen
notwendigen Standards fiir rechtfertigende Griinde. Es wird insbesondere ein kontext-
iibergreifender®®® Schwellenwert fiir den fiir Wissen geforderten Grad an epistemischer
Rechtfertigung gekennzeichnet. Dabei wird jedoch die fiir Wissen erkenntnistheoretisch
wiinschenswerte prinzipielle Fallibilitéat der rechtfertigenden Griinde beibehalten: (FraB)
ist wie (FaB) erfiillbar, wenn X nicht iiber eine wahrheitsgarantierende Rechtfertigung

verfiigt. 494

Klassifikation von (FKEY) . ) und (FKEY . .) als externalistisch-kontextualistische

Kriterien

Es stellt sich abschliefend die Frage, wie sich (FKEZaninf) und (FKES‘mpinf) in die in
Kapitel 2 entwickelte theoretische Matrix aus Invariantismus wversus Kontextualismus
und Internalismus versus Externalismus einordnen lassen.?®> Wie im Folgenden kurz
erlautert wird, ist eine klare Einordnung zumindest hinsichtlich der Unterscheidung zwi-
schen Internalismus und Externalismus jedoch nur beschréankt moglich: (FKEXaninf) und
(FKEBmpinf) nehmen in der Matrix einen Platz als moderat zugangsexternalistische und
dabei zuschreibungskontextualistische Kriterien fiir beweisbasiertes mathematisches Wis-

sen und beweisbasierte epistemische Rechtfertigung ein.

Externalistische und internalistische Aspekte von (FKEY, ;) und (FKEY, . .) Die
Abhéngigkeit des Erfiilltseins beider Kriterien von den mathematischen Fahigkeiten des
epistemischen Subjektes bringt durch den Umstand, dass ein epistemisches Subjekt nicht
stets kognitiven Zugang zum Repertoire seiner spezifischen mathematischen Fahigkeiten
haben muss, einen externalistischen Aspekt mathematischer Rechtfertigung und mathe-
matischen Wissens ins Spiel. Fasst man Internalismus und Externalismus als streng dicho-
tome erkenntnistheoretische Ansétze auf und bezeichnet einen nicht rein internalistischen

Ansatz bereits als externalistisch, so fallen (FKEY . ) und (FKER . ) daher unter den

empinf empinf

493Kontextiibergreifend bedeutet hier nicht kontextunabhsingig; vgl. den nachfolgenden Abschnitt 5.2.3.
494yg]. Abschnitt 5.2.2, S. 243. Der durch diese Fallibilitit prinzipiell nicht ausgeschlossene Fall, in dem
(FraB) fiir ein formal ungiiltiges (und in diesem Sinne falsches) p erfiillt ist, liefert dank (Abl) jedoch
kein Gegenbeispiel fiir die Faktivitdt von Wissen gemaf (FKEZYDPM).
495Vg]. Abschnitt 2.2, S. 51 fF.
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Ansatz des Externalismus. Dennoch weisen (FKEemeinf) und (FKEf‘mpinf) im Zusammen-
hang mit der Forderung nach dem Vorliegen gewisser mathematischer Fahigkeiten von
X auch einen klarerweise internalistischen Aspekt auf, da es sich bei mathematischen
Fahigkeiten geméaf der hier vertretenen Sichtweise um an Professionsstufen gekniipf-
te Fertigkeiten handelt, die ein Mathematiker im Laufe der Zeit erwirbt und auch be-
wusst weiterentwickelt.*% Ein weiterer internalistischer Aspekt kommt durch (Kog) ins
Spiel, wie die Diskussion dieser Bedingung in Abschnitt 5.2.3 (S. 250) zeigt. Ich ver-
stehe (FKE\e’aninf) und (FKE?mpinf) daher im gerade beschriebenen Sinne als moderat
externalistische Kriterien fiir beweisbasiertes mathematisches Wissen und beweisbasierte
epistemische Rechtfertigung.49”

In Bezug auf die Unterscheidung zwischen Zugangs- und ontologischem Internalismus
und Externalismus*®® tragen (FKEXaninf) und (FKEeRmpinf) in beiderlei Hinsicht externa-
listische Ziige. Hinsichtlich des Zugangsexternalismus wurden diese gerade diskutiert. Ab-
leitungsanzeigende Beweishandlungen als rechtfertigungskonstituierende Faktoren weisen
auferdem auf einen gewissen ontologischen Externalismus hin, da sie unter explizitem
Riickgriff auf externe Tatsachen aufterhalb der mentalen Perspektive von X definiert
wurden und somit ihrer Natur nach nicht mit mentalen Zustdnden von X zusammenfal-

len.

(FKEY _ .)und (FKER ) als zuschreibungskontextualistische Kriterien Beziiglich

empinf empinf
der Klassifikation von (FKEXaninf) und (FKE?mpinf) als kontextualistische oder invarian-

tistische epistemische Kriterien kann ebenfalls eine differenzierte Antwort gegeben wer-
den, die ich in Abschnitt 5.2.3 bereits angedeutet habe. Offenbar enthalten beide Kriterien
kontextsensitive Parameter. Eine Kontextabhéngigkeit der epistemischen Standards fiir
beweisbasiertes mathematisches Wissen und beweisbasierte mathematische Rechtferti-

49

gung im Sinne des semantischen Zuschreibungskontextualismus**® wird dadurch erzeugt,

49Eine genauere Bestimmung des Verhéltnisses zwischen dem Besitz von und dem direkten kogniti-
ven Zugang zu spezifischen mathematischen Féahigkeiten wiirde eine detaillierte Ausarbeitung des hier
zugrundegelegten Modells mathematischer Féahigkeiten erfordern, die ich im Rahmen der vorliegenden
Arbeit nicht leisten kann.

49711 der allgemeinen Erkenntnistheorie wird in Bezug auf Internalismus und Externalismus von Wissen
und Rechtfertigung stellenweise auch auf meta-epistemologischer Ebene fiir Hybrid-Theorien argumen-
tiert, die sowohl einen radikalen Internalismus als auch einen radikalen Externalismus zuriickweisen.
Diese Vorschlige sind jedoch nicht unumstritten (vgl. zu dieser Debatte z. B. Grundmann [50, S. 250
ff.], Brendel [17, Abschn. 7.3] oder BonJour & Sosa [14, Abschn. 2.3]). In meinem Fall halte ich die hier
gewdhlte Sprechweise von einer moderat externalistischen Deutung von (FKEXaninf) und (FKEEmpinf)
bzw. von externalistischen und internalistischen ,Aspekten” der beiden Kriterien fiir angemessen, ohne
mich im Hinblick auf diese Debatte hier genauer positionieren zu wollen.

198ygl. Kapitel 2, Abschnitt 2.2, S. 52.

499yg], Abschnitt 2.2, S. 51.
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dass die in den Bedingungen (FaB) und (FraB) benannten Beweishandlungen sowohl in
Bezug auf den Zuschreibungskontext angemessene Startkonfigurationen besitzen als auch
in Bezug auf den Zuschreibungskontext (robust) ableitungsanzeigend sein miissen. Die

ompint)
empinf />’

Kontextsensitivitit ist im Falle von (FKEEmpinf) starker ausgeprégt als bei (FKE
da die Bedingung (FaB) im Unterschied zu (FraB) keine Robustheitsforderung fiir kon-
textuell festgelegte epistemische Standards enthélt. Die Forderung, dass das epistemische
Subjekt X aufgrund seiner mathematischen Fahigkeiten in der Lage sein muss, (gegebe-
nenfalls iiber das kontextuell geforderte anzuzeigende Mafs an Formalisiertheit hinaus)
ein Argument von hinreichender Formalisiertheitsstufe zu produzieren, um die mathe-
matische Gemeinschaft aktuell von der formalen Ableitbarkeit von p in einem geeigneten
mathematischen Axiomensystem zu iiberzeugen, erzeugt eine gewisse kontextiibergrei-
fende Stabilitédt der epistemischen Standards. Dies fiihrt aber nicht zu deren prinzipieller
Invarianz gegeniiber kontextuellen Anderungen: Auch das kollektive Hintergrundwissen
und die kollektiven Hintergrundiiberzeugungen der mathematischen Gemeinschaft blei-
ben mindestens zeitrelativ zum Zuschreibungskontext.

Das Konzept der (robust) ableitungsanzeigenden Beweishandlung erméglicht dariiber
hinaus, diese allgemeineren, kontextuell festgelegten epistemischen Standards an X’ spe-
zielle mathematische Féhigkeiten anzubinden. Hier lasst sich wieder ein Bogen zu der
Diskussion der von Léwe und Miiller konzipierten kontextualistischen Lesart (FKE4) in
Abschnitt 2.3.3 schlagen: Dort wurde die offene Frage formuliert, welches allgemeine Prin-
zip die fir (FKE4) notwendige Kopplung spezifischer mathematischer Fahigkeiten, die
bei unterschiedlichen epistemischen Subjekten mit gleicher Professionsstufe unter Um-
standen unterschiedlich ausgeprigt sein konnen, an kontextuell erforderliche Beweistypen
sichert. (FKEY . .) und (FKER

empinf empinf

sentation vom — in der Terminologie von Lowe und Miiller — kontextuell erforderlichen

) beantworten diese Frage wie folgt: Eine Beweispra-

Typ konstituiert Wissen oder epistemische Rechtfertigung, wenn die zugehorige Beweis-
handlung hinsichtlich X’ spezieller mathematischer Féahigkeiten (robust) ableitungsan-

zeigend ist.

Damit beschliefe ich die Darstellung und Diskussion der Lesarten (FKEglpinf) und
(FKER

empinf) formalisierbarkeitsorientierter Kriterien fiir epistemische Zuschreibungen.
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Schlusswort

Im Folgenden gebe ich abschliefend eine kurze Zusammenfassung der vorgestellten Er-
gebnisse, nehme eine Bewertung der Ergebnisse in Bezug auf die eingangs formulierte
Forschungsfrage (vgl. S. x) meiner Arbeit vor und spreche mogliche Konsequenzen und

offengebliebene Fragen an.

Zusammenfassung der wichtigsten Ergebnisse In der hier vorgelegten Arbeit habe ich
zundchst den methodologischen Hintergrund einer an der Mathematik als einer wissen-
schaftlichen Prazis orientierten Philosophie und insbesondere Erkenntnistheorie genauer
bestimmt und, soweit moglich, argumentativ gefestigt. Das Ergebnis der methodologi-
schen Uberlegungen ist der in Kapitel 1, Abschnitt 1.3 vorgestellte, aus wissenschafts-
philosophischer Sicht moderat normative Ansatz einer sozio-empirisch informierten Er-
kenntnistheorie der Mathematik, der nach dem iterativen Drei-Schritte-Programm DSP
vorgeht und philosophisch-analytische Uberlegungen und sozio-empirischer Ergebnisse
zum Wissens- und Rechtfertigungsbegriff in der Mathematik zusammenfiihrt. Die Grund-
struktur von DSP lésst sich dabei als Spezialfall eines universellen Arbeitprogramms einer
empirisch informierten ,Philosophie von X verstehen, welches der klassischen ,Philo-
sophie von X*, den empirischen Fachwissenschaften und der allgemeinen philosophisch-
analytischen Modellbildung ihre jeweilige Rolle im Forschungsprozess zuweist. Eine argu-
mentative Begriindung dieses Ansatzes (vgl. neben 1.3 auch 1.4) erwies sich zumindest
flir den speziellen Fall einer sozio-empirisch informierten Analyse der Relevanz forma-
lisierbarer mathematischer Beweise fiir das Vorliegen beweisbasierten mathematischen
Wissens oder beweisbasierter mathematischer Rechtfertigung als moglich und auch plau-
sibel. Die Basis dieser Begriindung ist die Einbettung erkenntnistheoretischer Fragen in
eine umfassende Wissenschaftsphilosophie der Mathematik (vgl. 1.3.1).

Als Anwendung des so bestimmten sozio-empirisch informierten Ansatzes habe ich an-
schliefsend formalisierbarkeitsorientierte Kriterien fiir epistemische Zuschreibungen des
Typs (FKE) (vgl. Abschnitt 2.1) untersucht. Dabei wurde die in Kapitel 2 erarbeite-
te theoretische Analyse eines erkenntnistheoretischen Spektrums moglicher Lesarten der

Analyse zweier empirischer Studien (Kapitel 3 und 4) zu epistemischen Zuschreibun-
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gen in der mathematischen Praxis gegeniibergestellt (vgl. Abschnitt 5.1). Als Haupter-
gebnis dieser Untersuchung habe ich in Abschnitt 5.2 zwei sozio-empirisch informierte
Lesarten von (FKE) vorgestellt: Das Kriterium (FKEXxlpmf
gmpinf) fiir das Vorliegen mathematischer

Rechtfertigung. Diese beiden Kriterien verbinden ein funktionalistisches Verstédndnis ma-

) fiir das Vorliegen mathe-

matischen Wissens und das Kriterium (FKE

thematischer Beweise als Ableitungsanzeiger im Sinne von Azzouni (vgl. Abschnitt 2.3.5)
mit einer kontextualistischen, unter Einbeziehung der mathematischen Féhigkeiten des
epistemischen Subjektes modalisierten Lesart von (FKE) und werden so den empirisch
gefundenen Charakteristika akzeptabler mathematischer Beweise (vgl. Abschnitt 4.3),
insbesondere ihrer prinzipiellen Fallibilitdt, gerecht. Eine wichtige Konsequenz ist die
veranderte Betrachtungsweise der Natur von mathematischen Beweisen: Nicht Beweise
als rein sprachliche Entitédten, also sprachlich verfasste Argumente, stellen Griinde im
Sinne epistemischer Rechtfertigung dar, sondern Beweishandlungen. Fine weitere Kon-
sequenz des durch (FKEgminf) induzierten Begriffs falliblen mathematischen Wissens,
welches aber nicht nur in reinem Wissen-dass, sondern auch in Wissen-warum besteht,
ist die Aufwertung von mathematischem Verstédndnis vor absoluter Gewissheit als pri-

marem Erkenntnisziel mathematischer Praxis.

Bewertung der Ergebnisse und Bezug auf die zentrale Fragestellung der Arbeit In
der konkreten Anwendung zeigt sich, dass DSP fruchtbare Ergebnisse liefert, die sowohl
den philosophischen Intuitionen als auch der mathematischen Praxis gerecht werden.
Die Ausgangsfrage der Arbeit lasst sich aufgrund dieser Ergebnisse positiv beantworten:
In der Tat ist eine Konzeption des formalisierbaren Beweises wesentlich fiir das phi-
losophische Versténdnis mathematischen Wissens und mathematischer Rechtfertigung,
némlich die durch die Bedingungen (FaB) und (FraB) (vgl. S 235) von (FKEZlemf) und
(FKE?mpinf) erzeugte Spezifikation von ,formalisierbarer Beweis“ als ableitungsanzeigen-
de bzw. robust ableitungsanzeigende Beweishandlung (vgl. S. 240).

Die Ergebnisse dieser Arbeit sind insgesamt nicht mehr mit dem klassischen Bild von
Mathematik als einer wissenschaftlichen Disziplin, die infallibles Wissen durch formale
Beweismethoden erzeugt, vereinbar. Dies betrifft insbesondere den vermeintlichen episte-
mischen Sonderstatus von Mathematik: (FKEXaninf) und (FKEgmpinf) liefern ein erkennt-
nistheoretisches Modell, in dessen Rahmen eine gewisse epistemische Sonderstellung der
Mathematik zwar immer noch identifizierbar und erklérbar ist (vgl. Abschnitt 4.3). Ge-
rade mathematische Rechtfertigung durch Beweise unterscheidet sich jedoch hinsichtlich
ihrer Fallibilitdt und Kontextabhéngigkeit nur graduell von anderen Arten epistemischer

Rechtfertigung; eine auf ihrer Infallibilitit beruhende Begriindung eines epistemischen
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Sonderstatus der Mathematik ist damit nicht mehr moglich. Die vorgeschlagene Analyse
lasst sich hingegen fruchtbar an Theorien mathematischen Wissens, wie sie zur Zeit in der
Literatur zur Philosophie der mathematischen Praxis diskutiert werden, anbinden, liefert
diesbeziiglich notwendige Verfeinerungen und Ergédnzungen und zeigt Querverbindungen

zwischen bislang unabhéngig voneinander formulierten Ansétzen auf.

Offene Fragen FEinige Fragen, die sich im Laufe der Arbeit aufgetan haben oder sich
nun auf deren Grundlage anschliefsen, miissen an dieser Stelle offen bleiben; sie lie-
fern Ansatzpunkte fiir weiterfiihrende Untersuchungen. Ganz allgemein fallt darunter
die Durchfithrung weiterer sozio-empirischer Studien zu mathematischen Praxis, um die
hier vorgestellten empirischen Ergebnisse zu priifen und zu vertiefen. Hier wére als erstes
die weiterfiihrende Analyse der von mir bereits erhobenen Daten, etwa in Form einer
Transkription und Auswertung der restlichen Interviewsequenzen, einer unabhéngigen
statistischen Analyse der Umfragedaten zum Vergleich mit den Ergebnissen der Cluster-
analyse oder einer gekoppelten Clusteranalyse aller vier Fragebogenszenarien zu nennen.

Im Zusammenhang mit der Frage nach dem epistemischen Sonderstatus der Mathema-
tik wiren nun insbesondere die Ahnlichkeiten zwischen Konzeptionen naturwissenschaft-
licher Rechtfertigung und naturwissenschaftlichen Wissens und dem von (FKEganinf)
und (FKESmpinf) induzierten Wissens- und Rechtfertigungsbegriff zu untersuchen. Hier
deuten sich etwa Parallelen mit wissenschaftsphilosophischen Analysen der Dynamik na-
turwissenschaftlichen Wissens an.?®® Auch ein genauerer Vergleich des hier vorgestellten
Konzepts von mathematischem Wissen-warum und verschiedenen theoretischen Modellen
der mathematischen Erklarung steht noch aus.

Ausgehend von den in (FKEXleinf) und (FKE?mpinf) eingeflossenen empirischen Re-
sultaten zu mathematischen Fahigkeiten ist zudem, etwa in Anlehnung an das in den
Abschnitten 2.3.3 und 5.1.2 (S. 221) angesprochene allgemeine Dreyfus-Dreyfus-Modell,
ein genaueres Modell professioneller mathematischer Féahigkeiten und Professionsstufen
auszuarbeiten. Dabei stellen sich erneut die im Rahmen dieser Arbeit nur provisorisch
beantworteten Fragen zum Verhéltnis von abstrakten Professionsstufen und subjekt-
spezifischen bzw. fiir ein mathematisches Teilgebiet spezifischen mathematischen Fahig-
keiten: Welche Professionsstufen sind fiir die Mathematik sinnvoll, und welche mathe-
matischen Fahigkeiten sind fiir die jeweilige Stufe je nach mathematischem Spezialgebiet
besonders charakteristisch? Ist ,die“ Professionsstufe eines einzelnen praktizierenden Ma-
thematikers in Bezug auf ein mathematisches Spezialgebiet eindeutig bestimmbar? Wie

unterscheiden sich die spezifischen mathematischen Fahigkeiten eines eher geometrisch

500yg]. etwa Rouse [115].
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denkenden und arbeitenden Mathematikers im Unterschied zu einem eher algebraisch ar-
beitenden in Bezug auf ein und dasselbe Spezialgebiet, und welche Auswirkungen haben
diese Unterschiede auf das Erreichen besimmter Professionsstufen? Gibt es universel-
le mathematische Fahigkeiten, die unabhéngig von bestimmten gelernten und gelehrten
mathematischen Praktiken sind? Gibt es mathematische Fahigkeiten, die als spezifische
Formalisierungsfahigkeiten angesehen werden kénnen?

Bei der Beantwortung dieser spezielleren Fragen zu mathematischen Fahigkeiten sind
iiber den methodischen und methodologischen Rahmen dieser Arbeit hinaus auch ko-
gnitionswissenschaftliche, psychologische und didaktische Analysen, etwa zu Internalisie-
rungsprozessen formaler Beweisregeln, hilfreich, wenn nicht sogar vonnéten. Ein grund-
legendes Anschlussprojekt besteht daher darin, den vorgestellten sozio-empirisch infor-
mierten Ansatz einer Erkenntnistheorie der Mathematik zu einem empirisch informierten
Ansatz auszuweiten, der Ergebnisse unterschiedlicher empirischer Fachwissenschaften be-

riicksichtigen kann.
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Anhang

Der nachfolgende Anhang gliedert sich in drei Teile. Der Fragebogen zur in Kapitel 3
vorgestellten Umfragestudie ist in Anhang A abgedruckt. Dabei handelt es sich um ein
aus der Webseite des Online-Fragebogens erzeugtes Dokument; die Bildschirmabfolge der
Online-Version sowie die Funktionsweise sogenannter verzweigter Fragen, die nur gestellt
wurden, wenn ein Umfrageteilnehmer eine vorangegangene Frage in einer bestimmten
Weise beantwortet hatte, sind darin nur durch schriftliche Hinweise (,,Bildschirmwechsel*
und ,optional”) angedeutet.

Anhang B enthélt die quantitativen Daten zum gesamten Fragebogen, sowie eine
vollstandige Auflistung aller Freitextkommentare. Quantitative Daten zur Auswertung
der einzelnen Multiple-Choice-Fragen sind tabellarisch mit Prozentangaben dargestellt.

01 der jeweiligen Teilnehmer zugeordnet.

Die Freitextkommentare sind den ID-Nummern
Nummern von Teilnehmern, die bei einer Freitextfrage keinen Kommentar abgegeben
haben, tauchen in der jeweiligen Liste nicht auf. Die Auswertung wurde von der fiir den
Online-Fragebogen verwendeten Software erstellt und enthélt auch statistische Angaben.
Letztere spielen allerdings fiir die Clusteranalyse, die ich in Kapitel 3 dargestellt habe,
keine Rolle. Die rein quantitative automatische Umfrageauswertung wurde fiir die in Ab-
schnitt 3.1 beschriebene Stichprobe aus 76 Teilnehmern erstellt, die auch den in Abschnitt
3.2.1 angegebenen quantitativen Ergebnissen aus Fragebogenteil II zugrunde liegt. Die
Stichproben zu den vier Clusteranalysen der Daten aus Fragebogenteil IIT (Abschnitt
3.2.2) weichen dagegen, wie in 3.1 angesprochen, leicht davon ab.

Anhang C besteht aus den anonymisierten Teiltranskriptionen der Interviews, die ich
im Rahmen der in Kapitel 4 diskutierten Interviewstudie durchgefiihrt habe. Diese Tran-
skriptionen geben den Wortlaut meiner Interviewpartner exakt wieder, d.h. auf jede Art
von sprachlicher Korrektur wurde hier verzichtet. Die von mir gestellten Fragen (ge-
kennzeichnet durch ,EMH*) habe ich sprachlich allerdings leicht nachbearbeitet, um eine
bessere Lesbarkeit zu gewéhrleisten. Bei der Transkription wurde die Standardortho-

graphie des Englischen verwendet. Die Transkripte starten jeweils mit den Fragen und

501Der Fragebogen wurde anonym ausgewertet, die ID-Nummer entspricht der laufenden Nummer
hinsichtlich der Eingangsreihenfolge der abgesendeten Fragebogen.
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Antworten nach dem Durchlauf des reinen Fragebogenteils,*? da die Interviewpartner
in diesem Teil aufer ihren Antworten auf die Fragebogenfragen keine Kommentare abge-
geben haben. Referenzen auf bestimmte Antwortcluster zur Schliisselszene von Szenario

1 beziehen sich auf die entsprechende Clusteranalyse in Kapitel 3, Seite 96 ff.

502yg]. den Interviewleitfaden in Abschnitt 4.1.
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Anhang A: Fragebogen zur Umfragestudie ,,The concept
of knowledge in mathematical practice*

Part | (personal data)
Sex
OFemale O Male

Age
Obelow 25 0O26-30 0O31-35 0O36-45 0O 45-65 O 66 and up

Highest academic degree (in any subject, including mathematics)
Onone O bachelor (or equivalent) O masters (or equivalent) O doctoral (or equivalent)

Highest academic degree received in mathematics
Onone OB.A. (or equivalent) OM.Sc. (or equivalent) O Ph.D. (or equivalent)

Highest academic degree in mathematics received from institution in which country?

Are you currently a student?

Oyes Ono

Are you an undergraduate or a graduate student?
O undergraduate O graduate

Do you have any teaching experience in mathematics?

Oyes Ono

How many years of teaching experience in mathematics do you have
- altogether?
- at university level?

Do you have any academic research experience in mathematics?

Oyes Ono

How many years of mathematical research experience do you have?
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Part Il (on the abstract concepts of mathematical knowledge and proof)

Who knows best what mathematical knowledge is?
(more than one choice possible)

[ mathematicians

[ philosophers

[ psychologists

[ other

Who can judge best whether a certain person has mathematical knowledge?
(more than one choice possible)

[ mathematicians

[ philosophers

[ psychologists

[ other

[Bildschirmwechsel]

(optional) Y ou stated that, besides or instead of mathematicians, philosophers or
psychologists, others know best what mathematical knowledge is.

Specify your answer if you like:

Who else knows best what mathematical knowledge is?

[Bildschirmwechsel]

(optional) You stated that, besides or instead of mathematicians, philosophers or
psychologists, others can judge best whether a certain person has mathematical
knowledge.

Specify your answer if you like:

Who else can judge best whether a certain person has mathematical knowledge?

[Bildschirmwechsel]

Is mathematical knowledge objective?

Oyes Ono

Does mathematical knowledge exist independently from whether human beings have mathematical
knowledge or not?

Oyes Ono

Does mathematical truth exist independently from human beings?

Oyes Ono
[Bildschirmwechsel]
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Please select to which degree you accept the following statement:

"One can define precisely what a mathematical proof is."
O strongly agree Oagree O disagree O strongly disagree

[Bildschirmwechsel]

(optional) You stated that one can precisely define what a mathematical proof is.
How would you define "'mathematical proof' ?

[Bildschirmwechsel]

(optional) You stated that one cannot precisely define what a mathematical proof is.

What are the reasons for this undefinability?

[Bildschirmwechsel]
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Part lll (use of knowledge attributions in different scenarios)

Scenario 1

John is a graduate student, and Jane Jones, a world famous expert on holomorphic functions, is his
supervisor. One evening, John is working on the Jones conjecture and seems to have made a break-
through. He produces scribbled notes on yellow sheets of paper and convinces himself that these
notes constitute a proof of his theorem.

Does John know that the Jones conjecture is true?
Oyes Oalmost surely yes O almost surelyno Ono O can't tell

[Bildschirmwechsel]

The next day, John has an appointment with professor Jones and presents the proof in detail on the
blackboard. Jones is quite enthusiastic about it, and tells him that she needs to think about the
proof for a few hours.

Does John know that the Jones conjecture is true?
Oyes Oalmost surely yes O almost surelyno Ono O can't tell

[Bildschirmwechsel]

A couple of hours later, professor Jones writes an email that reads: "Dear John, there was an error in
your lemma, but [ know how to fix it, and the rest of your proofis fine."

Does John know that the Jones conjecture is true?
Oyes Oalmost surely yes O almost surelyno Ono O can't tell

[Bildschirmwechsel]

Two days later, the two meet again. Professor Jones gives the details of how to fix the lemma on the
blackboard. Both are now convinced that they jointly proved the Jones conjecture.

Does John know that the Jones conjecture is true?
Oyes Oalmost surely yes O almost surelyno Ono O can't tell

[Bildschirmwechsel]
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Six weeks later, John has typed all of the details of the proof, and they submit the paper to a
mathematics journal of high reputation.

Does John know that the Jones conjecture is true?
Oyes Oalmost surely yes O almost surely no Ono O can't tell

[Bildschirmwechsel]

Eighteen months later, the editor accepts the paper for publication, based on a positive referee
report.

Does John know that the Jones conjecture is true?
Oyes Oalmost surely yes O almost surely no Ono O can't tell

[Bildschirmwechsel]

After his Ph.D., John continues his mathematical career. Five years after the paper was published,
he listens to a talk on anti-Jones functions. That evening, he discovers that based on these functions,
one can construct a counterexample to the Jones conjecture. He is shocked, and so is professor
Jones.

Does John know that the Jones conjecture is false?
Oyes Oalmost surely yes O almost surely no Ono O can't tell

Did John know that the Jones conjecture was true on the morning before the talk?
Oyes Oalmost surely yes O almost surely no Ono O can't tell

[Bildschirmwechsel]

Do you have any comments on scenario 1?
[Bildschirmwechsel]

Scenario 2

One evening, the mathematician Bob Brown has an idea of how to calculate an explicit formula for
a certain quantity and thereby finish a proof of some theorem he is currently working on.The idea is
given to him by a picture.

Bob translates the picture into an algebraic equation and tries to work out an algebraic proof. After
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spending the whole night on it, he finishes his proof. The resulting formula can even

be reinterpreted following the line of thought from Bobs first visual idea, so he is perfectly
convinced that he has found the right formula and proved his theorem.

In the afternoon of the next day, Bob gives a talk to his colleagues about his proof. Because time is
short, his audience cannot check the details of the algebraic proof he worked out over night, so Bob
draws the picture displaying his guiding idea on the blackboard, and starts building up the the main
parts of his proof by referring to the picture.

Does Bob know that his theorem is true?
Oyes Oalmost surely yes O almost surely no Ono O can't tell

[Bildschirmwechsel]

After some minutes, Jim Miles, a member of the audience, lifts his hand and tells Bob that
there might be something conceptually wrong in the picture.

Does Bob know that his theorem is true?
Oyes Oalmost surely yes O almost surely no Ono O can't tell

[Bildschirmwechsel]
Bob insists in the correctness of his picture.

Does Bob know that his theorem is true?
Oyes Oalmost surely yes O almost surely no Ono O can't tell

[Bildschirmwechsel]

Jim specifies the point where an incoherence between the picture and Bob's algebraic translation of
it occurs, and Bob suddenly recognizes his mistake.

Does Bob know that his theorem is true?
Oyes Oalmost surely yes O almost surely no Ono O can't tell

[Bildschirmwechsel]
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Bob meditates for a few minutes on how to fix his mistake, and then slightly modifies his picture.
The new version fits with his equations. Because he only has to modify the picture, his correction
does not change anything inside the algebraic proof. The change in the picture itself does not
change the line of thought but is rather technical.

Does Bob know that his theorem is true?
Oyes Oalmost surely yes O almost surelyno Ono O can't tell

Did Bob know that his theorem was true before he recognized his mistake?
Oyes Oalmost surely yes O almost surelyno Ono O can't tell

[Bildschirmwechsel]

Do you have any comments on scenario 2?

[Bildschirmwechsel]

Scenario 3

Tom Jenkins is a student of mathematics and has to pass an oral exam at the end of the algebra
lecture held by his professor Robin Smith. Tom did some oral exams before, so he is not too
nervous, and is able to pay concentrated attention to the professor's questions during the whole
exam.

At some point of the exam, Smith asks Tom for the proof of a certain algebraic theorem T1. The
proof consists mainly of a tricky application of the fundamental theorem on homomorphisms and
was conducted in one lecture on the blackboard. Tom is able to give a rather technical, but
absolutely correct step-by-step proof in full detail.

Does Tom know that T1 is true?
Oyes Oalmost surely yes O almost surely no Ono O can't tell

[Bildschirmwechsel]

The exam continues with some questions about definitions, and after some minutes Smith asks Tom
to explain why the general idea of how to apply the fundamental theorem on homomorphisms in the
proof of the former theorem is also fruitful to prove a second algebraic theorem T2. Tom
completely fails in his answer.
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Does Tom know that the second theorem T2 is true?
Oyes Oalmost surely yes O almost surelyno Ono O can't tell

Does Tom know that the first theorem T1 is true?
Oyes Oalmost surely yes O almost surelyno Ono O can't tell

[Bildschirmwechsel]

Did Tom know that the first theorem T1 was true before he failed in answering Professor Smith's
last question correctly?

Oyes Oalmost surely yes O almost surely no Ono O can't tell

[Bildschirmwechsel]

Smith asks Tom to formulate the general idea behind the proof of the first theorem T1. Tom fails in
his answer.

Does Tom know that the first theorem T1 is true?

Oyes Oalmost surely yes O almost surelyno Ono O can't tell

[Bildschirmwechsel]

Smith explains the idea for the proof of T1 to Tom. Tom understands and is now able to sketch the
proof for T2 using the general idea from the proof of T1.

Does Tom know that the second theorem T2 is true?
Oyes Oalmost surely yes O almost surelyno Ono O can't tell

Does Tom know that the first theorem T1 is true?
Oyes Oalmost surely yes O almost surely no Ono O can't tell

[Bildschirmwechsel]

Do you have any comments on Scenario 3?

[Bildschirmwechsel]
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Scenario 4

Professor Martin Mates, one of the world's most famous mathematicians, has been working on the
Mates conjecture for 15 years. He has proved his conjecture in many special cases, and also many
technical lemmas for the general case, but a full proof for the general case is still not in sight. Then,
shortly after his 60th birthday, suddenly the idea hits him of how to combine all his former results
and prove his conjecture in the general case.

After he has thought about it for a while, he is able to give a highly informal and sketchy version of
a proof from his idea and is completely sure that it will work, but he also recognizes that it would
take him one or two years to work everything out in a correct way. He knows that he is suffering
from a serious heart disease and has only a few months left to live, so he will not be able to finish
this task.

Does Martin Mates know that the Mates conjecture is true?
Ovyes Oalmost surely yes O almost surelyno Ono O can't tell

[Bildschirmwechsel]

Mates gives a couple of talks on mathematical conferences of high reputation and convinces his
colleagues that his idea will be successful. Other mathematicians start working out his idea in detail.
Half a year later, Mates dies. Five years later, his successors finally end up with a correctly worked
out version of a proof for the Mates conjecture.

Did Martin Mates know that the Mates conjecture was true?
Oyes Oalmost surely yes O almost surelyno Ono O can't tell

[Bildschirmwechsel]

Do you have any comments on scenario 4?

[Bildschirmwechsel]
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Part IV (on mathematical beauty)

Please select to which degree you accept the following statement:
"Mathematical beauty is objective."

O strongly agree Oagree O disagree O strongly disagree

Please select to which degree you accept the following statement:
"Mathematicians can see mathematical beauty without checking correctness or truth."

O strongly agree Oagree O disagree O strongly disagree

[Bildschirmwechsel]

Please select either 'yves' or 'no' for every possibility:

Mathematical beauty can be a feature of
yes no

mathematical
O O
theorems

mathematical proofs O O
mathematical theories O O
other O O

[Bildschirmwechsel]

(optional) Specify your last answer if you like:

What else can mathematical beauty be a feature of, besides or instead of mathematical theorems,
proofs, or theories?

[Bildschirmwechsel]

Do you agree that if a mathematical theorem is beautiful, it must be true?
O strongly agree Oagree O mostly agree O mostly disagree O disagree O strongly disagree

[Bildschirmwechsel]

Do you agree that if a mathematical proof'is beautiful, it must be correct?
O strongly agree O agree O mostly agree O mostly disagree O disagree O strongly disagree
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[Bildschirmwechsel]

What can be beautiful about mathematical theories?
(more than one choice possible)

[ consistency of the axioms

[ coherence of the theorems

[ clarity

[ explanatory power

U other

[Bildschirmwechsel]
(optional) Specify your last answer if you like:

What else can be beautiful about mathematical theories, besides or instead of
the consistency of the axioms, coherence of the theorems, clarity, or explanatory power?
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Anhang B: Quantitative Daten und Freitextkommentare
zur Umfragestudie

ipf 2 target group
Type: Executive Summary Report
Date: 10/31/2006

Total number of responses collected: 76

QSex: Sex

(Respondents could only choose a single response)

Response 20% 40% 60% 80% 100% Frequency Count

Female 5.3% 4
Male 94.7% 72
Mean 1.947

Valid Responses 76
Total Responses 76

QAge: Age
(Respondents could only choose a single response)

Response 20% 40% 60% 80% 100% Frequency Count

below 25 14.5% 11
26-30 25.0% 19
31-35 9.2% 7
36-45 21.1% 16
46-65 28.9% 22
66 and up 1.3% 1
Mean 3.289

Valid Responses 76
Total Responses 76
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Qdeg: Highest academic degree (in any subject, including mathematics)

(Respondents could only choose a single response)

Response 20% 40% 60% 80% 100% Frequency Count
none 6.6% 5
bachelor (or equivalent) 9.2% 7
masters (or equivalent) 31.6% 24
doctoral (or equivalent) 52.6% 40
Mean 3.303

Valid Responses 76
Total Responses 76

Qdegmaths: Highest academic degree received in mathematics

(Respondents could only choose a single response)

Response 20% 40% 60% 80% 100% Frequency Count
none 21.1% 16
B.A. (or equivalent) 13.2% 10
M.Sc. (or equivalent) 19.7% 15
Ph.D. (or equivalent) 46.1% 35
Mean 2.908

Valid Responses 76
Total Responses 76

Qdegcountry: Highest academic degree in mathematics received from institution in which country?

(Respondents could only choose a single response)

Response 20% 40% 60% 80% 100% Frequency Count
Australia 1.7% 1
Austria 1.7% 1
Belgium 3.4% 2
Brazil 1.7% 1
Canada 1.7% 1
France 5.1% 3
Germany 44.1% 26
Hungary 1.7% 1
Israel 1.7% 1
Netherlands 3.4% 2
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Switzerland 6.8% 4
United Kingdom

8.5% 5
United States 18.6% 11
Not Answered 1

Mean 118.288
Valid Responses 59
Total Responses 60

Qstudent: Are you currently a student?

(Respondents could only choose a single response)

Response 20% 40% 60% 80% 100% Frequency Count

yes 26.3% 20
no 73.7% 56
Mean 1.737

Valid Responses 76
Total Responses 76

Qgradundergrad: Are you an undergraduate or a graduate student?

(Respondents could only choose a single response)

Response 20% 40% 60% 80% 100% Frequency Count

undergraduate 28.6% 6

graduate 71.4% 15

Not Answered 2
Mean 1.714

Valid Responses 21
Total Responses 23
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Qteachingexp: Do you have any teaching experience in mathematics?

(Respondents could only choose a single response)

Response 20% 40% 60% 80% 100% Frequency Count

yes 88.2% 67
no 11.8% 9
Mean 1.118

Valid Responses 76
Total Responses 76

Qyearsofteaching 1 (altogether?): How many years of teaching experience in
mathematics do you have?

(Respondents were limited to brief text responses)

Response 20% 40% 60% 80% 100% Frequency Count
1 12.3% 8
10 7.7% 5
15 3.1% 2
2 10.8% 7
20 4.6% 3
3 12.3% 8
4 4.6% 3
5 4.6% 3
7 4.6% 3
Other Responses 35.4% 23

Valid Responses 65
Total Responses 65
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Qyearsofteaching 2 (at university level?): How many years of teaching experience in mathematics
do you have?

(Respondents were limited to brief text responses)

Response 20% 40% 60% 80% 100% Frequency Count
0 11.9% 8
1 10.4% 7
10 3.0% 2
2 13.4% 9
20 4.5% 3
24 3.0% 2
3 7.5% 5
4 7.5% 5
5 3.0% 2
6 4.5% 3
7 4.5% 3
yes 3.0% 2
Other Responses 23.9% 16
Valid Responses 67

[o)
~

Total Responses

Qresearchexp: Do you have any academic research experience in mathematics?

(Respondents could only choose a single response)

Response 20% 40% 60% 80% 100% Frequency Count

yes 71.1% 54
no 28.9% 22
Mean 1.289

Valid Responses 76
Total Responses 76
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Qyearsofresearch 1 : How many years of mathematical research experience do you have?

(Respondents were limited to brief text responses)

Response 20% 40% 60% 80% 100% Frequency Count
1 9.3% 5
15 3.7% 2
16 3.7% 2
2 7.4% 4
20 5.6% 3
3 18.5% 10
35 3.7% 2
4 11.1% 6
7 3.7% 2
8 3.7% 2
9 3.7% 2
Other Responses 25.9% 14

Valid Responses 54
Total Responses 54

Qwhoknowsmathknowl: Who knows best what mathematical knowledge is?
(more than one choice possible)

(Respondents were allowed to choose multiple responses)

Response 20% 40% 60% 80% 100% Frequency Count
mathematicians 98.7% 75
philosophers 13.2% 10
psychologists 0.0% 0
other 2.6%

Valid Responses 75
Total Responses 75
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Qwhoknowsifhasmathknowl: Who can judge best whether a certain person has
mathematical knowledge?
(more than one choice possible)

(Respondents were allowed to choose multiple responses)

Response 20% 40% 60% 80% 100% Frequency Count
mathematicians 97.4% 74
philosophers 1.3%
psychologists 5.3%

other 3.9% 3

Valid Responses 75
Total Responses 75

Qotherspecl: You stated that, besides or instead of mathematicians, philosophers or psychologists,
others know best what mathematical knowledge is. Specify your answer if you like:
Who else knows best what mathematical knowledge is?

0 ID Response

[0 38 mathematical HISTORIANSs

[J 53 physicits, chenists, engineers
Valid Responses 2
Total Responses 76

Qotherspec2: You stated that, besides or instead of mathematicians, philosophers or
psychologists, others can judge best whether a certain person has mathematical
knowledge. Specify your answer if you like:

Who else can judge best whether a certain person has mathematical knowledge?
[J ID Response

[ 48 IMO anybody who asks the right questions can find out about math knowledge of a
specific person.

] 53 physicists, chemists, engineers

Others who have appropriate mathematical knowledge. Who such are will depend on the
L] 55 o
level of knowledge being judged.

Valid Responses 3
Total Responses 76
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Qmathknowlobjective: Is mathematical knowledge objective?

(Respondents could only choose a single response)

Response 20% 40% 60% 80% 100% Frequency Count

yes 82.4% 61
no 17.6% 13
Mean 1.176

Valid Responses 74
Total Responses 74

Qmathknowlexistind: Does mathematical knowledge exist independently from whether human
beings have mathematical knowledge or not?

(Respondents could only choose a single response)

Response 20% 40% 60% 80% 100% Frequency Count

yes 56.8% 42
no 43.2% 32
Mean 1.432

Valid Responses 74
Total Responses 74

Qmathtruthexistind: Does mathematical truth exist independently from human beings?

(Respondents could only choose a single response)

Response 20% 40% 60% 80% 100% Frequency Count

yes 78.4% 58
no 21.6% 16
Mean 1.216

Valid Responses 74
Total Responses 74
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Qdefinemathproof: Please select to which degree you accept the following statement:
"One can define precisely what a mathematical proof is."

(Respondents could only choose a single response)

Response 20% 40% 60% 80% 100% Frequency Count
strongly agree 28.4% 21
agree 60.8% 45
disagree 9.5% 7
strongly disagree 1.4% 1
Mean 1.838

Valid Responses 74
Total Responses 74

Qdefineess: You stated that one can precisely define what a mathematical proof is.
How would you define 'mathematical proof' ?

[0 ID Response

0 2 Derive the truth of a given statement as a whole from the basic axiomes or using already
proved theorems.

This textfield is too short and you said the test will take only 15 Minutes. So look at
Goedel and ask some people working in logic.

[

A mathematical proof of a statement S is a finite chain of implications A 0 =>A 1=> ...
5 =>A n=S§, all of which are known to be true, and of which the first statement A 0 is also
known to be true.

Syntactically. See any textbook on logic, it doesn't fit into three lines.
A sequence of efficiently verifiable statements (as in Hilberts calculus).
0

A logically consistent derivation of a theorem from a set of premises, using statements
9 known to be true as an aid. This does not neccessarily mean that everything is shown in
full detail, since some points may be simple enough to just state them.

10 logicaly deducing a mathematical statement from axioms
11 A sequence of valid implications inside an axiomatic system.

A mathematical proof is a sequence of true propositions that ends with the proposition that

12 was to be proven.

15 A series of symbol-manipulation in based upon Axioms and the logic rules.

a proof of a statement is a sequence of allowed actions in the language of logic which

17 . . . .
begins with a set of axioms and ends with the statement

OO0 00400 o ooogo o

18 A proof of a theorem is a finite sequence of claims, each claim being derived logically
from the previous claims, as well as theorems whose truth has been already established.
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The last claim in the sequence is the statement of the theorem, or a statement that clearly
implies the theorem (or not).

To derive an assertion from the assumptions by logical conclusions

A finite sequence of statements following logically from each other, that begin with a
given set of axioms and have the statement to be proved as a conclusion. In actual
mathematical practice, this sequence tends to be shortened and written in some human
language rather than pure symbolic logic, so the only difficulty that may arise in defining
what a "real-life" mathematical proofis, is to decide what constitutes an acceptable
abbreviation of the hypothetical, full-length logical proof.

A amthematical proof shows the right conclusion using some axoms.
logical deduktion

A sequence (not necessarily linearly ordered) of statements logically connected to each
other and leading from a set of axioms to the statement being proved. I have heard that in
the subject of mathematical logic, this can be made more precise, in such a way that certain
proofs can be verified (or verified up to some probability) by computer.

a sequence of conclusion, starting from some (generally accepted) axioms and ending in
the statement to prove

An argument starting from some premises, following beforeagreed logical rules, leading to
the theorem to be proven as conclusion.

Formally: from a given set of deductive rules, and a set of axioms, a sequence of
statements (machine-verifiable in the correctness of application of the rules), starting with
hypothesis and ending with conclusion. Ideally, anyway.

a sequence of propositions, each one either an axiom, or else logically deduced from
previous ones.

It's a chain of logical deduction, which finaly lead to a knowen, true assertion.
nobody laughs
http://de.wikipedia.org/wiki/Ableitung_(Logik)

A precise definition is too long to fit into this form; instead please refer to some standard
textbook on formal mathematics.

I would defined a proof fundamentally as argument that convinces mathematicians, less
fundmentally as an argument that can be formalised and proven mechanically.

That's what mathematical proof theory is about. A string of admissible conlusions leading
from accepted axioms to the conlusion.

sequence of logical steps checked and deemed valid by a sufficiently high number of
people.

Strong connected chain of logical arguments
A derivation of a proposition from other proposition using pure logic only.

axioms derivation
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As a valid reasoning within a certain predefined Univers de Discours.

short form of a formal proof

Not enough space here

based on axiomes, using a set of predefined logical rules, verify a statement

A mathematical proof is an explantion of reason a statment is correct that is sufficiently
complete to satisfy other mathematicians.

A convincing argument that instills belief that it is possible to construct a sequence of
formal logical steps leading from generally accepted axioms to the given assertion.

roughly: a rigorous construction of a desired conclusion from explicitly assumed premises,
established through a sequence of intermediate statements whose cumulative logical
validity depends purely on inassailable reasoning without recourse to external sources of
information, experiment, or authority.

A sequence of logical steps starting from an axiomatic base or an already proven theorem,
leading to the theorem to prove. If some steps are non-elemental, they can be shown to
reduce to elemental steps.

A series of transformation of chains of symbols according to certain rules.

basically a sequence of statements satisfying some formal conditions terminating with the
thing to prove (details would be too long), practically some abbreviation of that sufficient
to convince math. people of the theoretical existence of that

First, it is a proof of some well-defined proposition P, starting from some clear-cut
hypotheses H. It consists of a series of logical steps leading up to P, each of which is
clearly justified by H or the preceding steps. H may be a very large set of hypotheses (eg
standard algebraic geometry), and thus the proof may be difficult or impossible for some to
follow right away, but in principle it should be within reach of anyone with enough time
and interest.

argument sufficiently detailed to convince experts

An explanation of how the thesis is a logical consequence of the hypotheses, which can be
explicit or not (axioms).

I did not say I have a definition at hand. My meaning of "one can define" is that with ajoint
effort and discussion we could arrive at a definition acceptable for most mathematicians,
and my basis of thinking so is that in practice we can typically agree whether a certain
argument is or is not a proof.

a sequence of statement that give you logical certainty of a previous statement which we
then call theorem

a mathematical proof is a sequence of transitions between words in a formal language. the
proposition and the initial conditions must be given in this formal language

a complete logical chain based on well established facts, themselves (normally) competely
justified in a similar way at a lower level.
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1 75

L1 76

L1 77

That's a hard question. A mathematical proof is to argue in a way, that mathematicians
agree to bee a proof.

A finite sequence of sentences, each of which is either an assumption (possibly to be
discharged) or derived from some previous sentences. The rules of derivation corespond to
some basic assumptions about logic, and the meaning of certain words.

We can choose a particular calculus (e.g. natural deduction) to define what a (correct)
mathematical proof is: applications of inference rules, obeying certain restrictions. If a yet
more formal definition is needed, we can use a theorem prover (e.g. Isabelle, Coq, ...),
which represents proofs as a data structure in computer memory. Of course these
representations are rather far from what is usually labeled a "proof" in mathematical
textbooks.

A sequence of statements, of which the first is the hypothesis and the last is the proposition
to prove, such that each statement follows from a former one using some rule of inference.

What a proof is depends on the logical system being used, something which is not usually
stated explicitly but is somewhere in the background. Each system has its own precise
notion of proof.

Valid Responses 54
Total Responses 76

Qinhibits: You stated that one cannot precisely define what a mathematical proof is.
What are the reasons for this undefinability?

[J ID Response

13

] 20

L1 41

L1 43
L1 53

YY)

There are different levels of obviousness: reasoning which appears instantly clear
("trivial") to an expert might not at all convince a beginner. To be able to understand and to
accept a proof depends on former knowledge and exercise, or on a sufficient number of
intermediate steps.

No, I stated that I disagreed (but not strongly) that one *can* precisely define what a
mathematical proof is: an entirely different statement! ... My disagreement is based on my
observations that doing so is evidently difficult and there is not yet a satisfactory consensus
among working mathematicians who care about the problem.

There is no independent and sufficiently precise framework for foundational issues. When
doing formalized math, you can either give a handwaving definition of "proof”, or you can
use another formalized setting, thereby only shifting the problem.

new developments

which part of maths is human-dependent and which part in human independent is
impossible to determine

A proof is considered valid if “everybody' is convinced. The notions of “everybody' and
possibly the notion of “convinced' changes with time. Experience shows it.
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Valid Responses

Total Responses

QJonesConjecturel: Does John know that the Jones conjecture is true?

(Respondents could only choose a single response)

Response 20% 40% 60% 80% 100% Frequency Count
yes 7.6% 5
almost surely yes 25.8% 17
almost surely no 12.1% 8
no 16.7% 11
can't tell 37.9% 25
Mean 3.515

Valid Responses 66
Total Responses 66

QJonesConjecture2: Does John know that the Jones conjecture is true?

(Respondents could only choose a single response)

Response 20% 40% 60% 80% 100% Frequency Count

yes 7.6% 5

almost surely yes 37.9% 25

almost surely no 9.1%

no 13.6%

can't tell 31.8% 21
Mean 3.242

Valid Responses 66
Total Responses 66
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QJonesConjecture3: Does John know that the Jones conjecture is true?

(Respondents could only choose a single response)

Response 20% 40% 60% 80% 100% Frequency Count
yes 13.8% 9
almost surely yes 47.7% 31
almost surely no 4.6% 3
no 9.2% 6
can't tell 24.6% 16
Not Answered 1
Mean 2.831

Valid Responses 65

Total Responses 66
QJonesConjecture4: Does John know that the Jones conjecture is true?

(Respondents could only choose a single response)

Response 20% 40% 60% 80% 100% Frequency Count
yes 25.8% 17
almost surely yes 45.5% 30
almost surely no 4.5% 3
no 6.1% 4
can't tell 18.2% 12
Mean 2.455

Valid Responses 66

Total Responses 66
QJonesConjectureS: Does John know that the Jones conjecture is true?

(Respondents could only choose a single response)

Response 20% 40% 60% 80% 100% Frequency Count

yes 27.3% 18

almost surely yes 48.5% 32

almost surely no 4.5%

no 4.5%

can't tell 15.2% 10
Mean 2.318

Valid Responses 66
Total Responses 66
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QJonesConjecture6: Does John know that the Jones conjecture is true?

(Respondents could only choose a single response)

Response 20% 40% 60% 80% 100% Frequency Count
yes 28.8% 19
almost surely yes 56.1% 37
almost surely no 3.0% 2
no 4.5% 3
can't tell 7.6% 5
Mean 2.061

Valid Responses 66
Total Responses 66

QJonesConjecture7: Does John know that the Jones conjecture is false?

(Respondents could only choose a single response)

Response 20% 40% 60% 80% 100% Frequency Count
yes 14.5% 9
almost surely yes 46.8% 29
almost surely no 6.5% 4
no 8.1% 5
can't tell 24.2% 15
Mean 2.806

Valid Responses 62

Total Responses 62

QJonesConjecture8: Did John know that the Jones conjecture was true on the
morning before the talk?

(Respondents could only choose a single response)

Response 20% 40% 60% 80% 100% Frequency Count
yes 24.2% 15
almost surely yes 46.8% 29
almost surely no 4.8% 3
no 14.5% 9
can't tell 9.7% 6
Mean 2.387

Valid Responses 62
Total Responses 62
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QCommScenel: Comments on scenario 1:
0 ID Response
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Although mathematical truth exists independent from human knowledge, one can of course
never be absolutely sure to know it, since all human beings are prone to errors. One
can, however, be reasonably sure to know some of it, since for many statements there
exist a lot of different proofs, all of which have been reviewed and found correct by a lot of
people.

Proofs that fit on a single sheet of paper are usually easy to check, otherwise they are no
proofs and otherwise a mathematician cannot "convince" himself about the correctness.
You didn't say, for instance, John had a sketch of a proof or an idea of a proof, but you said
he had a proof. Your story appears to be artificial.

Poor John! But that's the way science works, there are lots of examples of erroneous proofs
in history.

Well as allway there might be some errors in a prove no matter how many people think
there are not (just like bugs in a programm ... you can be sure there are ones but never
there are not). For the rest there is a small chance that the theorem is indeed both "true"
and "false" cause we can never know if our axiomatic system is free of such thinks (as

Godel showed) ;-)

All work was done by humans and so errors are possible - so there is an error in either
constructing the counterexample or in the proof of the conjecture. Therefore you just can
be almost sure

Happens all the time....

That sounds awfully improbable.

So what?

You can "know" things even if they are not true. It is all in your mind.

This makes me wonder about the difference between "to know A has a proof" and "to be
convinced by a claimed proof of A". I am usually content to convince and be convinced.

But really, only TWO mathematicians agreeing isn't enough. A positive referee report isn't
very substantial. It needs much more time to be vetted and digested. Also, I think probably
ALL mathematicians have had the experience of finding an error in their proof, after
having been CERTAIN it was correct.

that's life

"Irren ist menschlich" Any serious scientist will have this in the back of his/her mind and,
while constantly struggling for mathematical correctness, keep pondering the possibility of
error.

The contradiction of the two argumets has to be found!
None

One may have here the sort of situation discussed by Imra Lactos(sp) in Proofs and
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Refutations. The "anti-Jones" function smay be expamles of monsters that expose an
implict assumption in the formulation and proof of the the Jones conjecture.

I have consistently interpreted the word "know" in a rather narrow sense. Had I been John,
I would have claimed for myself knowledge once I was reasonably confident that I had
inspected every detail of a proof--but I might have been wrong in believing that I knew.
The proof exists or does not exist independent of my own limitations as a human being,
and while it is possible for a mathematician to know something, it is also possible (though
less common) for a mathematician to believe he or she knows something when he or she
does not. That there is no absolutely guaranteed method to distinguish between the two
situations does not diminish the value of making the attempt.

How important is the Jones conjecture? How large is the community?

If instead of knowledge the question would have been for belief, my answers would have
been different.

It all hinges on the definition of 'knowing'. On the one hand there seem to be plenty of
cases where one 'knows', in a very strong sense, some facts of mathematics, eg elementary
number theory and combinatorics. On the other hand, the reading of any very complex
proof is prone to errors and oversights; being aware of this, the mathematician should be
cautious to assign the status of 'knowledge' to its conclusion. In this scenario, I assumed
the proof was very complex, given the fact that it was an open problem in the community
for at least some time.

sometimes a proof contains a fault and nobody becomes aware of it

John has a doubt in the truth of the conjecture, but I suggest he trusts more in his former
results and will look at his "proof" in the light of the "counterexample". And then he will
know whether the conjecture is true or not.

My answers would have been very different with diferent time frames mentioned.

My answers had been different if you had asked "Does John believe ...", instead of "Does
John know ...". There is no objective truth, even in mathematics. There is only
mathematicians who may be convinced one way or another, and a "proof" (or a
"counterexample") may be a means to convince some/many/most of them.

It is true that even the unanimous opinion of all mathematicians of the world may be
wrong, but for practical purposes, a mathematician will consider his proof correct when he
has positive feedback from the mathematical community.

Valid Responses 25
Total Responses 76

[Das Fragenlabel QBob1 wurde nicht vergeben.]
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QBob2: Does Bob know that his theorem is true?

(Respondents could only choose a single response)

Response 20% 40% 60% 80% 100% Frequency
yes 5.4%
almost surely yes 51.8%
almost surely no 10.7%
no 8.9%
can't tell 23.2%

Mean

Valid Responses

Total Responses

QBob3: Does Bob know that his theorem is true?

(Respondents could only choose a single response)

Response 20% 40% 60% 80% 100% Frequency
yes 3.6%
almost surely yes 25.0%
almost surely no 21.4%
no 10.7%
can't tell 39.3%

Mean

Valid Responses

Total Responses

QBob4: Does Bob know that his theorem is true?

(Respondents could only choose a single response)

Response 20% 40% 60% 80% 100% Frequency
yes 3.6%
almost surely yes 30.4%
almost surely no 19.6%
no 12.5%
can't tell 33.9%

Mean

Valid Responses

Total Responses
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QBob5: Does Bob know that his theorem is true?

(Respondents could only choose a single response)

Response 20% 40% 60% 80% 100% Frequency Count
yes 0.0% 0
almost surely yes 3.6% 2
almost surely no 41.1% 23
no 39.3% 22
can't tell 16.1% 9
Mean 3.679

Valid Responses 56

Total Responses 56
QBob6: Does Bob know that his theorem is true?

(Respondents could only choose a single response)

Response 20% 40% 60% 80% 100% Frequency Count
yes 5.5% 3
almost surely yes 43.6% 24
almost surely no 14.5% 8
no 7.3% 4
can't tell 29.1% 16
Mean 3.109

Valid Responses 55
Total Responses 55

QBob7: Did Bob know that his theorem was true before he recognized his mistake?

(Respondents could only choose a single response)

Response 20% 40% 60% 80% 100% Frequency Count
yes 0.0% 0
almost surely yes 27.3% 15
almost surely no 16.4% 9
no 29.1% 16
can't tell 27.3% 15
Mean 3.564

Valid Responses 55
Total Responses 55
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QScene2comm: Comments on scenario 2:
[0 ID Response
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Pictures can give good ideas on how to proof something, but can unfortunately be very
misleading, too. Since when building an algebraic proof based on a picture, one tends to
assume unproven statements to be true, if they seem to be clear from the picture. After
changing his picture, Bob should definitely have reviewed his algebraic proof, too.

This is getting boring.

I presume Bob could finally save his proof. Though it should annoy him that there had
been a flaw in his original idea.

Same as before only that here comes more "meaning" in the picture. The truth of a theorem
might change if you reinterprete the symbols in it ;-)

This too happens all the time....

The whole setup appears to me as a dubious play on words. In English, "I know it's true!"
1s often a subjective, sometimes volitional assertion. It certainly isn't the same as "I detain
the knowledge that so and so is true", or somesuch similar statement about actual
mathematical knowledge.

And now for something completely different... I hope...

I use pictures all the time. The extent to which they are convincing depends on the picture
and the topic.

This is a Bayesian problem: probabilities change after you have more information. So
whereas you "can't tell" when there is a conflict between mathematicians, once one realizes
his mistake the earlier "can't tell" changes to "almost surely no". (Which doesn't mean the
result is almost surely false, only that he almost surely doesn't have a proof.)

A 'proof' found late at night is unorthodox and can be ingenious as well as wrong, thus
requires reconsideration the next morning. A mathematical fact asserted by two
independent arguments (e.g. algebraically AND based on a picture) seems pretty reliable.
But if and once an error HAS been discovered, I like to be doubly cautious before
regarding some correction as a fix.

Pictures do not take part in valid logical reasonings within the mathematical Univers de
Discours. Recall that famous pic used to prove that any triangle is isosceles: drawing is
inherently unreliable. Reasoning is much sharper than drawing.

None
In sufficent information of how the algebraic formula proved the theorem.

I could perhaps have been a bit more generous, both in this scenario and the present, and
allowed an "almost surely yes" once the parties had demonstrated due diligence in chasing
down the details of their proofs. But I don't know John or Bob, so I don't have a good feel
for how rigorously they work. :)

the same

a picture doasn't change anything
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1 75 Same as for scenario 1. Also note that an error in a "proof" says nothing about the validity
of the "proved" statement, which may have a different, correct proof.

1 76 Oral communication is not a means of checking proofs. A second person must go through
the algebraic details; it is not sufficient if he just understands the high-level concept.

Valid Responses 18
Total Responses 76
QToml: Does Tom know that T1 is true?
(Respondents could only choose a single response)
Response 20% 40% 60% 80% 100% Frequency Count
yes 46.3% 25
almost surely yes 37.0% 20
almost surely no 1.9% 1
no 1.9% 1
can't tell 13.0% 7
Mean 1.981

Valid Responses 54
Total Responses 54

QTom?2: Does Tom know that the second theorem T2 is true?

(Respondents could only choose a single response)

Response 20% 40% 60% 80% 100% Frequency Count
yes 3.7% 2
almost surely yes 11.1% 6
almost surely no 24.1% 13
no 22.2% 12
can't tell 38.9% 21
Mean 3.815

Valid Responses 54
Total Responses 54
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QTom3: Does Tom know that the first theorem T1 is true?

(Respondents could only choose a single response)

Response 20% 40% 60% 80% 100% Frequency Count
yes 40.7% 22
almost surely yes 42.6% 23
almost surely no 3.7% 2
no 1.9% 1
can't tell 11.1% 6
Mean 2.000

Valid Responses 54
Total Responses 54

QTom4: Did Tom know that the first theorem T1 was true before he failed in answering Professor
Smith's last question correctly?

(Respondents could only choose a single response)

Response 20% 40% 60% 80% 100% Frequency Count
yes 47.2% 25
almost surely yes 35.8% 19
almost surely no 1.9% 1
no 1.9% 1
can't tell 13.2% 7
Mean 1.981

Valid Responses 53

Total Responses 53
QTom5: Does Tom know that the first theorem T1 is true?

(Respondents could only choose a single response)

Response 20% 40% 60% 80% 100% Frequency Count
yes 32.1% 17
almost surely yes 37.7% 20
almost surely no 11.3% 6
no 5.7% 3
can't tell 13.2% 7
Mean 2.302

Valid Responses 53
Total Responses 53
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QTom6: Does Tom know that the second theorem T2 is true?

(Respondents could only choose a single response)

Response 20% 40% 60% 80% 100% Frequency Count
yes 13.2% 7
almost surely yes 64.2% 34
almost surely no 5.7% 3
no 5.7% 3
can't tell 11.3% 6
Mean 2.377

Valid Responses 53
Total Responses 53

QTom7: Does Tom know that the first theorem T1 is true?

(Respondents could only choose a single response)

Response 20% 40% 60% 80% 100% Frequency Count
yes 43.4% 23
almost surely yes 47.2% 25
almost surely no 0.0% 0
no 1.9% 1
can't tell 7.5% 4
Mean 1.830

Valid Responses 53
Total Responses 53

QSceneComm3: Comments in Scenario 3:
[J ID Response

Tom knew all the time that T1 was true. He could give a complete and correct proof, after
all! What he did not know, however, is _why T1 holds. After understanding the overall

0 s idea, Tom got an idea why T2 should probably hold, too, but wasn't able to give a detailed
proof, so he couldn't be really sure. Knowing both if and why a certain mathematical
theorem holds is equally important for the working mathematician. The latter may even be
more important for teaching as well as research.

[0 7 This seems unlikely.
[J 13 So Tom had to learn something new during the exam? Quite unusual, AFAIK.

O 15 well you don't need do unterstand the idea behind the prove of some theorem (just reed
some books ... you won't be able to see the idea behind if it's not shown to you) ... and to
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[

52

some point the idea is not important at all .... just as 1 said before: symbol processing
doobidoo...

Having a general idea about how a statement and proof fit into a bigger picture goes a long
way toward being convincing.

My experience is that when a step in a proof fails, you always had some concern about that
step. Nothing "sneaks up" on you. You may (incorrectly) convince yourself the step was
correct, but it was a sore point when you first saw it.

Once you are sure that you gave a correct proof of theorem T1, and later of theorem T2,
you need not revise your opinion on the truth of either T2 or T1.

None

There is a difference between knowing a theorem is true and being able to prove it in a
particular manner.

Tom will almost surely know that T2 is true if he takes the time to work through the details
carefully. Whether or not he knows T1 has not changed, but his knowledge of it became
much more useful and valuable once he understood the main idea that allows the
construction of a technical proof.

a step by step proof together with the general idea is the basis for correctness

He knows the truth of the theorems, because these are well known and proofed theorems.
But he wasn't able to reproduce the proof.

A proof remains valid even if you can follow it step by step only and do not see a general
idea.

Valid Responses 14
Total Responses 76

QMates1: Does Martin Mates know that the Mates conjecture is true?

(Respondents could only choose a single response)

Response 20% 40% 60% 80% 100% Frequency Count
yes 1.9% 1
almost surely yes 51.9% 27
almost surely no 13.5% 7
no 7.7%
can't tell 25.0% 13
Not Answered 1
Mean 3.019

Valid Responses 52
Total Responses 53
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QMates2: Did Martin Mates know that the Mates conjecture was true?

(Respondents could only choose a single response)

Response 20% 40% 60% 80% 100% Frequency Count
yes 7.8% 4
almost surely yes 52.9% 27
almost surely no 7.8%
no 11.8% 6
can't tell 19.6% 10
Not Answered 1
Mean 2.824

Valid Responses 51
Total Responses 52

QCommScene4: Comments on scenario 4:

1))

L
L

O O 0O 0O

O 0O OO0 O

6
13

15

23

26

30

48

52
55
57

63

75

Response
277?
Pity Mates couldn't witness his triumph.

sometime the idea you see looks fine but as soon as you start to lay it out there goes
something terrible wrong.

Get ready...

the details are important - even when 1 have a general idea, an overall sketch, and an idea
of how it fits into a bigger picture, 1 am suspicious of technical problems until i work them
all out.

From beyond the grave?! Seriously, you need another possible answer here: with HIGH
PROBABILITY, he knew the conjecture was true. ("high" being anything > 1/2.) And did
from the moment he first realized the technique.

Life and death per se play no roles in the mathematical Univers de Discours. The truly
hard-nosed skeptic will stick to his/her opinion on the knowledge of professor Mates.

None
No Comment
But he probably knew *something*.

'X knows Y' depends only on what sort of evidence *X* has for Y. It is immaterial whether
Y finally turns out to be true or not.

Once again, in what sense can we "know" a mathematical statement to be "true"? We can
perhaps convince ourselves that it is true (but there may be an error in our reasoning), or
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we trust other mathematicians (but they may be wrong), or we trust a computer-checked
proof (but there may have been a hardware or software failure). In this way, we can reduce
the chance of an error -- but we cannot eliminate it completely.

] 76 Many ideas sound good, but difficulties become apparent when working out the details.

Valid Responses 13
Total Responses 76

Qbeautyl: Please select to which degree you accept the following statement:
"Mathematical beauty is objective."

(Respondents could only choose a single response)

Response 20% 40% 60% 80% 100% Frequency Count
strongly agree 5.8% 3
agree 25.0% 13
disagree 51.9% 27
strongly disagree 17.3% 9
Mean 2.808

Valid Responses 52
Total Responses 52

Qbeauty?2: Please select to which degree you accept the following statement:
"Mathematicians can see mathematical beauty without checking correctness or truth."

(Respondents could only choose a single response)

Response 20% 40% 60% 80% 100% Frequency Count
strongly agree 7.7% 4
agree 48.1% 25
disagree 38.5% 20
strongly disagree 5.8% 3
Mean 2.423

Valid Responses 52
Total Responses 52
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Qbeauty3 A: Please select either 'ves' or 'no' for every possibility:
Mathematical beauty can be a feature of

yes no Total
Count 51 1 52

mathematical theorems

% by Row 98.1% 1.9% 100.0%
Count 52 0 52

mathematical proofs

% by Row 100.0% 0.0% 100.0%
Count 50 2 52

mathematical theories

other

% by Row 96.2% 3.8% 100.0%
Count 45 2 47

% by Row 95.7% 4.3% 100.0%
Total Count 198 5 203

% by Row 97.5% 2.5% 100.0%

Qspecotherbeauty: Specify your last answer if you like:
What else can mathematical beauty be a feature of, besides or instead of mathematical theorems,
proofs, or theories?

L1 ID
5

[

6

9
15
16
17
18
20
21
23

O 0ooooooo o

26

[

30

[

35

Response
mathematical applications

Some people say they like all kinds of visual representations of functions or whatsoever,
fractals, surfaces, origami, puzzles, ...

Everything that can be mathematically described.

the idea

realization of mathamatical structures in nature
algorithms

Please define beauty.

Definitions (if that isn't already subsumed by "theories").
Mathematical objects themselves.

Geometrical

Pictures! examples: ray-traced algebraic surfaces. Escher art. polyhedral sculptures.
computer animated popular movies.

The gestalt: say, a weaving of arithmetical with geometrical arguments in a pattern never
seen before. I suppose you could comprehend this as "theories", but I take that term in a
more technical sense.

geometry

299



[

O OO0

Dooooooo o oo

39

41
43
46

48

52

54

55

56
57
61
62
63
67
73
74

I believe mathematical beauty can be a feature of physical objects and mathematical
objects. Symmetries come to mind. Unexpected/unintuitive results can also be beautiful -
consider, e.g. polyhedra with trangular faces: all our experience and ituition tells us they
must be rigid, yet there exist such polyhedra which are flexible.

Ideas or constructions, or even just a way of looking at some line of arguments, a picture.
formulas
definitions concepts notation

Music, dance and ballet, theatrical performances, theatre props, fine arts, photography, ...
in short, in all performing and fine arts, where ordering and structure make great art. And
math is also about ordering and structure...

Definitions, but also for example: vague analogies, wrong proofs with accidental correct
conclusion, key ideas that strictly speaking don't make formal sense (yet)

property of numbers, unusual alternative ways to explain theorems etc., visualisation

I suppose I am distinguising between theorems and formulae(equations). A thorem may
say the some concenpts are realted by a formula of a certain kind and the formaul itself
may or may not be beautiful.

Formulas, germs of ideas, pictures.

principals, patterns, and the consistency of the universe.

mathematical definitions

Concepts (resulting in definitions and notions of mathematical objects)

Structures, relationships among them, concepts

Questions, conjectures, interpretations, connections with physical reality.

The way one individual mathematician finds the truth about his subject.

definitions and examples
Valid Responses 29
Total Responses 76
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Qbeautytrue: Do you agree that if a mathematical theorem is beautiful, it must be true?

(Respondents could only choose a single response)

Response 20% 40% 60% 80% 100% Frequency Count
strongly agree 21.6% 11
agree 9.8% 5
mostly agree 11.8%

mostly disagree 11.8%

disagree 21.6% 11
strongly disagree 23.5% 12

Mean 3.725

Valid Responses 51
Total Responses 51

Qbeautycorrect: Do you agree that if a mathematical proofis beautiful, it must be correct?

(Respondents could only choose a single response)

Response 20% 40% 60% 80% 100% Frequency Count

strongly agree 21.6% 11

agree 9.8%

mostly agree 11.8%

mostly disagree 13.7%

disagree 19.6% 10

strongly disagree 23.5% 12

Not Answered 1
Mean 3.706

Valid Responses 51
Total Responses 52
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Qbeautyintheories: What can be beautiful about mathematical theories?
(more than one choice possible)

(Respondents were allowed to choose multiple responses)

Response 20% 40% 60% 80% 100% Frequency Count
consistency of the axioms 15.8% 12
coherence of the theorems 32.9% 25
clarity 61.8% 47
explanatory power 61.8% 47
other 22.4% 17

Valid Responses 50
Total Responses 50

Qspecbeautytheories: Specify your last answer if you like:

What else can be beautiful about mathematical theories, besides or instead of
the consistency of the axioms, coherence of the theorems, clarity, or explanatory
power?

[0 ID Response

12 - tricky details that shorten the proof - an alleged contradiction to reality
18 Purity

Coherence with *other* theories; and/or unexpected relationships (not necessarily

20 coherent!) with other theories.

O O Ood

26 unification of previous theories

It's probably related to clarity, but sometimes mathematical theories have a strong analogue
in physical phenomena - the way that physical systems behave (or we conceive them to
behave!) and out intuitions about matter and space. This correspondence can be very
pleasing.

O

39

44 surprisingnes
45 Easy to apply for practical problems
46 simplicity presentation applicativity

(A) Where applicable: completeness of the axioms. (B) Similarities and differences with
48 other fields of human activity as they emerge when constructing or just studying or
applying a mathematical theory

O OoOd

simplicity of definitions; close connections with intuitions; surprising ability to shorten
proofs or to give results in other areas

[

52
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1 s6 Ability to draw connections between disparate areas of knowledge. (I guess you could call
this explanatory power, but I think it's more than that.)

[] 57 Their beauty. Their pleasant effect upon the human soul when seen and understood.
[ 61 the architecture of the theory - as concretely realized
[J 63 Connections to other theories
Valid Responses 14
Total Responses 76

Created using Perseus SurveySolutions/EFM
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C Teiltranskriptionen der Interviews

Teiltranskription von Interview 1

e Durchgefiihrt im Januar 2008

e Gesamtdauer: 1:49:46 h

Transkription von Interviewteil | — 11:18-23:45 min (allgemeine Fragen)

EMH: Do you have any comments on the scenarios?

Interviewpartner 1: Well — I mean — I'm not sure that the questions are really — so —
very — you know — precisely formulated. In a sense, when you say “Does X know that this
is true?” and the answers are “yes”, “almost certainly yes”, so, “almost certainly” refers to
the certainty that X thinks, or the certainty that you have about what X thinks? These
two things are different, and the qu — it — there is an ambiguity in the way the question
is formulated. You don’t know whether you answer it one or the other. And it means
different things in different scenarios, so, no I think there is an ambiguity in the way the
questions are formulated, so, this might affect the way the answers are interpreted as
well.

EMH: Which reading did you choose when you answered?

Interviewpartner 1: Well, I mean, this almost — I think, in — in the different scenarios,
I have the impression that sometimes, it’s expected that the answers — the questions
should be interpreted in one way, and sometimes in the other, so it, yeah ...

EMH: It changed?

Interviewpartner 1: It changes, yeah.

EMH: Did you ever experience a similar scenario in your work or in your studies?
Interviewpartner 1: Well, I mean anytime one is doing mathematics and proving a
theorem [. .. (undeutlich)]| there is some degrees of certainty or some degrees of expectati-
on about whether what one is doing is true — at what point you can be reasonably certain
that it’s true, and so on — so — yeah, this is — uh — [... (undeutlich)| — there’s some degree
of certainty with which — you know — we accept that something is proved. And of course
this goes in various stages. Sometimes — you know — one convinces oneself, you convince
yourself that you have an argument for something, that’s the first step — you know. Then,
you check details in writing it up, that’s the second step. Then you communicate it to
other mathematicians, maybe in talks or in — uh — some [other (undeutlich)| ways, and
this is another step in checking — in gaining some more degrees of confidence about whe-

ther something is true. And there’s peer reviewing process, getting something published,
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refereeing process that’s another step and then, even after something is published, there
— there’s continuous checking by people who use that result, and so on, so there are a
lot of different stages or — you know — degrees of certainty that one has about whether
something — when something is true.

EMH: What is a formal derivation, or a formal proof?

Interviewpartner 1: Well a formal proof is something where as much as possible every
step of the argument is spelled out in mathematical language, and where each step of
the argument can be checked by analyzing the — say — the formal language in which it’s
written.

EMH: Would you say formal proving played an important in role in one of the scenarios?
Interviewpartner 1: Well, um — yes, I think it’s — uh — you know the — any — for
example — you know — when something is checked by — you know — I mean, it’s — there is
a difference between having a sketch of a proof and having a complete formal argument.
And very often, in writing the proof, that’s where a lot of possible problems show up,
when you transform a heuristic argument into a formal — a complete formal proof. Yeah.
EMH: And what would you call a formalizable proof?

Interviewpartner 1: Well, it’s not a term I that would use often. In a sense, every proof
should be put in a — I mean — for something — there has to be a kind of way to write a
formal argument for any kind of — well, of course there are computer generated proofs,
where, you know it’s not a mathematician who is writing a formal argument, so, that
— one might consider that an exception or not, depending on whether you consider the
algorithm that produces the computer generated proof also as a kind of formal argument
or not, but, o.k. — one can make a distinction in those cases. But — in — otherwise —
I mean — this — usually — I mean, one can sometimes — you know — compress part of
the argument in writing [not the complete formal proof or things (undeutlich)|, but in
principle, it should always be understood that everything can be sort of decompressed to
make it as detailed as one wishes. So [one must make a (undeutlich)| distinction between
computer generated proofs as opposed to proofs done in the — in the more traditional
way.

EMH: Would you say computer generated proofs provide knowledge?
Interviewpartner 1: They do, although, I mean they — they are often less easy to use
in practice — I mean, ok — you can say that a certain statement has been checked by a
computer, and so, to some extent — I mean — you do have a confirmation that a certain
— that a certain state.. - if you trust the algorithm that produced it — that — you have a
confirmation that a certain statement is true. However, I mean — the — these proofs are

generally difficult to use in the sense that very often in the — in the usual kind of proofs,
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the method that is used to prove — for proving something is often more useful than the
fact of knowing itself that the result is true or false. A computer generated proof tends
to tell you that — just that the result is true or false. But it lacks that extra amount of
information that you have in a traditional proof, which is something that you can use,
for example, applying it to different kind of problems — applying similar techniques to

different kind of problems or so.

EMH: But you would say know that the theorem is true when you have a computer

generated proof for it?

Interviewpartner 1: Yeah, if you trust that the algorithm — the algorithm works. But
assuming that, then it — it tells you that a certain theorem is true or false. It doesn’t give
you any extra — usually it doesn’t give you any extra amount of knowledge. Well, there
are cases in which you might still be able to use a similar argument in other cases, there

might be more information as well, but — no.

EMH: You said that every proof should be decompressible into a formal proof. Do you
really believe that every proof that is accepted by mathematicians, by the community, is

decompressible?

Interviewpartner 1: Well — I mean — of course, there are proofs that rely on a lot
of pre-existing steps, right. And, very often — you know — when you are checking an
argument, like if you are refereeing a paper or something like that, you don’t go back
to — you know — check that every single thing that is used in that proof — you know
— you assume that certain thing like have already been checked, or — unless — okay —
something makes you suspicious that there may be a problem, then, in that case you
might go back and check previous results that are used in the proof but normally, one
sort of only checks that final steps of the — or — what is — what is new in the argument
and not what is used that was already known. So, in that sense, ok — these limits, the
extent to which you can really expand completely an argument — I mean — you — in
principle — you know — one would say that any argument could be — uh — expanded out
and reduced to — you know — basic axioms, and then constructed. But, very often from
basic axioms to an actual result, there are lots of intermediate steps that rely on previous
results and so on, and — you know — this would make it, say |... (undeutlich)| — so, say —
in terms of algorithmic time, if you want, certainly not feasible to completely expand it
out to [intermediate steps (undeutlich)|. So, I don’t think, realistically, one would really
do that all the time. Only in special cases where — you know — there is a proof which is
particularly controversial or particularly — you know — one is suspicious that something

might be wrong [...(undeutlich)|, one goes back and tries to check as many steps of
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the chain, and — I mean — these things — otherwise this — realistically, it doesn’t really

happen.

EMH: Do you have a special example in mind when you say: This would take too long
to do it?

Interviewpartner 1: Well, I mean take a — take a proof of very — you know — of a
kind that really involves a lot of tools, I mean something like some example of a proof
which has been checked in a lot of details, something like Fermat’s Last Theorem — but
— of course it — it relies on a huge amount of pre-existing material. And, the general
assumption is that things which have been used in the literature, by a lot of people, and
that are consistent with a lot of other results, some, it’s not even — even in the process of
checking very delicate proof like that — you know — it’s not really expected that one should
go back to step zero. Of course one would check extremely carefully everything that is
new, and possibly things that are referred to which are not completely well established
in the literature and so which are relatively new, but one certainly does not expect to —
to go back to the basic axioms and reconstruct everything from there. There is just too
many things that are involved to do that. I mean — for many of those things you would
— I mean it — it — I don’t think anybody would really feel that it’s truly necessary to do
that.

EMH: Would that be the same for the classification problem of finite simple groups?

Interviewpartner 1: Well that’s an example where you have lots of parts that are sort
of computer generated and — and so on. That’s in a sense a proof which is much more
difficult to check, because it — a lot of parts involve things which are algorithmic, and —
you know — in fact every once in a while, somebody finds that there’s a problem, then,
o.k., usually it’s somehow — the problem is fixed, or the proof seems to be robust, but
it’s not the same kind of — you know — robustness that you have because there are —
you know — theoretical results which have been checked against a lot of other results and
where — you know — the —the logical structure of the proof is sort of more transparent —
you know. This is in a sense the main problem with this kind of partly machine generated
proofs that — you know — if you could be absolutely sure that — you know — that the
algorithm that does the [...(undeutlich)| is faultless, then — that would be ok, but for
something which involves a lot of different algorithms doing different things — I mean,

checking special cases and so on, the — the possibility of an oversight or something is very
high.
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Transkription von Interviewteil | — 23:45-34:50 min (Fragen zu Szenario 1)

EMH: Let’s look at the scenario with John, the PhD student who proved something,
published it, and then later found a counter-example. The more abstract issue here is that
of refereed proof as a warrant for mathematical knowledge. You already said something
on this point; do you have another remark that comes to your mind regarding this issue?
Interviewpartner 1: No, I mean, just the fact that — you know — peer reviewing of
[. .. (undeutlich)| is one extra step in trying to make sure that nobody has overlooked a
mistake in the proof, but — you know — it’'s — by — it’s also itself not guaranteed to find
if there is a problem. It’s only one extra layer of checking which is certainly extremely
useful because — you know — some — it happens very often that referees report problems in
papers — it’s an extremely useful process to have but it’s not that because something the
paper went through a refereeing process it’s guaranteed that it’s true, that it’s correct.
It’s, well — it’s better than if it hadn’t been refereed.

EMH: [beschreibt die Resultate der Umfragestudie zur Schliisselszene von Szenario 1|
Interviewpartner 1: The arrow of time cannot be reversed, so whatever John was
thinking before in the talk is not affected by what happens afterwards. Causality only
goes one way.

EMH: Would you say the other way of answering [zeigt auf Profilkurve von Cluster 3|
is not consistent?

Interviewpartner 1: No, not consistent with the principle of causality — something
that happens can not affect it’s past. It can affect it’s future, so —.

EMH: So you would say these two questions [QJones6 und QJones8| are the same?
Interviewpartner 1: Yes, because how can it — how can what happened before be
affected by what happened after?

EMH: Just to have it clear because it is important for me later: you said at the beginning
that there are two ways of interpreting the questions [unterbrochen]
Interviewpartner 1: Right — so, here I interpret it as — you know — the degree of
certainty that John has at a given time. So, I mean this — is — 0.k., if he has that degrees
of certainty at a given time, these two questions are exactly the same. They refer to the
same moment in time, something else changed afterwards, but it cannot affect what he
was thinking before.

EMH: Would you say that truth is not necessary for knowledge?

Interviewpartner 1: It is not ..7

EMH: Necessary for knowledge. You said here, when the counterexample appeared,
that almost surely yes, John knows that the Jones conjecture is false. But, as you also

explained, he still knew that it was true on the morning before he attended this talk...
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Interviewpartner 1: He had a certain degree of certainty that something was true —
I mean — the degree of certainty that somebody has can have absolutely nothing to do
whether the thing — with whether the thing is true or not — I mean — it’s just measure
what this person is thinking, so, yeah, he was reasonably convinced that that argument

was true.

EMH: So, and the fact that the Jones conjecture is true or the fact that it is not true

is not relevant for answering the question: “Does he know that it is true?”?

Interviewpartner 1: No, because it’s a question about what a certain person knows,
and, might as well be under the impression that something is true which has no ground
in reality so to speak .. [because (undeutlich)| lots of people convince themselves that
things are true which — for which there is no argument. Otherwise — [you won’t have
(undeutlich)| all these people believing in religion — that’s [lacht] — anyway. So this — I

interpret it as a question about what the person believes at a given time.

EMH: Would your answers have changed if the journal proof that they submitted would
not have been a traditional proof? Let’s just assume the journal only accepts formal proof,
and they do not make a peer reviewing process but just put it into the computer and

then let it check whether the derivation is correct or not.

Interviewpartner 1: Well — I mean — what — again, it’'s a question about what John
knows, it depends how much trust this person has in computer generated proofs, and,
no, it’s — you can have a — a better degree of confidence in your argument if it goes
through a peer reviewing process, if the argument is formulated in a traditional way and
goes through a peer reviewing process, or — you know — you can have a better degree of
confidence if you have a proof that has been checked by a machine. This is to some extent
an issue about how you feel — um — whether you trust the opinion of a — of whether you
trust how the — how a referee would do the job, which — you know — sometimes — I know
some people might have doubts about that — you know — maybe the referee is too busy,
just looks at the — the paper for five minutes, and says it’s o.k. without really checking,
and maybe it’s that a — the computer that checks a formal argument from beginning
to end would be more trustworthy. Other people might think — well — you know — the
computer may check but maybe the algorithm is not working for some bug that — you
know — nobody knows, and therefore — you know — peer reviewing by a mathema — a
human mathematician would be more trustworthy, so, this depends on the degree of

confidence that one has in respect of one or the other method.

EMH: We also have a counter-example as a warrant for proof here. Would you generally

say that a counter-example is a better warrant for knowledge than a direct proof?
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Interviewpartner 1: Well, | mean — a counter-example is usually easier to check.
Because — they — you know — it’s — a proof, it typically has to give a very general argument
that covers large number of cases. A counter-example is essentially one example, so, in
general there’s — it tends to be easier to check that a counter-example is correct rather
than that the general proof is correct.

EMH: So, the participants of the study one year ago also had the chance to comment
on the scenarios. I have picked out one comment for you: “How important is the Jones
conjecture? How large is the community?”

Interviewpartner 1: Well, of course — I mean — there — if there are a lot of people who
are interested in whether a certain statement is true or false there will be a lot more
people checking the — the proof that is given, so, I mean, because a lot more people be
interested in using the result, and so they will try as much as they can to check that —
that it’s correct before using it, so, typically in that case, a proof goes through a lot more
checking than if it’s something were very few people are interested in. So, the likelihood
that if there is a problem, it will be spotted, is — you know — much more — it’s much more
likely if it’s a problem that interests a lot of people. So I think this is the reason why it

may be relevant to ask this question.
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Teiltranskription von Interview 2

e Durchgefiihrt im Januar 2008

o Gesamtdauer: 1:24:49 h

Transkription des Interviewteils 13:28-31:10 min (allgemeine Fragen)

EMH: Would you like to comment on the scenarios?

Interviewpartner 2: Um — first that the psychological — uh — relationship between a ma-
thematician — mathematician and the notion of belief in his or whosesoever proofs is more
complicated than is suggested by the scenarios or by the questions. |...(anonymisiert)]
And so you — uh — as I see it — I might be wrong — but as I see it, you're trying to — uh
— be more — uh — sociologically precise about this process — procedure of acceptance of
the proof. Your considering essentially [only (undeutlich)| scenarios — except for the last
one, you're considering the game between two players, so to speak, in which the notion of
truth is kind of thrown like a [... (undeutlich)| — like a ball, and your asking for changes
of the psychological — uh — attitude of players — one of the players after each set. To
me, that’s not an appropriate context for studying the [. .. (undeutlich)]| social acceptan-
ce of proof. I mean, in real life, there are more than two players. The attitudes do not
change as fast as you assume [. .. (undeutlich)]. At almost no moment, the attitudes are
crystallized. There is always a shadow of doubt or a possibility of doubt. For example
a proof can — can prove the right thing but contain mistakes |...(undeutlich)| they can
be serious, and nevertheless, the basic |... (undeutlich)| can be sound |[... (undeutlich)].
Or, mistake can be serious, and — but — but the proof when corrected might prove so-
mething — uh — say, — uh — less — uh — less general than the author initially conceived,
and [... (undeutlich)| but actually, they would discover new things that were not known
before this alleged proof appeared or things like that. So my general comment is that the
situation is much more complicated, involves more players and more time, and involves
more complex psychological attitudes |. .. (undeutlich)].

EMH: You also mentioned that there is some ambiguity in understanding the questions.
Interviewpartner 2: Yes, yes. Every — in every case I would — in order to make sense
of the questions, I would practically everywhere replace — uh — the word ‘know’ by the
word ‘believe’ — or something like that.

EMH: ‘To make sense about the questions’ — so, the questions do not make sense if you
use the word ‘know’, or they do not make sense in these scenarios, or you just cannot

answer them?
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Interviewpartner 2: For me, they’re — almost never really make sense. When I'm
saying ‘I know that Fermat’s Theorem is true’ or something like that, this implies two very
different — uh — [uncurls . . . (undeutlich)| one of the two very different possibilities. One, I
have really worked on this first myself. Then, when Wiles’ proof — appeared I worked with
. .. (undeutlich)] the proof, and I understand |... (undeutlich)|, and now I'm completely
convinced, so — so — uh — sort of know — believe I would say, I'm convinced that Fermat
Theorem is true for such and such reason — roughly speaking my personal — my deep
personal involvement with this proof. And the second — uh — meaning of the same word
‘believe’ or ‘convinced’ in this case, here I would say [I’'m rather (undeutlich)| convinced,
I believe that Fermat Theorem is true because I just know that — know the history of — of
the story. I know how Wiles announced — that Wiles announced his proof, I know that —
uh — then — uh — a mistake was found, then Wiles and Taylor corrected it, and there were
several seminars at various points of the world working on it, and — uh — all participants
were established mathematicians who knew what they’re doing, I never read or heard
about ... (undeutlich)|, but now I am convinced because the proof has passed the general
test [as all mathematical proof pass (undeutlich)|, application, seminar studies, years
[...proof, not ...results (undeutlich)| and other studies, maybe generalizations of the
theorems, [several constructions ... (undeutlich)|. T am totally outside of it since I know
how it is made, and I have a personal experience with some other results of the same
kind, I’'m sure that this people worked honestly and correctly, I believe that what we do

is ok and Fermat Theorem is true. That’s approximately how it works |[... (undeutlich)].

EMH: But would say that there are some mathematical statements or theorems of which

you know that they are true?

Interviewpartner 2: I want — in all cases, I would prefer not to use the word ‘know’
with respect to truth. To me, knowledge is knowledge of a machinery of definitions, of
proofs, and so on. [... (anonymisiert)| And in — uh — and in mathematical context, I would
say ‘I'm convinced’ — or ‘I believe that it is true because of such and such circumstances’.
I would prefer not to say ‘I know that it is true’. And beliefs and convictions are things
that really can change with time, sometimes very fast, whereas knowledge to — to my
opinion at least — well, that’s of course the problem of understanding or feeling the
semantics of the word. For me knowledge is not something that can drastically change
— uh — in a minute because somebody produced a counter-example or something like
that. It’s not knowledge, it’s beliefs, they can change, convictions can change, but not

knowledge, knowledge is something more stable, and more |[. .. (undeutlich)].

EMH: What would you call a formal proof?
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Interviewpartner 2: A formal proof is an ideal construct. You practically never see a
formal proof of anything at all, because if anything is a little bit interesting, formal proof
would be so long that you would never be able to — to concoct it, to write it down, then
to read it and so on. So formal proofs are abstractions, like abstraction of a — abstract
group or topological space or whatever, but — uh — it is — abstraction which is very
essential for — self-consciousness of mathematicians. It is abstraction to which we recede
each time we ever present something that we think is a correct proof. Correctness means
that somewhere, at the bottom of the |... (undeutlich)| there exist a formal proof, which
is a translation of my informal — or somebody else’s informal [... (undeutlich)| proof —
there it leaks, there everything is explicit, all axioms, all logical steps, and there it is a
text written [... (undeutlich)].

EMH: And what would you call a formalizable proof?

Interviewpartner 2: That’s exactly a correct proof — uh — which is done in more or less
accepted context, and more or less accepted context means [any (undeutlich)| account of
set theory or |... (undeutlich)| category theory, or something like that, plus rules of logic
of such and such form, or things like that. So formalizable proof is a proof — acceptable
proof in one of these universes. If something is obviously non formalizable, then to me
it will be obviously not an acceptable proof. That would be an intuitive reasoning, or a
sketch of something that might become a proof some time, but it’s not a proof.

EMH: Would you say that every proof that is accepted by the community is formaliz-
able?

Interviewpartner 2: Yeah, of course, this is not a statement that can safely itself be
formalizable. But that — that’s my belief and — well, if you wish — I mean — uh — one
should say well this is a hygienic belief — I mean, that’s more or less a definition of what
we — as mathematicians as a community, what we are thinking about or speaking about
when we are talking about proofs [. .. (undeutlich)].

EMH: What do you think about the proof for the classification of finite simple groups
in this context. Would you say it is formalizable?

Interviewpartner 2: Oh yes.

EMH: Would you say that formal proving played an important role in one of these
scenarios?

Interviewpartner 2: Well, no, I think — but let me look again [Pause, bléattert]|. Well, in
so far as we are really speaking about mathematicians, or aspiring mathematicians, not
just students that would like to pass this particular exam and then to become journalist
or something like that. Uh — I think — yes — formal proof played a role, although — in

all of the situations, except for probably Mates’s situation, it was in the background.
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The Mates case, because he is mathematician who knows what is a proof, he can — uh —
estimate what time he needs to move from the stage [at his sixtieth when (undeutlich)]
he has a convincing sketch to the full proof, so certainly, the notion of formal proof is

somewhere in the background |... (undeutlich)].
EMH: Have you ever experienced a similar scenario that comes to your mind?

Interviewpartner 2: Well — um — I like to formulate the things in terms of what usually
is called a mistake |[...(undeutlich)| or something like that. In my published papers — uh
— was a couple of mistakes and one [major (undeutlich)| mistake, which most fortunately
for me [were (undeutlich)] — one of them was found very late after the publication and
the general acceptance of the proof, I think — fifteen years or something like that. Uh —
but — uh — fortunately, already the person who found it was able to sketch a roundabout
way to — to sort of not correct this mistake, but sort of bypass it by slightly changing
the intermediate statement, |...(undeutlich)| showing that the changed statement could
be used in order to prove the main theorem. Then another person was able to prove
that this intermediate statement is still correct although my proof was wrong, so even
the whole issue was correct, so I was very much relieved about it. And one — uh — paper
... (undeutlich) very very happy .. .| contained the most stupid mistake one can imagine.
I used [some false elementary identity (anonymisiert)|.

EMH: Oh, yes!

Interviewpartner 2: [lacht| But it was — but the — it was found not in this way, not
that somebody found [lacht| that — that I used this stupid identity, no. What they did
found — find — I think actually one graduate student of mine — what he did find — so,
my statement said that for [a set of cases (anonymisiert)|, something is correct. And he
found out that [for some cases (anonymisiert)|, everything seems o.k., but for [one case
(anonymisiert)|, something is wrong, geometrically. It was some geometric picture. I was
totally astounded, I looked through the paper and didn’t find the mistake, and I looked
through again, and then found the place. And when I have corrected it, then, really [the
cases for which everything seemed o.k. were the only cases (anonymisiert)| for which the
statement was true. (Lacht) So everything sort of fit — fitted together, we both were
very happy that everything was o.k.. That was one of these stories that I have. And —
uh — and — uh — I think, one more story, it was not so interesting as this [...emotion
... (undeutlich)], so to speak, but the student could. And — uh — my own example and — by
general disposition, I'm very tolerant to — to honest mistakes. That’s not a problem that
a person made a mistake in his or her published work, we are all prone |... (undeutlich)]
professionals |. .. (undeutlich)| making mistakes, even in published papers. The problem

is how a person — uh — reacts on this mistakes, the problem is how serious it is in the
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sense that it can be avoided or corrected or things like that. So it’s — it’s — what we do

as professionals, but we should be honest about it and don’t take it too dramatically.

Transkription des Interviewteils 32:00 min — 42:23 min (Fragen zu Szenario 1)

EMH: The more abstract issue behind the scenario is of course that of refereed proof as
a warrant for mathematical knowledge. What are your comments on this general issue?
I think you already said much about this, but could you summarize this in a few words?
Interviewpartner 2: Well, again, I would use the word ‘know’ more sparingly than
it is used in the scenarios, I would replace it by ‘believe’ — uh — ‘convinced’, things
like that. Uh — the — in all scenarios, what you describe is kind of the first steps of a
newborn proof, and working on this first steps you usually don’t know whether it’s a
proof or not. It was in the case of — uh — exam, of an exam, because professor — probably
[. .. (undeutlich)| something quite standard |...(undeutlich)| something that has been
written down, checked, explained to students many many times, so professor knows, is
convinced, believes, everything, that this theorem is true, whereas the student himself
probably is — uh — very unsure about it. What he knows is that he must explain this
proof at the test in a convincing way. Uh — hardly he knows more about it unless he is
a born mathematician, then he can have stronger convictions.

EMH: Now I'll confront you with some quantitative results from the questionnaire
study — would you say the other way of answering [zeigt auf Profilkurve von Cluster 3|
is consistent, is plausible? Why or why not? And would you, by the way, explain your
own way of answering [zeigt auf Profilkurve von Cluster 1| a bit?

Interviewpartner 2: Well, I think that the second way of answering [entspricht Clu-
ster 3| is inconsistent — um — is inconsistent, at least — uh — if I do what I always did
here, replace the word ‘know’ by the word ‘believe’ or ‘is convinced’. Uh — as I told you,
the exact meaning of the word ‘know’ in this context I'm not even sure,l must interpret
it — and, why I think this way — well, the proof is written, the advisor decided that
it’s ok, the referee decided that it’s ok, so, of course he now knows — well — believes,
is convinced that the conjecture is true. Uh — five years after — uh — he himself he has
construct the counter-example. He is shocked, professor Jones is shocked, so — but, of
course both believe in this counter-example, so, both think it is [real (undeutlich)|. And
— uh — the morning before the talk, he is — of course, I mean, nothing changed — uh —
after publication and acceptance |... (undeutlich)].

EMH: Would your answers have changed if we suppose the story was a little bit different,

that the journal where they published was a journal that only accepted formal derivation
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as a proof, and they do not do peer reviewing processes, but they just put the proofs
into a machine to check them?

Interviewpartner 2: This is impossible — I mean, it’s an unrealistic option in the
present. It might become more realistic later on. There is a mathematical theory, you
probably heard about it — uh — computer assisted checks of proofs where the computer
— computer doesn’t check the formal consistence of the whole proof [...(undeutlich)].
What computer does — it — it — uh — picks random fragments of a proof. So, this [lacht]
— even this procedure is not formal. So I don’t believe that this scenario, that journal
accepts only formal proofs — I don’t believe that it is in any way realistic one, so I cannot
discuss it.

EMH: Whose point of view you did take when answering the questions? Was it the
one of the person who ascribes knowledge, or the one of the person whom knowledge is
ascribed to?

Interviewpartner 2: No, I — neither one, I was answering from my personal viewpoint.
EMH: Ok.

Interviewpartner 2: Which is that of a practising mathematician |[. .. (undeutlich)].
EMH: You not switched into one of them.

Interviewpartner 2: [No ... (undeutlich)].

EMH: We have here a direct proof for the Jones conjecture versus a counter-example.
Would you say that generally, counter-examples are the better warrants for knowledge
than direct proofs?

Interviewpartner 2: No, I would say that counter-examples are quite often more con-
vincing than the proofs, because — the proof, because usually, they are more focussed.
Uh — the proof that — of the fact that this is a counter-example is usually much shorter
than the proof of a general statement — uh — so they are somehow local. They do not
reveal you where exactly was your mistake in the long, previous proof, but they just tell
you that — in rather obvious ways that the statement you believed before is wrong. And
if the statement is wrong, then something was wrong with the proof. So, it is a kind of
roundabout way of finding a mistake in the proof — you didn’t find it, you just say ‘No
no no, this cannot be [save (undeutlich)|’. So, counter-examples in many cases are more
convincing, but preceeding proofs |... (undeutlich)].

EMH: A comment I got on this scenario was ‘How important is the Jones conjecture?
How large is the community?’. What do you think about this?

Interviewpartner 2: Well, probably it agrees — I — I’'m not sure I — I interpret it
correctly — but probably it agrees with what — uh — I was saying that process by which

the truth, or otherwise — um — statement, is verified by a certain collective verification
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process. The size of the collective, and in particular the fact whether there are good,
honest professionals in the [community (undeutlich)| — it depends on the importance
of something. If just one person asked the question, another proved it and a third one
checked it, probably a community is not — uh — big enough in order to — to convince
everybody else that everything is ok. So, the importance of the question is a parameter
which — uh — influences the size of people who seriously |...(undeutlich)|. So, if this

interpretation is the same one which was in mind of this person, then I agree with him.
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Teiltranskription von Interview 3

e Durchgefiihrt im Januar 2008

o Gesamtdauer: 1:47:44 h

Transkription des Interviewteils 14:00—23:30 min (allgemeine Fragen)

EMH: Do you have any comments on the scenarios?

Interviewpartner 3: Uh — no, they — uh — they are realistic, I think, and they — they
are funny sometimes and — uh — yeah, and uh — so — so — so at least for one of those
scenarios, or maybe for two, I — I have seen — uh — how you discussed this in your report
and — uh — what general scores where — and I — yeah I — uh — so — so there are two matters
— so the objective truth of a theorem and the subjective feeling about being true or not
and — uh — yeah, that — that can change — change in time — and — uh — that’s — uh — how
you evaluate — uh — the truth or the probability of truth of a certain theorem. So that —
uh — that’s how things work and — uh — yeah, so — uh —so, I — I don’t see contradictions —
uh — between that you first think the theorem is true and then next think — uh — theorem
is false. Because you can have overlooked — uh — some — um — detail of the proof — there’s
some error in the proof and — [which will (undeutlich)| come out later.

EMH: Did you ever experience a similar scenario?

Interviewpartner 3: Yeah, yeah, quite recently, or maybe one year ago, I had — uh —
submitted a paper to a journal and — uh — yeah — some theorems, and of course I think
that the theorems were true when I submitted the paper. And then the referee discovered
an — an error in one of the proofs — he didn’t say the theorem was wrong but then —
uh — I saw that even the theorem was wrong, but I could repair — modify the theorem
— um — correct — with a corrected proof and — uh — yeah, then the referee also agreed
that — uh — that the new theorem — um — had a correct proof so — so — um — of course
I — T also believed then that the new theorem was true and — uh — I think — uh — then
the paper was accepted, and — uh — I have not seen other objections by anybody so,
yeah — so that — so I have such experiences myself, yeah. [I don’t know (undeutlich)],
I think that’s the way mathematics works — uh — on the one hand there is a kind of
general agreement among mathematicians — um — about truth in — um — mathematics
and correctness of proofs, but when you write down proofs yourself — uh — or — um —
you always write them down in a — informal way and not in a completely formalized
way, so you may have overlooked — uh — things by which they are [...(undeutlich)| and

— uh — only — uh — if other mathematicians look at the proof — and — uh — yeah — as
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many as possible — uh — then the certainty that the proof is correct and the theorem is
true will — uh — increase — I mean — uh — but even then — uh — even — um — theorems
which have been published long ago and — uh — many people have looked at it, but if —
if the proofs are very long and technical then still — uh — much later — uh — there may
come up some error in the proof and — uh — and — uh — well, if it is a theorem which
has been used often, then if the theorem is wrong then the chance is big that by — that
by using the theorem some contradiction has come up, but if the theorem has not been
used often then — uh — then it may have been remained like this and — uh — yeah — uh
— until someone is — uh — wanting to use it and checks the proof and sees that there
is some error and tries to — um — correct it and then finds that — that the embedded
theorem is really wrong because he can find a counter-example or something like that.
Yeah, that’s the way mathematics works and — yeah — way around is to — to write down
completely formalized proofs, but that’s usually too tidious to do and — um — or to — um
— to work with computerized proofs and — well, that’s a new development, I — I — have
no — uh — experience with this except computer algebra, and that’s only verifying part
of a theorem and not a completely formalized proof.

EMH: How would you define formal proof, what does it mean to you?
Interviewpartner 3: Well, that every logical step is inside the — uh — inside the proof
so so it — it must be also in very — very phrased in logical terms.

EMH: Would you say that in one of these scenarios, formal proving played a role?
Interviewpartner 3: In one of these scenarios? No, I — I don’t think in one of your
scenarios you had — uh — completely formalized proof — uh — no.

EMH: What would you call a formalizable proof?

Interviewpartner 3: Well, a formalizable proof. So, I tend to believe that — um — that
— um — every correct mathematical proof is also formalizable, and — uh — now — but —
but — say for — uh — the proof of Fermat’s Last Theorem it may be a very long job to do
that.

EMH: Would you say that the proof about the classification of finite simple groups is a
formalizable proof?

Interviewpartner 3: Yeah, so — I may distinguish between formalizable and correct,
S0 — so, while you are formalizing it may turn out that it’s not correct — or — or — yeah,
but — um — yeah, I think in principle, it’s formalizable, this classification of — uh — finite
simple groups, yes.

EMH: What does ‘in principle’ mean?

Interviewpartner 3: Well, it — with the present technology — uh — so — so, just — just

by hand, it’s — yeah — it may not be doable for one person in a lifetime and — and maybe
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even for — for this group of persons who have been working on this it may not be doable,
but — um — maybe with advanced future computer technology it may be doable, yeah.
EMH: Would you call a proof which turns out to be not formalizable still a rigorous
proof, or not a proof at all, or ...?

Interviewpartner 3: Yeah. Yeah, but — but — yeah, I believe — but that’s maybe
somewhat naive — but I believe that — that every proof is formalizable — uh — and — every
correct proof [unterbrochen]

EMH: O.k.

Interviewpartner 3: Yes, yeah.

EMH: So, not only the proofs that are there at present, but also —

Interviewpartner 3: Yeah, yeah.

Transkription des Interviewteils 24:50 min — 38:45 min (Fragen zu Szenario 1)

EMH: The general issue behind scenario 1 is refereed proof as a warrant for mathema-
tical knowledge. What are your comments on this more general issue?
Interviewpartner 3: Uh — yes — uh — having checked it by a referee — yeah — is a good
thing but — uh — yeah — so — you have only a few — um — possibilities for choice here, and
here I said ‘yes” — maybe — um — I was now — um — going into the skin of — of John, and
John is just a beginning graduate student and I think, John would really think ‘yes’, but
— I as an older |person| — um — yeah — would — yeah — I think that there is a probability
— um — for each result — uh — for each theorem — um — if it is true, and — um — yeah — so,
maybe from my point of view, not from the point of view of John, but from my point of
view, I still would think ‘almost surely’, so with a very high probability but, well, then
the referee — um — might have looked at the paper only in a superficial way, then it may
have been only one referee and — so — still there may be some doubt — yeah — yeah — but
John as a beginner would certainly have thought ‘yes’ here — yeah — yeah.

EMH: This was on question 4.

Interviewpartner 3: Yeah. So, in general, as I already said — uh — the probability that
a theorem is true, and that — uh — well, theorem is true if the proof is correct, so the
— so the — the probability that the proof is correct increases as — as more people — um
— have looked at a proof — uh — or — uh — not |only (undeutlich)| more people but also
— uh — better people — um — better mathematicians, so maybe the better journals [they
work with (undeutlich)| better referees, or there could be more referees and so, for — for
a very important result there is a whole team of referees, and — so like Fermat’s Last —

um — Theorem — um — so then, if the referees agree — um — then — such a big — uh — high
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level team — then the probability is very high that it is true, but, on the other hand, if
the theorem is — if the proof is very long and complicated and technical, of course then
it is again more chance that something has been overlooked. So, on the one hand the
probability increases if there is a high level of — team of referees, but — but — uh — as the
proof is longer and more technical, it — um — decreases again, by this compared to rather
— um — theorem with rather short and — uh — elegant proofs, yeah — yeah.

EMH: I will now show you some of the results from scenario 1 I got from the posting of
the online questionnaire. Do you think the other way of answering [zeigt auf Profilkurve
von Cluster 3] is consistent or plausible, and could you explain how you answered here
[zeigt auf Profilkurve von Cluster 1|7

Interviewpartner 3: Yeah but if you — I've answered here very positively — uh — then
— so — after the paper has been accepted, John knows, or knows almost surely, that the
Jones conjecture is true, then he will stay in this opinion until — uh — someone comes up
with the counter-example — so — so — um — yeah, so I think, this is contradictory, if you
say here in question 6 (QJones6) ‘yes’, and then in — uh — question 8 (QJones8) — uh —
‘no’.

EMH: Ok.

Interviewpartner 3: So — yeah — so my — yeah, because you ask here about subjective
opinions, John’s opinion about — uh — the truth of the — uh — conjecture. And — then —
you may also say that this is an — uh — objective truth about the Jones conjecture, but
you didn’t ask about that, you asked about subjective opinion.

EMH: So you took the point of view of John throughout the whole scenario?
Interviewpartner 3: Yes.

EMH: When I interpret this way of answering (Cluster 1), I might derive that objective
truth is not necessary for knowledge. People answer positively that John knows that
the Jones conjecture is false after this counter-example appeared, and at the same time,
having the same information, answer that he knew that the Jones conjecture was true on
the morning before the talk. The Jones conjecture cannot be true and false at the same
time of course. Would you agree with that, or do you have another comment?
Interviewpartner 3: So, objective truth is not — 7

EMH: Necessary for knowledge. I would try to derive this from this way of answering
(Cluster 1). Would you agree with that, or would you say ‘no, it’s not possible to infer
this’?

Interviewpartner 3: Uh —yeah — well — um — well, I — uh — I believe in mathematics that
there is objective truth, and — and it is general — um — we generally try as mathematicians

to — to come as closely to this objective truth as — um — as possible, but — uh — yeah
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— we may fail in this — and — uh — for a while and then — yeah — may correct or be
corrected later, so — uh — yeah — there may be a tension between objective truth and —
and subjective truth, so — uh — yeah, I don’t know if this answer — or maybe I have not
understood you question completely — correctly — yeah — yeah.

EMH: Just when you say ‘I know that a certain statement is true’, does this imply that
the statement has to be true objectively or not?

Interviewpartner 3: Um — yes — uh — well, maybe sometimes I say ‘I know that this
mathematical statement is true’ but — uh — yeah — and sometimes the — uh — these
statements are — have so — such easy proofs, and so many people have already — um —
checked these proofs that it is really almost absolutely certainty that it is true, but —
uh — it is also annoying to say everytime ‘I know almost surely that’” — uh — ‘it is true’,
but — um — as I said before — um — subjectively we are converging, we — or, we try to
converge to the objective truth, and — uh — yeah — depending on the statement, we may
be closer or — or less close — uh — so — but there is a certain probability that — um — in
our subjective — um — feeling — um — if it is true — um — yeah — so — [lange Pause| — yeah,
I think I just repeat my words |... (undeutlich)| — yeah.

EMH: There is another general theme regarding this scenario: counter-examples as
a warrants for knowledge. Would you say that counter-examples are generally better
warrants for knowledge than direct proofs?

Interviewpartner 3: Yeah — it — uh — depends on the — if — if the objective — uh — true
statement is — that something — um — is not general — that is not generally hold, then
of course this can be — um — the easiest way to proof it is by counter-example. So if the
Riemann conjecture is not true then — um — yeah — then it would any easy way to prove
it by counter-example, by giving this ones — this zero which is not on the critical line.
Yeah, and — yeah. But if you have a true theorem — um — objectively true theorem — um
— which says that in all cases, something holds — yeah, there are infinitely many cases,
then — uh — yeah — then there is no way to proof it by counter-example, but for the —
you have to use another way to prove it. But — but as long as you are not sure about
the truth then — uh — yeah — then you are — yeah, maybe somewhat depending on how
much you are believing that it’s true, but — if you are not yet very sure, then you — um —
will move — or — uh — try things on both sides. On the one hand finding — trying to find
counter-examples, on the other hand trying to find proof.

EMH: One comment that I got from one of the participants of the first study on this
scenario was “How important is the Jones conjecture? How large is the community?”.
Interviewpartner 3: Yeah — that — I also said that — so, how many people, and — uh

— how well qualified people have looked at this, and — uh — yeah.
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Teiltranskription von Interview 4

e Durchgefiihrt im Januar 2008

o Gesamtdauer: 1:55:53 h

Transkription des Interviewteils 16:45—-36:18 min (allgemeine Fragen)

EMH: Do you have any comments on the scenarios?

Interviewpartner 4: So one thing — math is — in — in a sense is — is something personal
— uh — I’'m not really interested if other people understand something — it — it’s — if I
understand something, then it’s something for — for me, something I understand. So —
so the questions of whether somebody understands something don’t mean that much to
me. This is all about other people and — uh — other questions would be: when — when
do I und — think I understand something? And this — this will probably depend on — on
lots of — of other things. So these — it’s — it’s hard to answer these questions, in a sense.
EMH: Could you give some details: What would this depend on, when you say ‘a lot of
other things’?

Interviewpartner 4: Um — so — uh — I don’t — I'm not sure, I can refer back to some
of these scenarios?

EMH: Yes, of course.

Interviewpartner 4: So — so in scenario — um — scenario 1 and 2 were — I think it was
2 — was — was the guy with the —

EMH: Scenario 2 was with the picture.

Interviewpartner 4: — with the picture, yes. So, he — he reinterpreted things. He looked
at — at the topic from different sides. This is not in — in scenario 1. And — and certainly,
when I — when I'm looking at — at something, I'm — and — and think or am enthusiastic
that I proved something, I don’t think that I proved something, or I would think that I
understand it. I try during — probably during next the — certainly if it’s a relevant thing
— during the next few weeks try to shoot holes in it, look at it from different directions
— uh — ask questions why — uh — why isn’t this true, why does it work this way not that
way, if — if — through different angles — try to convince myself that it’s actually true —
that — that it has to be true, by looking at it from different sides. And — and that was
only apparent in — in scenario 2, so I — I think I was slightly more confident in — my
answers were slightly more confident — did I do that? — that the understood the theorems
in scenario 2. [bléttert] But also these things are — uh — it’s all — one night he — he thinks
he has something, and the next — uh — the next day, all kinds of things are happening.
I — uh — I myself — [that I was (undeutlich)| I partly was thinking about — I'm only
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convinced that something is true, if I — during a longer time look at it and — and — half
— half forget the thing and — and — and reiterate the — the argument later. So, that’s the
type of comment I didn’t see in the scenarios but it — that’s something I — I usually think
about.

EMH: Did you ever experience a similar scenario?

Interviewpartner 4: I suppose so, possibly all scenarios, but I've — I've also found that
— that I had to come back to my idea that something might work — um — later on, so
that’s [what (undeutlich)] — why I'm af — I’'m always a bit more careful- uh — certainly
in the — in the moment — [where (undeutlich)] all these people and I would also be very
enthusiastic that something might be true, but this enthusiasm also makes that you’re
less careful in — in trying to shoot holes in — in the argument. Uh — so — so, this type
of this — this last guy who — who almost died, and — and has all this knowledge and
intuition and so on, but the mere fact that he thinks he needs one or two years to work
out everything in detail — uh — I — I would never think that I — I proved a theorem if —
if I knew it would that long to fill out the details, then I certainly wouldn’t believe it.
EMH: Is there a special anecdote that comes to your mind?

Interviewpartner 4: Not really, but it — it — um — it has happened that — that — uh —
when I wrote something out, thinking that it was relatively detailed, that still, the — the
next line, I looked at it, or — or that even — even once that the referee looked at it, that
there were — uh — somewhat incomplete arguments, which I still had to — had to work out.
Uh — so, in that sense it’s — it’s a — it’s often, at — at least in my case — I work a lot with
intuition, so the — the formulas and pictures combined together to work out something
—uh — and in — you have to be very careful with intuition, so I — I always — I — I need
a longer time to check and work out the details, and — and I have found on — on some
occasions that — uh — looking — looking at what I did a few weeks later, say — uh — the
worst parts which I thought I needed to — to work out more in detail. Often an intuition
is somewhat correct, but — uh — it turns out to be almost always correct, but that’s not
the same as — as giving a — a detailed proof that other — other mathematicians can — can
check. And that is a more time consuming — consuming process. This has happened in —
just in daily work, this happens.

EMH: What would be formal proof for you?

Interviewpartner 4: So, in — in a sense — uh — I don’t know what a |[... (undeutlich)| —
uh — I'm happy when I’'m convinced that something is true. [lacht] Just said, this — this
is a — at one time I may be kind of convinced, and — and later on, I may still find that
there are some details to be precised — um — and no mathematician works from — from

axioms and — and — uh — clearly indicates what at each step goes into it, and what’s the
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conclusion to the next step, it — it no longer works that way. Um — so I’'m not sure about
— uh — the formal proof is probably different for — uh — for different mathematicians, you
asked what it means for me, I think. [lacht] Um — it’s — it’s a bit hard to tell. So, I — I
have to be convinced that it’s true, I have to be — uh — able to look at it at a later time,
and — and still re — be able to reproduce the — the arguments — um — I have to be able —
uh — to understand both the — the global picture, that was also in one of the scenarios,
uh — so, to have an overview — at — of — of the proof, explain to myself what the global
idea is and why it works like — like this, and also to be able, and that’s the details, to
follow the proof from — from step to step, the logical consequences, but in — in practice
you — you don’t always write down every tiny detail, because that takes too much paper.

Um — does — does that come close to an answer?

[Die restliche Aufzeichung dieses Interviews konnte aufgrund zu schlechter Tonqualitét
bisher nicht transkribiert werden. Ich verwende in den Kapiteln 4 und 5 ausschliefslich

Ausziige aus dem transkribierten Teil des Interviews.]
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Transkription von Interview 5

e Durchgefiihrt im Januar 2008

o Gesamtdauer (beide Teile): 2:09:52 h

Transkription von Interviewteil | — 13:35-45:36 min (allgemeine Fragen)

EMH: Do you have any comments on these scenarios?

Interviewpartner 5: Yeah, I wasn’t quite sure how to interpret these questions — so —
what — what exactly was meant that someone did know or does know — um — it is — uh
— I — uh — well, I rather interpreted it as — uh — the — the level of belief — of — that this
person had about his work. And — um — and as — so the change of [|hope (undeutlich)]
between the stages of — of the work on a mathematical problem. Right — yes, otherwise
it’s — um — yeah, ok.

EMH: Did you ever experience a similar scenario?

Interviewpartner 5: Uh — yes, surely — it is a very standard situation, and a very
sensitive — uh — a problem to most mathematicians. I don’t know — I — uh — I used to
envy mathematicians who are — uh — who can write down proofs they start to believe
once these proofs are on paper. And — so — I understand — uh — there is a skill of
mathematicians who do completely believe their written proofs and who — uh — rather
believe the sort of pictures that they have in their minds. And they have a general sort of
graphical and intuitive idea why this statement that — um — they are trying to establish
— why it is proof or why it should be proof — sorry — why it is true or why it should be
true. I personally don’t really believe in written proofs — um — because it is — it is only
theoretically possible to check a proof line by line and so get confident that this is correct,
while it is rather — the right way of understanding the contribution that this new proof
brings to ask yourself and ask the person who delivers the proof question of why this
time — uh — there is a successful solution to the problem — uh — there is a proof — has been
found. And — um — in the previous fifteen years — or five years — or whatever the story or
— uh — how long the story was, nobody succeeded in proving this. So what is really new,
what is the new idea that — uh — has been brought with this proof? And if you see this
idea, if you feel that there is really a new contribution that makes something work that
previously — uh — did not work. Then — then you see that there is a great chance that
now there is something that wasn’t before. And — um — and if you — uh — suspect that —
uh — solution is to easy — you know — it is sort of too good to be true — and this is sort

of a — uh — test that you can put. And — uh — also — well, of course it is a huge problem
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in mathematics of how you check proofs. And — um — all working mathematicians of
course have experience with this — say in capacities of referees, of papers and so on —
and — and there are — so for me, for example, methodology of how to referee a paper,
on — and a question of correctness. That — um — I would sort of start to read it — well —
first, introduction, start — trying to understand what exactly is the statement that is —
uh — has been promised to be proved in the paper. And once I do understand this, I go
in the back of the paper where the proof ends, and see — and try to find — uh — the key
argument that made the proof work. And — uh — if, at this stage, I don’t see exactly why
this argument works, then I go one step back and see — uh — what is the proof of this
key argument is based on. So, what is the previous step — was the previous step. And if
I still — if I'm still suspicious that — uh — something is — uh — I don’t quite believe the
argument given there — looks quite suspicious — I go a step back again to the beginning
of the proof, and in this way, in this chain of proof I — I'm trying to find where it breaks.
Or, if it’s non breaking, I would see the spark of — sparkle of new idea that finally makes
it work and makes me believe that it works. Uh — and then — uh — ok, I can check for
example quality of writing of intermediate lines that — uh — I can confirm that — uh — I
can believe general technical details. But the crucial thing is to see whether there is an
idea, and — uh — so, for me mathematical proof are not what they — uh — mean in formal
sense. So I don’t believe that it is possible to have — uh — a theorem — well — really big
theorem checked line by line. Uh — so — this process that I tried to describe is only part
of what I believe is a true test of correctness of mathematical statements. It is more or
less through digesting this theorem in mathematical practice. So you see if you — uh — if
— say, in one of these scenarios people started to play with this theorem — in — that to use
it in mathematical practice — so, it is like a complex thing that people try to use in this
position and in that position, and in this regime and in a harder regime in — uh — say —
like a car that you take with you in desert or wilderness and ride it. And if it — uh — if
it’s wrong, than you will spot somehow it doesn’t fit into some of your non-mathematical
context. And this is basically how — so — how things are being really tested and errors
are discovered. And if there is the — sort of — sometimes, it might be a kind of a finite
statement, which sort of ends the line of inquiry into mathematical problem. And there
is the proof that has been accepted — and — uh — nobody the — after that cares about
using this. Then this would be — uh — suspicious situation. After few years I would — uh
— and even people who worked on this theorem would loose their confidence in the fact
that the theorem has been proved, if it hasn’t been in use. That’s just my experience,
and that’s how I do mathematics and teach my graduate students and also help them

out in situation when they fall into this sort of traps — you know — I had recently — well —
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communication with another — a student of mine who found a mistake in his proof — so to
say that he believed he — was working — well, usually this just means that people found
some — uh — so, when people claim they have proved something, this often can be just —
uh — that they found some maybe even crucial steps towards the proof — and — uh — either
— uh — on the level of writing down this proof, or could be on the level of refereeing or
something that a gap in the proof or just error would be found which doesn’t necessarily
mean that this does destroys completely the existing proof or the existing argument. It
quite often means that there is — that something has been done half way, but then — you
know — but it was to quick to announce the full proof. So what’s — just deceptively looked
like full proof but was only part of the proof, but — uh — which nevertheless means some
problems. So, often — um — just unsuccessful proofs are — are just beginning of something

more successful.

EMH: You said that mathematical proof is not formal proof to you, or mathematical

proof does not work in a formal way, right? What do you mean by ‘formal proof’?

Interviewpartner 5: Well, you see, [...(anonymisiert)| I even teach students what
formal proof is. And we are supposed to know what — what proof is. And the definition
as such is that you have — um — sort of well written system of axioms that — um — are in
the foundations of your theory or are given to you — um — and you — you have — um —
sort of fixed inference rules or — um — well understood inference rules, and so you work
within this framework, and step by step produce the facts and — uh — however which end
up with a theorem. And — uh — as I said it — it is grossly simplified definition of what
happens in practice. That — uh — of course in practice, when we know that there are now
proofs that are ten thousand pages long, and we even know that people who announced
this proof to be correct — well, some of them are long dead by now — and the proof is
known not to be correct, and nevertheless the — you know — it is now kind of matter of
belief that people really believe that basically it is correct, and so, the — it is a work in
progress that polishes the proof, and I — personally I like to use this expression that — uh
— that some proofs are locally everywhere wrong, but globally correct. So, you can even
have — say — proof consisting of a hundred of lemmas, and thirty of them are wrong, as
written, but — uh — that’s not the point, it is just the errors in writing down. In — um —
you know — there is a big picture, there is the real understanding of why it is true, and
then, it is the process of writing down these details, and not all people are good in this.
I — I know of — say — one of my recent graduate students is almost incapable of writing
down proofs. But he really knows mathematical truths. It — uh — he was my only student
whom I could ask about things that I didn’t know, and once, he would come up with an

answer, which he often would. Um — I would know that this is really true. And then the
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problem is to extract from him why — why it is true — which — which is the proof, right.
If you can extract from — uh — from the pictures that it is true — from a general idea that
why it must be true, you want to extract more and more detail — why this is true, why
do you believe that this is true, and — can you — um — check this in — um — could we
check this in detail that this is true — um — and if you do this to the end, then you have
a full proof. But often it is rather deceptive that — such things. But again, it is — you
know — I'm — uh — I believe that it could be — um — you know — very individual way of
thinking about mathematics. I believe that — uh — most mathematicians are much better
with actual proofs — uh — than I am. But it is just my individual believe that that’s what

goes on in reality.
EMH: Can you make any sense of the term ‘formalizable proof’?

Interviewpartner 5: Well — yes, this is — um — this is more or less maybe this — this
story I have been saying about this inf — very informal student — very informal person —
or, there are well respected mathematicians which — which are like this. I think it — you
see — it very much depends on — both on style of mathematician, on a personal — uh —
well — temper maybe — uh — it — attitude of particular mathematicians, but also — uh —
it — uh — depends on the field — uh — on the field in mathematics, where — uh — in some
fields, uh — proofs are very close to be — uh — very close to be formal proofs, so — uh — and
— and this would be — field where you can do calculations from the beginning to the end
—and — uh — usually algebraic calculations. And — and there are much less formalizable
fields where — uh — well, usually would think of geometry — where you really have to
operate with very complex shapes, and rely on your — uh — geometric imagination — well,
doesn’t have to be geometry and algebra — um — but — uh — well, few years ago there
was the millennium lecture by Michael Atiyah — uh — were he — uh — expressed some of
his ideas about — um — different approaches to — uh — to how to do mathematics, and
how to — um — get results — um — which in the end — um — always are called theorems in
mathematics, and he says that there is a way — there are two sort of diametrically — um
— well, two opposite approaches to — to this. One is algebraic, and one is geometric. And,
algebra — you do algebra when you need lot of time and almost no space. Which means,
when you do on a small piece of paper, you do calculations step by step with the aim to
finish at a certain figure or certain combination. And the — um — opposite approach is —
is geometric one, and — which needs space, and no time, and — space, you need to see a
picture — uh — just once, as a whole. And — and this just comes to you as — as a holistic
picture with — and you see that — that it is right. And then you know that — that there is
the theorem behind this picture. But to work out this theorem, you would need algebra.

So you would need time to — to put it in these details. But both are present in every
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day mathematical work, but can be present in different people in different combinations.
And, also it’s present in different proofs in different combinations, and in different fields
of mathematics. And, uh — so for example — uh — physicist, or mathematical physicist,
who are very close to mathematicians. And mathematicians often — um — sort of wander
into these areas where physicist work. And — uh — what is a proof for physicist is not a
proof for — for mathematician. And — and so there is a similar — uh — scale inside the
mathematical community. Or — but somewhere, in the very — on the very, maybe bottom
or very top of this scale, there are proofs which are hundred percent correct, and — uh —
hundred percent formal proofs. But I suppose that these would be proofs of very simple

statements.

EMH: Would you still call proofs that are somewhere in between these two extremes
formalizable? Would you say that, in principle at least, all mathematical proofs that are

accepted are formalizable?

Interviewpartner 5: Well, I personally — uh — believe that real proofs — uh — I mean,
proofs of real mathematics, mathematics that are of interest to people, and not — not just
test examples or — uh — high school examples, but real — um — mathematics that people
work to extract knowledge. Uh — the — uh — I don’t expect that to be formalizable — um
— well, in real terms. Well, when I say ‘in real terms’ — well, this — um — yeah — well, it
is — you know, what — what I’'m saying is probably not quite mathematically correct —
uh — statement — well, I'm — I’'m not trying to say ‘mathematically correct statement’, it
is more like I'm trying to formulate my individual philosophy. And, as I — as I already
said, my philosophy is that — um — even if it is possible in — in theory, uh — which — uh —
but, even this I doubt — uh — I don’t think it is — it — it is clearly impossible in practice
to put anything real in a formal — um — well, in — in a formal proof. It is — well, let me
— let me just compare it to — um — another quite similar situation. It is — so — um — to
— to check the correctness of — of mathematical proof, it is like — um — to write down
a software program that operates, in this case, some complex system. And — uh — you
can certainly do it in practice — do such thing in — uh — in practice — and — uh — it will
work, and — um — if — if your mathematical practice — uh — if your system worked on —
on something which — which has only finitely many — um — combinations in it, then you
can be sure that — you can — you can feel that you can check at least it — verify, that in
the end, it works as — as it must. But you know that in practice, there is always room for
small errors, for — because it is many people working on this — and it is — it is multi-layer
system, that, even if you are hundred percent sure in these last steps that you yourself
has done, uh — you used someone’s — um — previous small blocks and statements, and

— um — whether you understood the meaning of this in the same way, or there ways a
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slight difference in understanding and at some later stage, you have to — um — if you are
going to do it really seriously up to the end, you have to clarify, you have to formalize
this thing and that thing and so on. So, there is always a room that — that your system,
your software, that — um — you know — takes care of how the airplanes — um — fly and
so on, have — have a probability of having some error inside, which — which each of this
error could be corrected, and basically it is a correct system. But — um — correct in the
same way as — you know — this — this complex system written down by — just by — maybe
hundreds of people. And — and it is written down as a formal system, one by one, and
each of this can be checked and understood. But altogether it is above of our — um —

ability to understand.

Transkription von Interviewteil 1l — 0:00—23:43 min (Fragen zu Szenario 1)

Interviewpartner 5: Zwischenkommentar in der Pause: 1 don’t know — maybe it is
quite — uh — arguable what — um — what I answered. Uh — yeah, I think that we — we
still do believe that — uh — or we — um — maybe I — I shouldn’t think of myself as a
mathematician if I don’t believe that the proofs are formalizable. I think — uh — I think —
uh — we act on assumption that the proofs that we produce — that they are formalizable.
Although — uh — of course — uh — formalizable not in real time. That’s probably more —
uh — honest answer. Or maybe more — more true answer.

EMH: (Fortsetzung des Interviews) In this first scenario, the more general issue is that
of refereed proof as a warrant for mathematical knowledge. Do you have any additional
comments on this general issue?

Interviewpartner 5: Well, it is — it is — um — in agreement with — with — uh — well, I
tried to fill in these boxes in agreement with — with what I said later that — uh — you know
— even if it is a refereed paper — uh — that — uh — went through all the right procedures
— uh — one cannot be — um — hundred percent sure that — uh —that it is correct that —
uh — some people say that final responsibility lies — lies with author. And in the — uh —
in the depth of his or her heart the author feels — uh — if — uh — if everything is ok with
— uh — with a paper — uh — and must know — um — if — um — if there is someone that
he hasn’t checked properly — uh — hasn’t tested maybe properly. Um — yeah, so — so this
sort of story — uh — absolutely doesn’t surprise me.

EMH: You mentioned before that you were not sure about how to interpret the questi-
ons, this ‘know’. What interpretation did you choose? Did it change for some scenarios?
Interviewpartner 5: Yeah, as [ said — uh — yes, so — um — I — I would — I replaced this

verb ‘know’ by the word — uh — ‘believe’. That — uh — that — uh — at various stages of
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— uh — of — proofs and — um — of the proof process and — um — presentation of results
— um — you have this feeling that you believe — and some mathematicians just say this
that — um — I believe in this statement — uh — I — I buy this — um — statement or I do
not — and — uh — yeah — so — so for me, this — this scenario shows — um — it is a possible
scenario of how it can develop that — uh — how it — uh — a change of mood that you
start with firmly believing that now you know why it is true and — um — and then the
next moment you have doubts and — uh — although you see formal — um — lemmas and
intermediate — um — calculations seem to be working, you — you start feel that — that
something is wrong maybe with picture or — um — with — with some details that — um —
might be more complex than they looked — um — initially and so on.

EMH: Which point of view did you take when you answered? Did you take John’s point

of view or did you take the point of view of an external observer?

Interviewpartner 5: Yes, I think that I — um — I interpreted this ques — this questions
as asking about John’s point of view. That — uh — if I were in his place, and — uh — what
my feeling might be in — uh — in this stages of the process.

EMH: [beschreibt die Resultate der Umfragestudie zur Schliisselszene von Szenario 1]
Could you say a few words about why you answered exactly this way [zeigt auf Profilkurve
von Cluster 2|, and then tell me if you think that the other ways of answering [zeigt auf
Profilkurven von Cluster 1 und 3| are still plausible, or even inconsistent in your view?
Interviewpartner 5: Well — uh — you see — the main difference is that — yeah, actually,
the only difference with the first group [entspricht Cluster 1] is that in the — in the
answer to — uh — the question that — uh — after the counter-example has been found
that — uh — does John know that the conjecture is false. Um — I don’t think that he —
well, I would necessarily believe immediately that the conjecture is false. I think that —
um — what — what might happen in — um — in cases like this is that — uh — that the
theorem — say, can be salvaged at this — that — it might be that the conjecture is false
as it stands. But — um — so, this — the counter-example — we should look closer at the
meaning of counter-example, work on — on this, and — um — and see if — um — maybe —
maybe there were two different ways of formulating this conjecture — uh — and sometimes
— well, some statements can be — uh — false — um — in — in their formal interpretation,
but — um — in the way what — what you really want to know about the things they —
they can be and should be corrected. And in this form — uh — they’re right. So, if — uh
— you know — if the theorem has — has some history, if — if it is not just — as it looks in
this case, that some statement that — uh — really — that actually nobody worked with, so
rather sort of superficial statement which has answers ‘yes’ or ‘no’ and that’s it, then of

course this is probably what — what should be right answer. That once you have shown
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a counter-example then you give up and say ‘that’ — uh — ‘that’s it’. But if — if it is
really — uh — deep — um — statement, and really deep theorem that was the proof of this
conjecture which by the sound of it it must be because it is something that — um — well
the conjecture was worked for many years — um — is it — yes — um — well, in this case it
doesn’t say — so, fifteen years was in the — well, anyway, if — if we think of it as — as a —
something that has history and — uh — has a deep content in it, then this often can be a
case that something can be salvaged from — from — uh — from existing proof. Right — so,
now you also wanted — um — to — um — to say how I see this yellow [entspricht Cluster
3]7

EMH: Right.

Interviewpartner 5: Well — uh — I — I see the meaning of this answer in that — that
people — maybe by answering so, they just — they interpretation of what ‘know’ means —
what does it mean that John knows — that, he falsely believes that he knows, but — uh —
in fact the — he didn’t know. Because for — uh — for mathematicians who answer — who
think in this way, to know is to have a real proof. And so, if — if the proof was incorrect,
if the proof was — um — deceptive, then actually John didn’t know what — what he was
doing. Yes, but, as I said, I — my interpretation was that John sincerely believed in —
and — um — yes, so, this is just about the meaning of this word ‘know’. I know of these
mathematicians who — who — uh — firmly believe that if a mathematician worked on a
theorem and — um — finished the proof, and says — um — ‘that’s the proof’ — uh — ‘the
final point in the proof, and now I know that this is correct, because I — I finished the
proof’, and I think it is very naive to — to think that — uh — this is the end of — uh — of the
process. Uh — it — it would never be true for — for human beings. And — uh — moreover, I
— uh — of — of these examples — um — in — in my life experience, of these people, who — um
— whom I also respected for — for their firm stance on — on this — that if mathematician
says ‘yes, this conjecture is true’, then it can only be based on — on his hundred percent
correct proof, and this mathematician never makes mistakes. And then — um — five or
ten years later, I — I just found that — um — the same very respected mathematician
published — um — a incorrect proof, which was just proof of false statement, that — and
— um — you know — this is just ordinary human story. So this is the difference between

interpretation of ‘know’.

EMH: There is another issue behind this scenario: proof by counter-example versus
more or less direct proof. When you find that a theorem is not right as it stands by
showing a counter-example, do you think that is a better warrant than showing that a

theorem is correct by proving it directly?
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Interviewpartner 5: Proving that the theorem is not correct? Uh — what — usually —
in — uh — also in formal terms, ‘statement A is true’ or ‘statement A is false’, both are —
uh — statement about validity of something at the same level. But — uh — in — in practice
— I mean — in fact, these can be different quality of — of statements. Usually, what people
call theorem it is some — some universal statement. And counter-example — uh — gives a
particular example when this universal statement fails. So, in this sense they are not —
um — at the same level. But — uh — it also is true that usually — yeah, counter-examples is
easier to believe. I think first of all because they are much more concrete — um — usually.
Um — so you — uh — it — it is a kind of things that you can — uh — touch with your hands
and check it — um — just by turning it over — |... (undeutlich)] into it from each side, and
— and so you see it as a concrete thing. And theorems — uh — as opposed to this is — is
usually more abstract statements and so more difficult to — to prove — to check. Because
you — you have to give argument that shows that whatever examples, it is always the
case. Um — so — yes, but — uh — yeah, the issue of counter-examples or examples are — is
—is — yes, of course is quite important in mathematical practice in the sense that — um
— it is — gives you confidence that — um — that it — because it is more concrete level of
checking — well, in this case falsity of some statement. But — uh — yeah of course there
are theorems that sound like — um — there is something that has certain properties. And
to prove such thing, you really have to produce — uh — a counter-example or series of
counter-examples with this property — um — yes, and when it is — when it is a different —
difficult thing, it is usually also difficult to — to check that this — um — the — the submitted

— uh — counter-examples they possess all these properties that were promised.

EMH: One comment I got on this scenario was: ‘How important is the Jones conjecture?

How large is the community?” What do you think about it?

Interviewpartner 5: Yeah, well, it is uh — yeah it is — it is — agrees so — to — with one
of the things that — um — I commented on this except — uh — see, it is — it’s probably the
same question as — uh — if this has been digested in this five years, or even more, which
made — uh — this — uh — former student John — um — established mathematician — if it —
if it has been digested by — by broad mathematical community, and — uh — so — so, this
is exactly how — how broad this community is, and how deep this interest — uh — to —
to this conjecture that has been proved. So, you see, if — if today someone — well, ok, let
— maybe we can go back several years when the solution of Fermat’s — uh — problem or
proof of — uh — Fermat’s theorem — uh — has been — um — announced — was announced
— uh — yeah, of course — of course it is — so many people tried to — um — understand the
content of it, although — I don’t know — three or four really could — uh — read it, and then

the — the rest just — uh — believed — uh — people who — who claimed that they checked

335



the proofs. Yeah, so — so I think — I think this is the essence of this comment, is — is — it
is about — you know — the real process of — um — testing — um — the validity — checking
the validity of — of a statement — of — of theorem is not just that is has been accepted
for publication, it — it went through a process of refereeing, but — uh — how many people
really used it — really looked into it — uh — and adapted it for their purposes — uh — yeah

that’s — um — and this is the same sort of comment.
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Teiltranskription von Interview 6

e Durchgefiihrt im Januar 2008

e Gesamtdauer: 1:41:26 h

Transkription des Interviewteils 13:10-35:55 min (allgemeine Fragen)

EMH: Do you have any comments on the scenarios, or any comments generally concer-
ning your way of answering?

Interviewpartner 6: Yeah — so — um — it occurred to me that — that — um — that it’s
— it’s actually not completely clear to me what your — what your possible answers mean.
Maybe — um — so — so let’s look at on of the questions. So — and — and so maybe we have
to do it all over again. So, ‘Does John know that the Jones conjecture is true?’” and then
—um — then — I — there — so there are two possibilities — I mean — he either knows that
the conjecture is true, or he doesn’t know that the conjecture is true — and — the — then
this is giving like a probability distribution that I add to one of these two possibilities,
and the other possibility is that— that there is like a continuum from — from — um —
knowing and not knowing, and that I’'m sort of placing here at a point in this continuum.
And I have all interp — give the interpretation it in the sec — in the second way. But I
realize that you might mean it in the other way, and — and — I mean that your — that
your question is actually asking the other question. So — um — so that — that somehow
— um — although even John may not know this — but — like knowing is something that
is completely abstract, that sort of — you know — is a state that a person is in without
maybe knowing it that he is in, and then — and that you ask me in what state is — um
—is — is John here — and — and then I give like a probability of being in one state or the
other, and — so I don’t know what — what your — your — this is not so clear from — from
the scenario what you — want to do here — um — yeah — o.k., but anyway — so —so, [ —
my interpretation is that — that there is this sort of continuum from knowing something
and not knowing something whether it is true and — um — and that — that I have put it,
or I think it should be.

EMH: No, I'm absolutely fine with this.

Interviewpartner 6: Oh yeah, sure, but — I -

EMH: It’s just finding out about your own interpretation.

Interviewpartner 6: O.k., yes. So that’s my interpretation, that — I think — that — that
was — was good to — um — to clarify maybe, and — um — yes, and apart from that I — I sort
of can recognize all the scenarios. Uh — uh — I also realize that with the student scenario

—um — I think — there’s — there — I realize that I make quite a difference between sort of —
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you know — um — knowing mathematics as a — um — as — uh — knowing the mathematics
that has been established, like — you know — we know that — um — the moon is — uh — is
a big rocky ball, although I’ve never been there, and as far as I'm concerned it could be
a cheese, but — it’s sort of — you know it’s — it’s sort of cultural heritage and — and that’s
kind of knowledge that is — that makes it sure, while with the — the more research kind
of way it is adding to this body of knowledge, which is a quite different — um — aspect, I
think — I mean — then — uh — yeah — that’s — I mean — then you are really sort of putting
a brick on the building, and — and it’s something else than knowing that the bricks are
in the building — yeah. Ok, so — so that — that sort of — there knowledge is something —
uh — is quite — um — I th — yeah, that’s different, I think. For instance, I — I know that
certain theorems are true, although I certainly don’t know — um — the proof of them,
like — I don’t know — Fermat or something — I mean — I mean, I — if you say ‘Is Fermat’s
Theorem true?’ I say ‘yes’, if somebody writes me a paper as a editor of a journal or
whatever, you have — and — and usually, if it is some — you know you have these [cranks
(undeutlich)| — they send you a paper that they found a — uh — a simple counter-example
— um — then I almost throw it away, without looking at it, right, because I know this is —
this is going to be nonsense. If something el — I mean — on the other hand, knowing my
own — the things I’ve proved myself, I have sort of a much more delicate opinion about
it, because I know that we make errors, and that I made errors, and that — that we have
to correct them again, et cetera, and [sometimes (undeutlich)| you cannot correct them,
like with this counter-example to the Jones conjecture — and — ok, so — yes, that — I think
that’s sort of the comment — and — uh —.

EMH: Did you ever experience a similar scenario?

Interviewpartner 6: I — I have published a — a paper with an error in it, yes. So — um
— and I found out — uh — or — or somebody wrote me about it about a year later or so,
and then it was clear that it was an error.

EMH: And what happened then?

Interviewpartner 6: What then, I said that was an error, and — um — I mean, I — I
wrote to this guy that he was completely correct, and I think, in a later paper I — I made
a referral to this that it was — uh — not correct — it was not very important but it was —
it was wrong, yeah.

EMH: Ok.

Interviewpartner 6: And — and more often — I mean — so — so — um — what you — uh
— this — this was actually when — when doing my PhD thesis, and you learn from this —
from this kind of things that you should be — um — or, of course everybody know — a —

a second year student knows that he should be careful, but — um — you learn something
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about the — uh — yeah, the way to be careful, or — or rather — the — the way that you have
to understand something before you — there are several sort of levels of understanding in
mathematics, I think. You can sort of — if you see a proof then you can sort of — it — start
reading it, and say ok, is it all — can I understand all the co — the — the implications. And
—um — and this can be very clear, or can sometimes be a little bit blurred in that you are
on — on the point of sort of believing it right — I mean — it’s rather than — than — actually
seeing it, and — uh — if you ever write — write a paper yourself then — then all steps should
be on the level of completely seeing it, and not sort of bel — so — so this picture story is
— is a little bit shady, right. In some sense he sees it, but then, apparently, not really —
yeah. O.k., so — um — and, of course you also under — experience more or less what this —
this student experiences all the time, that you think, especially with things that you are
not — I mean — your own expertise, you — you sort of know at — at — hopefully know at
the deepest level, but — but even there, you — you sometimes see that you actually find
out that you never looked at it in a right way, and should sort of — I mean, that’s what
progress comes from, that you realize that you should look at it in a different way. And,
with things that you are in the — in the process of understanding — um — it happens that
— that you have — um — a definition, and that you think you understand it, and that you
come back to it for one reason, or somebody tells you something about it, and that you
realize that you never understood it at all but now you understand it, at least that’s what
you think, and then maybe this happens three times with the same definition, so — yes.
And that’s what — I think that’s what happens with — in your scenario with — uh — with
Tom, I think, because he — well, I mean — apparently, he — he learns it — [ mean — he — he
learns it pretty well, he knows the details, but he maybe learned it by heart rather than
by — by really understanding what’s going on, and — and — although he maybe thought
that he was understanding what is going on, but apparently he didn’t, in the sense that
he could not apply it to a theorem T2. And — and now he has a better understanding of
it, that’s for sure. But, if you come up with theorem T3, which can be proved — I — it’s
not clear that he can do now everything that can be done with it, or that — that his —

his professor can do with it, yeah, that’s the way it is, right? Ok — yeah, so — I think.
EMH: What do you mean when you say ‘formal proof’?

Interviewpartner 6: Huh — formal proof, uh — yeah. [lange Pause] What do I say when
I say — um — actually, I don’t think I ever used that phrase. And — um — you know — let
— let me try to give sort — sort of a — a formal proof is a proof — or, I would consider it —
um — maybe where — let me explain what I would not consider a formal proof. A proof
where — where there is somewhere in the sentence ‘it is easy to see that’ or ‘it is left as

an exercise to the reader that’ is not a formal proof. And — um — so — yeah, I would say
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— a formal proof is — is a proof that every — um — let’s say, everyone working in the field
from graduate students — or maybe even master students — um — would recognize as a
correct proof. And — um — I mean, this is probably not a definition that you can really
do something with, but — but it’s — it’s — it works very — yes, so — so, I think a proof tries
to explain why the theorem is true, or why the author thinks the theorem is true, and —
and so — so, I think, I — I would rather say what is a good proof than what is a formal
proof, but — um — yeah, I think — I know about this — this sort of computer aided proofs
that are terrible, and — um — they’re probably quite formal — so, I mean it — I think that
is a formal proof, and first of all I know nothing about this kind of — um — things, and
second I think that it is completely useful — useless for — for serious mathematics, but —
um — I mean — writing 20 pages to prove the Pythagorean Theorem is sort of —in — in —
things that are — maybe — well, you know — um — formally computer checkable et cetera
— uh — I don’t think that’s a useful thing, but — who am I.

EMH: Can you make any sense of the term ‘formalizable proof’?

Interviewpartner 6: Yes, so, that is maybe — that would be then my def — my good
proof. Yes — um — but I — I wouldn’t say — no, I think I — I — um — of course that — that —
that would mean a proof that could be made into a formal proof — I mean, for which you
could figure out an algorithm to — um — to make it a formal proof, and — yeah, I’'m not
really sure that — maybe, if you — if you come back to what a formal proof would be, it
is like — um [lange Pause| — yeah, so —so I — uh — I — I think about what I learned about
computer programming long time ago, that — um — that sort of a computer language
— um — as these rules — like something — can be something or something else etc., and
then — um — then a correct programme is — is — uh — a statement that — that through
all these rules can be reduced to sort of the empty statement — the void statement, and
at some point of this process maybe the printer goes on and — and — the zeros of the
Riemann Zeta Function are sort of put out this printer, but the — the correctness — um
— of the programme comes from the fact that these rules eventually end up with sort of
— the empty set, and in some sense that is maybe also mathematics, that if you really
understand it, it turns out to be nothing at all. Um — but — so, then a correct proof
would sort of be — um — a set of logical — I mean a — that would give you a set of lo —
logical operations, or rules, or sort of — you know — reduction rules, and then — then it
would be a statement that — that — so, formalizing this proof would be the whole — the
formalized proof would be the whole reduction of the statement of the theorem, through
all these — you know — these rules and — and — you know — bringing in the axioms et
cetera, to something that would be empty set in the end. And, if — if — of course nobody

does that, and a f — and a — um — and then a formalizable proof would be sort of a
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proof that would help ordinary people to do this process, in the sense that it is maybe
not clear if you have the — the statement of the theorem, and you have all your rules
and regulations of what you can do at any time and you can go — uh — off at infinity,
and there’s sort of a track you have to run, and this track is not clear at all — I mean —
you could sort of — um — write down the — the — I mean, you have all these jokes about
the decimal — um — development of pi, right, that if you go long enough that you find
all of Shakespeare’s work in it — in there, and so, in that sense — doesn’t — I mean, the
fact that — that it’s there doesn’t really help you very much. If you have to do all the
decimal — uh — evaluations of pi, and go slightly further than — than the number of el
— of particles in — in the universe to the power of number of particles in the universe or
something like that. So, that doesn’t really help you, but — so — but in some sense — so,
then a formalizable proof would be sort of a proof that would reduce this very much —
uh — so — sort of set of rules that you would be able to get at this formal things in — in
sort of — well — finite time, in — in the sense of — of — um — years or something.

EMH: O.k.

Interviewpartner 6: Yes? O.k.

EMH: Would you say formal proving played a role in any of these scenarios?
Interviewpartner 6: No. Certainly not. Otherwise they would have known it for sure
— all the time. If they had — if they had been able to give a formal proof. I — I think
actually that — that if you — if you take any theorem here it’s impossible to write down
a formal proof — I mean — humanly speaking. Maybe it’s sort of possible to — to write a
programme that will write [that formal proof it consist of two .. (undeutlich)| — I mean
— but — yeah. O.k.?

EMH: When you take your definition or your notion of formalizable proof, would you
say all accepted theorems in mathematics have formalizable proofs?
Interviewpartner 6: Um —

EMH: Or, all accepted proofs in mathematics are formalizable?

Interviewpartner 6: So by accepted you mean sort of — you know — it’s published and
everybody thinks it’s true?

EMH: Yes.

Interviewpartner 6: Um — yes — um — probably not. I think actually that — that there
— there must be somewhere something that — that all the people who have thought about
it believe that it is true and it’s actually false — I — I think that happens — so — so although
it is acc — I mean there are examples in — in the history that people believe that — that
certain — for something like 50 years that something was right, and then found out that

it was wrong after all, and — so — I — it — it cannot be that all proofs are formalizable. If
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formalizable actually means that — or — if formalizable proof — uh — assumes that — that
the theorem is true [lacht] — uh — then — uh — then it can’t be true — yeah.

EMH: Ok.

Interviewpartner 6: But I think they look like formalizable proofs, that is — that is —
I mean.

EMH: How do they do that?

Interviewpartner 6: I don’t know — I don’t know how they do that, but I — I —so — so
I think that all the people who have looked at these proofs think they are formalizable.
And — and so they sort of look like formalizable proofs, but I'm not sure how — how that
— does, but — so — so the — the people who look at it say ‘O.k., this — this I think is —
is proof, or could be made into a formalized super-proof’, but maybe they are wrong — I

mean — sometimes they must be wrong, and — um — yeah. Right?

Transkription des Interviewteils 36:08 min — 55:00 min (Fragen zu Szenario 1)

EMH: I would like to ask you about the general issue behind scenario 1: it is refereed
proof as a warrant for mathematical knowledge. Do you have any comments on this
general issue?

Interviewpartner 6: On ref — on referee — 7 [unterbrochen)|

EMH: Refereed proof, yes.

Interviewpartner 6: Well — um — refereed proof does — does not say everything — um
— it just means that somebody has seen the paper, and if it is done correctly, he actually
went through the proofs and he believes that it is true, and — and this is very much
biased by — well — let’s say, the human factor. In the sense that — um — let’s say — [a
famous mathematician (anonymisiert)| published a — comes up with a paper, and I have
to referee it — which is not very likely because I'm not really in his subject but — you
know — somebody — in fact that is — that would be the — the — so, I'm sort of at the border
of this subject, and |he (anonymisiert)| writes the paper, and sends it to this journal,
and then I'm already preoccupied with the fact that [he (anonymisiert)] is a very well
known mathematician, and so that it probably will be o.k.. And then, I also know that
sometimes it goes outside of my expertise, and then I have to — um — uh — well, you know
— there — these things where you start to sort of ‘yes, this — this really seems plausible,
but I’'m not really sure if it’s true’ — um — and then — then — you end up with the question
‘O.k., so, is this because — um — I don’t have enough knowledge, the — that I — or should
he explain this?’ and then, maybe I write ‘Well, you know, maybe he should explain this

a little bit further’, or maybe I don’t write this, and maybe it’s wrong. And so — um —
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there’s this — this whole — yeah. And then there’s the time pressure, so — I mean — you
get this, and you have all this — this stuff that you have to do, and then they ask you to
write — to — to review this 50 pages paper, which you are sure that if you are really going
to check all the details that you are sort of ‘O.k., that — that’s probably o.k.”. Then —
um — yeah, so you — you — you have a tendency of believing that, and then besides you —
you always think ‘Well, you know, he’s publishing it, not I, so it’s his responsibility that
it is 0.k.”, and — um — so, well. So, the — in — ideally, the — this referee has nothing else
to do, he knows the subject better than the guy who wrote about it, and — um — and
he will sort of look at this, and — and study it, and say ‘Yes, this is — this is all correct’
— I mean — now we are only discussing the correctness part, right? Not whether it is
worth publishing in the paper — in — in this particular journal, which is a quite different
question. But — so — so let’s first consider whether it is sort of — if — if the referee thinks
it’s true. And in fact, the referee is — is at best — um — sort of similar like the author
there. So, instead — so, if the author publi — uh — thinks it’s o.k., it — I think — well, let’s
be pessimistic, it has a probability of 95 % to be o.k.. And so, if then the referee goes
over, then he thinks it’s also ok, then this — this is also, generally speaking a probability
of 95 %, so, altogether — you can multiply this or whatever — uh — you have a big chance
that it is fine. And that is basically how it works, I think — um — but, it’s — it’s never — it’s
never going to be — uh — full proof. I don’t think it does exist, actually. Although there
are many things that are full proof, but it’s a little bit like — you know, with — with — um
— with medicine that are tested, and they are pretty strict about this, so you — I think
you have a nine — something like — if something is — is admitted you have something like
99 — maybe point 9 % chance that it is working actually — I mean, at a test, which means
that if you have some — how many medicines do you have in — in — on the market, tens
of thousands — so there must be at least some hundred that are [lacht] not working at
all. And so — I — this — this is the same with — with this referee. Is th — is this answering

your question [worth (undeutlich)|?

EMH: Yes. [beschreibt die Resultate der Umfragestudie zur Schliisselszene von Szena-
rio 1] Would you explain a bit why you answered this way [zeigt auf Profilkurve von
Cluster 1], and then say something about what you think about the other way of answe-

ring |zeigt auf Profilkurve von Cluster 3| in this case?

Interviewpartner 6: O.k., so — [Pause| yes, I — I think this is not really — I mean —
here, it is — this is — this is after the — the — so, this is when the paper is published right?
And so, here he believes — everybody agrees that the answer is that John sort of knows
— I mean — whatever you mean by knowing, but if you ask John here ‘Is the theorem

true?’ — or ‘Is the conjecture is true?’ then he will say ‘Yes, I proved this’, and he will
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even say this on the morning of this talk, I believe, so — so that’s why I think that on the
morning of the talk, nothing has changed — I mean — something changes in the talk with
John, poor John, but — um — but so, I would say that at this point, he still believes it.
Of course you can say that — yeah, can you say that? [Pause| If you believe that some —
that you can only know something if it is true, then of course he never knew it, because
— but then it is — then you should say always — uh — the — then you should sort of look
back here and said ‘Well, he thought he knew it, but he didn’t know it because it was
not true’ you should have said this at — at every stage, I think — uh — unless that — that
here, so — or where this — this — this is — um — where it ends, but — um — yeah — hmhm
— yeah, but so — so, I cannot — I could imagine that people would say ‘Well, you know,
knowing is something that — um — um — yeah, what is knowing, right? [lange Pause| —
hm — ok, so —so — in — in — s0, look — with — with hindsight, you would say that — that he
never knew it unle — until this moment, and maybe he doesn’t even know it now, because
it’s still possible that, eventually, the conjecture is true, and — but with a different proof
maybe, and — um — um — this is kind of missing in the scenario — I mean — he constructs

a counterexample, but did he — did he find the error in his proof?
EMH: It’s not said.

Interviewpartner 6: It’s not said, right? Um — I mean — that is what I would — I —
yeah — o.k.. Anyway, it’s like asking if the people in — in the year of thousand — if — did
they know that the earth was flat? They were certainly convinced that it was flat, but
can they — can you know that the earth i — is flat if it is not flat? And that’s a little
bit what’s goi — I mean — it’s li — more like what ‘knowing’ actually — I mean, can you
now something that is not true? This — uh — yeah. And so, if you believe — so, now we
say ‘Well’ — ok, at this — at this moment, we say ‘In the medi — medieval ages, people
didn’t know that the earth was ea — was round’, but we never say ‘They knew it was
flat’, somehow. I mean, this — this — although, I think if you would asked — have asked —
you know — I don’t know who you would have to ask, but — you would have asked people
in the medieval ages, they would have said ‘Yes, we surely know that the earth is flat’,
if — if they were that convin — convinced. And so, this is a little bit playing around here
also, because — um — yeah, well — but anyway, so — so, I think I can — I could imagine
if you say ‘Well, you know, he never knew it’, so — um — ‘because it’s false so he cannot
know it’, and then you should have answered it all ‘no’ — so, in some sense — yeah, I'm
not really know about this — um — but if you put yourself in the position of this — this
John, then he — then — and you ask him, which is probably the only way to find out what
he thinks, then he would say that he knows it. And, if you say ‘Well, but suppose now
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that in ten years, somebody finds out that — that there is an error’, then he said ‘Well,
then I was wrong, but I think there’s no error and I know it’.

EMH: So you put yourself in John’s position all the time when you were answering?
Interviewpartner 6: Yes, when I — when — when I — um — yes, although, if I would
have looked to the whole — uh — list in advance, I would say, well, you know — then —
then I would sort of put myself in — in the position of John — uh — at this moment of
time, and I would say, well — then — then even John say ‘I never knew it — I — I thought
I knew it, but I never knew it’, and then I would come up with — with ‘no’ all the time.
EMH: Is this also true for the other scenarios, that you took the point of view of the
protagonist of the scenario?

Interviewpartner 6: Yeah, I think so, yes.

EMH: I've picked out one comment on scenario 1 from the survey results: ‘How import-
ant is the Jones conjecture? How large is the community?’ — what do you think about
this?

Interviewpartner 6: Yeah — the Jones conjecture — I would say that — that — well,
the way you s — a world famous expert on holomorphic functions — I would say — three
hundred people, at most, maybe two hundred, maybe even |. .. (undeutlich)| — depends a
little bit on how you define the community — but, to have three hundred people — if you
are a world famous expert on something — even Wiles cannot get — yeah, three hundred
people would be sort of [the max (undeutlich)|, I think.

EMH: In which way is this important for judging the way of answering in this sce.. 7
[unterbrochen]|

Interviewpartner 6: For this scenario — um — o.k., so, it makes a difference if — if — um
— 80 — 50, you know — there — there’s all this — this statements about — first Jones is a —
is a world famous expert, so — so it means she’s teaching in — uh — I don’t know, Harvard
or something, that’s what you think of, and then you write that it is send it to a — uh —
mathematical journal of high reputation, so it’s send to Acta Mathematica or something
like that, and so it’s — it’s — it means that — this — this describes something about the
size. You cannot be a world — uh — famous expert on something that nobody else does.
And it also — and the size — you know — this — uh — I - I believe in [it’s su. .. (undeutlich)]
— that — that there is this probability going on, so it means that — that it — went to a
good journal means that the journal thought — uh — of looking for good referees, maybe
sent it not to one, but just — but to three referees, and — um — and they all looked at it,
S0 — so it was established more surely than that it would have been sent to some journal
of — uh — [a tiny mathematical society with very few members (anonymisiert)]. So, you

— you — 8o — so, that — that puts the — the scenario in — in a framework, in — uh — and it
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makes it — makes it very likely that if it’s accepted and — uh — the — the referee report is
positive that it is 0.k.. And of course it happens, even with Acta Mathematica sometimes

[things are not right (undeutlich)], so — yes.
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