EIGENSCHAFT B - ZWEIFARBBARE MENGENSYSTEME
MATHIAS SCHACHT

ZUSAMMENFASSUNG. Wir untersuchen eine Fragestellung von Erdés und Hajnal iiber die

minimale Anzahl von Kanten von nicht zweifarbbaren Hypergraphen.

§1 NICHT 2-FARBBARE HYPERGRAPHEN
Wir untersuchen extremale Aspekte von k-uniformen Hypergraphen H = (V) E), d. h.
EcV® ={AcV:|A =k},

Ein Hypergraph H = (V| E) ist 2-farbbar, falls es eine Partition X v Y =V gibt, sodass
jede Kante e € F beide Eckenklassen X und Y schneidet. Untersuchungen tiber 2-farbbare
Mengensysteme lassen sich bis zu Bernstein [2] zuriickverfolgen, weswegen in diesem
Zusammenhang in der englischsprachigen Literatur auch oft der Begriff Property B anstelle
von Zweifarbbarkeit verwendet wird (siehe dazu die Arbeit von Miller [8]).

Wir interessieren uns fiir die minimale Kantenanzahl, die ein nicht 2-farbbarer Hypergraph

haben kann und definieren dafiir die Funktion
m(k) = min {|E(H)|: H ist k-uniform und nicht 2-farbbar} .

Offensichtlich ist m(1) = 1 und es ist leicht einzusehen, dass m(2) = 3 gilt. Fur 3-uniforme
Hypergraphen kann man m(3) = 7 nachweisen, wobei die obere Schranke durch den
Hypergraphen der Fano-Ebene realisiert wird. Im Allgemeinen ist die exakte Bestimmung
von m(k) ein offenes Problem. Wir interessieren uns hier fir die von Erdés und Hajnal [5,
Problem 12] aufgeworfene Fragestellung nach dem asymptotischen Verhalten von m(k)

fir & — oo. Die folgenden Schranken gehen auf Erdés [3,4] zuriick.
Proposition 1. Fir alle natirlichen Zahlen k > 2 gilt 2*=1 < m(k) < K22k,

In dem Beweis der oberen Schranke benotigen wir die Ungleichungen von Bernoulli
und von Jensen [6] die z.B. im Lehrbuch der Analysis von Konigsberger [7] in den
Kapiteln 2.2 und 9.8 zu finden sind. Dariiberhinaus werden wir die fiir alle x € R gtiltige

Standardabschéatzung
1+ x < exp(z) (1.1)

verwenden, deren elementaren Beweis wir zur Vollstandigkeit hier kurz angeben.
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Beweis der Abschdtzung (1.1). Fiir x < —1 ist die linke Seite nicht positiv und die Unglei-
chung ist somit trivial. Fiir x > 0 ist die Ungleichung direkt aus der Reihendarstellung der

Exponentialfunktion

o " o "
exp(x =Z; Z; 1+

ersichtlich.
Des Weiteren gilt fiir £ € (0, 1) mithilfe der geometrischen Reihe

n

Z§ 2 | = exp(§)-

und diese Ungleichung angewendet fiir £ = —x fiir x € (—1,0) ergibt

> exp(—a) . 1+ < exp(z)
——— > exp(—x) = — r < exp(x).
1= (=) =" expla) g
Somit gilt die Abschatzung (1.1) fir jede reelle Zahl x. O

Nach diesen Vorbereitungen kénnen wir nun Proposition 1 beweisen.

Beweis von Proposition 1. Der Beweis der unteren Schranke basiert auf einem einfachen
probabilistischen Argument. Fiir gegebenes k sei H = (V, E') ein k-uniformer Hypergraph
mit |E| < 2871 Sei p: V — {0, 1} eine zufillige 2-Fiarbung von V. Dann gilt fiir die

Zufallsvariable Z, definiert als die Anzahl der einfarbigen Kanten von H,

1\ %
:]E\-2-<§) <1,

da fiir jede der beiden Farben und fiir jede Kante die Wahrscheinlichkeit in der Farbe
gefarbt zu sein, genau 2% ist. Somit gibt es eine 2-Farbung die hochstens EZ < 1 einfarbige
Kanten ergibt und die untere Schranke folgt.

Fiir die obere Schranke weisen wir nach, dass ein k-uniformer Hypergraph H = (V, E)
mit

m = k,22k+1

Kanten existiert, der nicht 2-farbbar ist. Auch dafiir greifen wir auf ein probabilistisches
Argument zuriick. Sei V eine fest gewihlte Eckenmenge mit 2k? Elementen. Fiir i € [m]
sei e; eine zuféllig gewahlte k-elementige Teilmenge von V und E = {ey,...,e,}. D.h. jede
Kante e; wird zuféllig gleichverteilt aus allen (%2) Moglichkeiten gewéahlt und die Wahl
der Kanten in F ist unabhéingig. Offensichtlich gilt |E| < m und es bleibt zu zeigen

P(H = (V,E) ist 2-firbbar) < 1
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Eine Partition X v Y =V definiert eine 2-Farbung von H, wenn keine Kante aus F in X

oder in Y enthalten ist. Fiir eine einzelne Kante e; und eine feste Partition X v Y =V gilt

Pler e X oder ey e v) = GG () + G _ 26D +5(G)  20)

G ) e

2k2
(%)
wobei wir fiir die letzte Abschétzung die Ungleichung von Jensen fiir die konvexe Funktion

T — (i) verwendet haben. Nach der Expansion der Binomialkoeffizienten erhalten wir

(ka) = k! (k2 — k) - (2k2)] - l—[k 1(2k2—j 2k2_j

k

() _ KRRk TSR ) ( ) ﬁ( ' )
j=
Das Produkt lasst sich weiter abschatzen durch

k—1 . k—1 .
1—[ 1—[ k—1 k—1
o 2k2 — 7 i 2k? — 2k —k+1

Mithilfe der Ungleichung von Bernoulli folgt

_ — _ 2 2
(1_2/;—/{:1+1>k1><1_2k(f—13)+1>:2kk - ;

Tkl 2
Somit gilt
IP(eZ- c X oder ¢; C Y) > —

und fiir eine fest gewéhlte Partition X v Y = V erhalten wir

1 \m (1.1)
P(X Y =V definiert eine 2-Firbung) < (1 — ?> < exp ( — ﬁ) = exp(—2k?).

Da es 217! solche (ungeordneten) Partitionen von V' gibt, gilt fiir die Anzahl Z, der
Partitionen die eine 2-Farbung definieren, somit

EZ < 2VIE . exp(—2k%) = 2271 exp(—2k) < 1

Insbesondere gibt es also einen k-uniformen Hypergraphen auf V', der nicht 2-farbbar ist
und hochstens m = k22¥+! Kanten hat. O

Erdés [4] duBerte die Vermutung: , A reasonable guess seems to be that m(n) is of the
order n2™“, wonach keine der beiden Schranken in Proposition 1 optimal sind. Die untere
Schranke wurde in mehreren Schritten von Erdés [3], Schmidt [10], Beck [1] und von

Radhakrishnan und Srinivasan [9] auf

m(k) = Q((loz k;)m ' 2k>

verbessert. Fur die obere Schranke sind bis auf einen konstanten Faktor keine weiteren

Verbesserungen bekannt.
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