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1 Logik

1 Terme und Formeln

1.1 Einstieg

Beispiele fiir Formeln:

@ = Jx(x* = 2). In Q gilt ¢ nicht. In R gilt ¢.

U = Jz(2? = 3). In Q gilt ¥ nicht. In R gilt .

¢ und ¥ sind im folgenden Sinne nicht dquivalent: In Q(v/2) gilt ¢, aber nicht ¥. In Q(v/3)
gilt ¥, aber nicht ¢.

x = Jz(2? =6). Es gilt zB. p AU — .

1. Definiere prézise, was Formeln sind.
2. Definiere prazise, was eine Struktur ist.
3. Falls ¢ eine Formel ist und M eine Struktur, so definiere préazise, was
L, gilt in M¢
heiBt. (Man schreibt hierzu: M |= ¢)
Wir beginnen mit 1.

Beispiel Betrachte die Formeln: dx(z? = 2), Vzdy(z -y = 1) und VaVyvz(z < y Ay < z —
r < z).

Definition Wir bezeichnen die folgenden Symbole als logische Symbole und bezeichnen die
Menge der logischen Symbole mit Sp:

Quantoren =
Junktoren AN — V =
Gleichheit =

Klammern und Komma ()

Variablen Eine Menge von Variablen (Besser unendlich)

Definition Eine Menge S heifit Symbolmenge, wenn S = SgUSRUSE, so dass Sr, Sk, Sgr, Sk
paarweise disjunkt sind. Die Elemente von Sk werden Konstantensymbole, die von Si Rela-
tionssymbole, die von Sr Funktionssymbole genannt.

Eine Funktion o : S U Sr — N\ {0} heiBt Signatur fiir S. Wir sagen R € Sp, ist n-stellig, falls
o(R) =n und f € Sp ist n-stellig, falls o(f) = n.
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Beispiel (a) Die Sprache der abelschen Gruppen braucht:
0e SK
- € S O'(;) =1
(b) Aquivalenzrelationen

RGSR O'(R):z

Definition Sei S eine Symbolmenge. Dann heifit > := S;, U S das Alphabet der Sprache mit

Symbolmenge S. Eine endliche Folge von Elementen aus Y heifit S-Zeichenkette.

Beispiel S = (). Beispiele fiir Zeichenketten, wovon aber nur einige den Namen Formel verdie-

1.2 Terme

Was sind Terme? Der Abschluss der Variablen und der Konstantensymbole unter den Funkti-
onssymbolen. Erster Versuch einer Definition:

(a) Jede Variable ist ein S-Term.

(b) Jedes Konstantensymbol ist ein S-Term.

(c) Falls f € Sp und o(f) = n und t,...,t, sind S-Terme so ist auch f(ti,ts,...,t,) ein
S-Term.

Zusatzlich brauchen wir: ,und die Menge der S-Terme ist die kleinste Menge von Zeichenketten,
die (a) — (c) erfillt“. Wir bauen diese Menge nun sukzessive:

Ty := die Menge der Variablen [erledigt (a)]
TS :=T5 U Sk [erledigt (b)]

Sei T definiert, dann ist
T =TS U{f(ts,....,tx) | f € Sp,o(f) =kund t,... . t, € TS}
Setze dann T := U,,en T2 als Menge der S-Terme.
Satz 1.1 Sei X C T° mit Tls C X und falls T;f C X, dann T;?H C X. So gilt: T° = X.

Beweis. Wir erinnern uns an die vollstandige Induktion auf N:

Falls ZCNmit0€e ZundVn(ne Z -n+1€ 2)=27Z=N.

Betrachte Z := {n € N | 77 C X}. Nach Ann. 0 € Z und Vn(n € Z — n+ 1 € Z). Daraus
folgt Z = N.

Also gilt fiir alle n, dass Tf C X und T° = UT;? C X CTs. O
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Korollar 1.2 (Satz iiber die Terminduktion) Falls X C T mit 79 C X und fiir alle
feSp, o(f)y=nundty,... t, € X,so0ist f(t;,...,t,) € X. Dann ist X = T%.

Anwendung: Wir wollen zeigen, dass eine Eigenschaft fiir alle Terme gilt. Dafiir reicht es aus,
zu zeigen: (a) gilt fiir alle Variablen, (b) gilt fiir ¢ € Sk und (c) bleibt unter Einsetzung in
f € Sk erhalten.

Beispiel 1. Die leere Zeichenkette ist kein Term.
Sei X = {t € T | ¢ ist nicht die leere Zeichenkette}. Offensichtlich: T C X. Falls
t1,...,t, beliebige Terme sind, so ist f(t1,...,%,) € X. (Anzahl Symbole > 3 > 0.)

2. Kein Term beginnt mit dem Symbol (.
Sei X := {t | t fangt nicht mit ( an}. Offensichtlich: T C X. Falls 1, ...,t, beliebige
Terme sind, so fangt f(t1,...,t,) mit f an, also nicht mit (.

3. Kein Term enthalt die Kette (. ‘ o
X := {t | ¢ enthalt nicht ((}. TY € X x f(t1,...,t,) € X. Aber f(z, f(z,z)) € T, falls
f S SF,O'(f) = 2.

Formale Sprache vs. semi-formale Sprache

Z. B. binire Operationen o(+) = 2 mit Infixnotation: Statt +(x,y) schreiben wir z+vy.

Definition Sei A eine endliche Folge von S-Zeichenketten. Wir nennen A = ((y,...,(,) eine
S-Termableitung, falls fiir alle s = 1,...,n gilt:

Entweder ist (; eine Variable oder (; € Sk oder es existiert f e Sp mit o(f) = k mit ¢; =

f(Giyseovy Gy) flr 4y, ... 4 < i. Wir sagen, dass A eine Ableitung von ¢, ist bzw. A leitet den
Term ¢, ab. Ferner sagen wir, dass ¢ (term-)ableitbar ist, falls ein A = (3, ..., (, existiert mit

Cn = (.
Beispiel ¢ € Sk, f,§ € Sp, o(f) =1, 0(g) = 2. Variablen: z,y. Dann ist

Tabelle 1: Beispiel einer Termableitung

Zeile bzw. Index ¢ Term ,Ursprung® der Termableitung
1 T Tég
2 Y TS
3 I T1S
4 9y, ¢) gauf 2, 3
5 f(g(y,¢)) f auf 4
6 g(z, f(9(y,¢))) gaufl, 5

Bemerkung Falls A = (3, ..., (, eine Termabl. ist und A" = (,,11, ..., (, eine Termabl. ist, so
ist

Cl?"'aCTL?CnJrla"'aCm

eine Termableitung.
Satz 1.3 Eine Zeichenkette ( ist genau dann ein Term, wenn sie termableitbar ist.

Beweis. ,<“: Beweis per Induktion nach der Lange der Ableitung. Ang., wir hitten gezeigt,
dass jede Zeichenkette mit Termableitung der Liange < n ein Term ist. Sei nun (3, ..., (,+1 eine
Termableitung der Linge n + 1. Wir miissen zeigen, dass (41 € T7.
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Fall 1 (,., € ng UTY. Also ist es ein Term.

Fall 2 (1 = £(Cy,- .., C) filr f € Sp, o(f) =k mit ji,...,j; <n+ 1. Dann taucht z. B. ¢,
in der Termableitung an Stelle j; auf. Dann ist ¢y, ..., (; eine Termableitung von ¢, also
eine Termabl. der Linge j; < n+ 1. Also ist ¢;, € T° nach L.A.: Genauso fiir ja, ..., ji

also Coy1 = f(C1,. .., C) € T, wobei (i, ..., ¢, € T5.
,=": Betrachte Z := {¢ € T” |  ist termableitbar}. Nach Terminduktion ist zu zeigen:
1. Ty UTY C Z. (Klar nach Definition)
2. Seien (y,...,¢ € Z und f € Sp mit o(f) = k, dann ist f(Cy,...,G) € Z.

Beweis von 2.: Sei A; eine Termableitung fiir ¢; (1 < ¢ < k). Nach voriger Bem. ist A_entstehend
durch Hintereinanderschreiben von Ay, ..., Ay eine Termableitung. Also ist A = f((3,..., ()
eine Termabl., die 2. beweist. [l

1.3 Formeln

Wir wollen nun die atomaren S-Formeln definieren.

Definition Falls t1,t, € T, so sei
tl - tQ

eine atomare S-Formel. Falls R € Sg mit 0(R) = kund t1,...,t, € T%, so ist R(ty,...,t;) eine
atomare S-Formel. Wir schreiben At® fiir die Menge aller atomaren S-Formeln.

Weiterhin zunéchst informell:
1. Jede atomare S-Formel ist eine S-Formel.

2. Falls ¢, S-Formeln und x eine Variable, so auch
(e A1), (e V), (¢ = ¥), =, Tz, Voo

Wiederum wie vorher, formaler:
F(;q = At°.

Ang. F? ist definiert, so setzen wir

Fi ={lpA¥) g0 e EFYU{(pVY) o v e Y U{mp | € FFYU{(p = ¥) | ¢, ¥ € F}}
U{Vay | p € FS x Variable} U {3z¢ | ¢ € F?, x Variable}.

L% = F® := U,en F2. Die Elemente von F*¥ nennen wir S-Formeln.
INDUKTION iiber den Formelaufbau: Sei Z C L® mit At® C Z, x Variable und falls p,v¢ € Z
so auch

(@) AY), (V) (@ = ¥), o, Vop,Jzp € Z
Daraus folgt insgesamt Z = L.

Beweis. Exakt die gleiche Idee wie bei der Induktion tiber den Termaufbau. 0
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Beispiel (Formeln) S = Sp = {P,Q, R} mit o(P) = 1, 0(Q) = 2, o(R) = 3. Beachte:
x € T% (weil Variable). Also Q(z,z) € At® C L®. Somit Vo Q(z, z) € FS.

Vy(P(z) — R(z,z,2)). Also P(z), R(z,z,2) € At°. Daher (P(z) — R(x,x,2)) € FS. Daher
ist Vy(P(z) — R(z,2,2)) € Fy.

VaV232Q(x,y, 2). Qx,y, 2) € AtS = FY. 32Q(x,y, 2) € F¥,V232Q(x,y, 2) € F5
VaV232Q(x,y, 2) € FY.

Definition (Formelableitung) Eine endliche Folge von S-Zeichenketten heifit S-Formelableit-
ung

A:(Cla'-an)

falls fiir alle 1 < i < n eine der folgenden Bedingungen gilt:

F1) o, ist t = t' fiir ¢, ¢ € T%,

F2) o, ist R(ty,...,t;) fir R € Sg, o(R) =kund ty,... t, € TS.
F3) Es gibt ein j <14, so dass ¢; von der Form —¢ ist.

F4) Es gibt j,j’ < i, so dass ¢; von der Form (¢; A @) ist.

(F1)

(F2)

(F3)

(F4)

(F5) Es gibt j, 5’ <, so dass ¢; von der Form (¢; V ;) ist.

(F6) Es gibt j, 5’ <1, so dass ¢; von der Form (p; — ¢;) ist.

(F7) Es gibt ein j < ¢ und ein x € V, so dass ¢; von der Form Jzyp; ist.
(F8)

I'8) Es gibt ein j <4 und ein x € V, so dass ¢; von der Form Vg ist.

Dabei entspricht (F1) + (F2) ¢; € At®, (F3) entspricht — , (F4) entspricht A, (F5) entspricht
V, (F6) entspricht —, (F7) entspricht 3 und (F8) entspricht V.

Definition Eine Formelableitung A = ({3, ..., (,) leitet (, ab.
Eine Zeichenkette ( ist formelableitbar, falls es eine Formelableitung (kurz: FA) gibt, die ¢
ableitet.

Satz 1.4 Eine Zeichenkette ¢ ist genau dann in L%, wenn ¢ formelableitbar ist.
Beweis. Wie bei Termen. U

Achtung: Formal vs. informell.

Formal ist (t =t At' = t) eine Formel, aber t =t A t' = t nicht! Ebenso ist (t = t') A (' =)
auch keine Formel.

Genauso ist Yz—x = x ist eine Formel. Aber Vz(—(x = x)), Vz(—z = z) und Va(z # z) sind
keine Formeln.

Bemerkung Induktionsprinzipien implizieren Rekursionssitze (das werden wir spéter noch
im Detail sehen). Hier: Falls f : Ty UTY — X eine Funktion und g : X<*° — X eine weitere
Funktion. Dann existiert ' : T — X mit F(t) = f(t), falls t € TS UTS. F(f(t1,...,t)) ==
g(F(t1),...,F(ty)).
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2 Rekursion

Zunéchst auf N. Sei X irgendeine Menge und ag € X. Man nennt
R:X—>X
eine ,,Rekursionsvorschrift®. Definiere rekursiv:

F(0) :=ag

Rekurssionsgleichungen (*){ F(n+1) := R(F(n))

Dem zugrunde liegt folgende Behauptung zugrunde:

Behauptung. Es existiert eine eindeutige Funktion F': N — X, die (x) erfullt.

Betrachte die Konstruktion von 7 als Bsp. fiir Rekursion auf N:

T3 := Var (Menge der Variablen)
TS =Ty USk
TS =TS U{f(tr,....t2) | f € Sr,o(f) =k, t1,... .ty €T}
Dann ist
T°:N— X,
wobei X die Menge aller Mengen von Zeichenketten ist. Dann ist ay := Var und

R(M) — Var USK ' ' falls M = Var
T MU {f(tl,...,tk),f & SF,O'(f) = ]{,tl,...,tk € M} falls M #Var

Die Funktion F', welche die Rekursionsgleichung bzgl. ap und R erfillt ist T5.
Induktion. Wenn Z C T mit T UT? C Z und fiir alle f € Sp, o(f) =k, t1,...,t, € Z ist
auch f(t1,...,tx) € Z. Dann folgt: Z = T*.
Rekursion auf 7. Eine Menge X beliebig.
By : Var - X
BK : SK — X
Rj: X" - X,

falls f € Sp mit o(f) = k.
REKURSIONSPRINZIP: Es existiert eine eindeutige Funktion F : T° — X so dass

(1) F(t) = By(t), falls t € Var.
(2) F(t) = Bk(t), falls t € Sk.

(3) F(f(ts,....tr) = R(F(tr),.... F(ty)), falls f € Sp mit o(f) = k.

Beispiel Die in einem Term vorkommenden Variablen. Sei X die Menge von Mengen von
Variablen. Dann ist B (¢) := 0, By (v) := {z} und Ry(Xy,..., X}) = U, X;. Dies ist analog
zu

var(¢) =0 falls ¢ € Sk

var(z) = {x} falls x € Var
k

var(f(ti, ..., t)) = | var(t;) falls f € Sp,o(f) = k.
i=1
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Beispiel (Schachtelungstiefe) Die f-Schachtelungstiefe. Sei f € Sp, o(f) = k.

ST(¢) = STs(x) :== 0, fiir x € Var oder ¢ € Sk

ST;(3(t, . 1 {maXHSTf (t)  f#9

maxllsTf D+l f=g fir g € Sp,o(g) =1

Induktion: Z C L° mit At C Z und ¢, € Z und x € Var, so auch:

(e AY) (V) (p =) ~pTzpVry €Z

Dann ist Z = L”.
Rekursion auf L°. Sei X eine Menge.

B At — X
R\, Ry,R_, :X* = X
R.:X—-X
Ry, R5:Var x X — X

REKURSIONSPRINZIP: Es existiert eine eindeutige Funktion F : L° — X mit
g

Beispiel Die in ¢ vorkommenden Variablen.

B= { var(t = 1) := var(t) U var(t') fir R € Sp,o(R) =k

Var(R(tla cee 7tk)) = U?:l Var(ti>
Weiterhin sind

Ro(M,N) = Ry(M,N) = R(M,N) = MUN
R.(M)=M
Rs(z, M) = Ry(x, M) = M U {x}

Beispiel frei(y) := var(p) falls p € At°.

frei((¢ = v)) = frei((¢ V ¢)) = frei((p A 1)) = frei(p) U frei(y)
frei(—g) := frei(yp)
frei(Vey) = frei(Jzyp) = frei(e) \ {z}
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3 Strukturen und Interpretation

Definition (Frei, Satz, Struktur) Eine Variable = heifit frei in ¢, falls z € frei(y). Eine
S-Formel ¢ heifit S-Satz, falls frei(p) = 0.
Sei S eine Symbolmenge. Eine S-Struktur besteht aus

1. einer nichtleeren Menge A und

2. einer Abbildung « mit Urbildbereich Sk U Sg U Sk, sodass
(a) a(c¢) € A fiir ¢ € Sk
(b) a(R) C A°™ fiir R € Sp
(c) a(f): A°D — Afir f e Sp

Dabei heiit A etwa unterliegende Menge, zugrundeliegende Menge (selten auch: Universum).
Wir schreiben 2 = (A, «) fir die Struktur. Falls Sk U Sk U Sk endlich ist; etwa

{é1, .. ¢ Ry R f1s s fo}

schreiben wir auch
A= (A ale),..., o), a(Rl), . ,a(Rm), a(fl), . 704(]%))

Beispiel S, = {+,—,0} mit +,~ € Sr und o(+) = 2, o(~) = 1 sowie 0 € Sk. Dann sind
z.B. Gruppen (G, +, —,0) Sg,-Strukturen, wobei

)=+ a(=)=- al0)=0

Jedoch ist nicht jede Sg,-Struktur eine Gruppe: Betrachte A := {0,1} und @ : (z,y) — 1 fur
allez,y € Aund — : x — z fiir alle x € A. Dann ist (A, @, —, 0) eine Sg,-Struktur 14 (—1) = 1.

Die meisten uns bekannten algebraischen Strukturen fallen unter dieses Muster.
1. Gruppen: (G, +,—,0)
2. Ringe: (R,+—,0,")
3. Eins-Ringe: (R, +,—,0,-,1)
4. Korper: (K, +,—,0,-,71,1)
5. Partielle Ordnungen: (P, <)
6. Geordnete Korper: (K, +,—,0,-,71,1, <)

Kleines Problem dabei: Vektorraume haben Funktionen K x V' — V' (skalare Mutliplikation).
KONVENTION. A # (). [Grund hierfiir: Die leere Struktur verhélt sich eigenartig.]

Definition Eine Funktion 5: Var — A wird Belegung (in A) genannt.
Beispiel Eine S-Struktur (A, @) mit ¢ € Sk und S eine Belegung
T = C.

Das sollte in Bezug auf (A, ), § wahr sein, falls f(x) = «(¢).
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Definition Falls (A, a) eine S-Struktur und f eine Belegung in A ist, so heiit (A, a, §) auch
Interpretation. Wir schreiben dafiir iiblicherweise Z.

Notation. Falls g eine Belegung, x € Var, a € A, so

5%: Var — A yr—>{ g(y) zii

Genauso ist fir Z = (A, a, f)
78— <A,oz,ﬁa> )
x x
Falls Z gegeben, so setzen wir o und 3 auf die gesamte Menge T fort:

I(z) := p(x) falls z € Var
Z(¢) = a(e) falls ¢ € Sk
T(f(tr, ... t) = (I, ..., I(t)) falls f € Sp,o(f) = k.

Wir definieren nun iiber Rekursion auf L° den Begriff Wahrheit. ,Wahrheit“ ist eine Relation
zwischen Interpretationen und Formeln: Wir schreiben Z |= ¢ und sagen dazu etwa

e .7 macht ¢ wahr"

e .7 modelliert o

e .7 macht ¢ giiltig®

o 7 glaubt ¢“

o .7 denkt ¢“

o .7 ist ein Modell von ¢*

Zunéachst fiir atomare Formeln: ¢t = ¢ und R(ty,...,t;) fir t,#,t1,...,tx € T° und R € Sp,

o(R)=k.

Thet=t < I(t) =I()
TER(ty,... t) <= (Z(t),...,Z(ty)) € a(R)

Weiterhin gelten

TE(pAY) < TEpud Tk

<~
ITE(pVY) <= ITkE=poderZ =9
ITkE(p—1¢) < fallsZ = ¢, dann Z =1. [Dies gilt g.d.w. Z [~ ¢ oder Z |= 9]
—
<~

nicht Z = ¢ [bzw. Z |~ ¢
fir alle a € A gilt 7¢ E o
x

N
5
g
[

a
es existiert a € A mit 7— = ¢.
T

Nach dem Rekursionsprinzip definiert dies Z |= ¢ fiir alle ¢ € L.
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Beispiel Sei S = {+,~,0,®,1} die Symbolmenge mit der S-Struktur (Q, +, —,0,-,1). Dann
ist 3@ (z,r) = +(1,1) eine Formel.
(informell) Jz(z? = 2)
(semi-formell) Irz@r = 141
Sei [ eine Belegung, z.B.
f(z) =0 furalle z € Var.

und betrachte Z = (Q, +, —,0,-,1, 5).
Frage: Z = Jo®(z, z) = +(1, 1). Dies gilt g.d.w. ein a € Q existiert mit 7¢ |= ®(z, z) = +(1, 1).
Uberlege sich hierzu, dass

—a(H)(1,1)=1+1=2

Somit gilt die zu zeigende Aussage g.d.w. a € Q existiert mit a> = 2. Diese Aussage ist
offensichtlich falsch in @ und somit ist obiger Satz Z | Jx®(x,z) = +(1, 1) nicht wahr in der
vorliegenden Struktur.

Beispiel Betrachte die Aussage Vx3y(y +y = x). Dann ist ¢ = VzIy+(y,y) = x ein Satz.
Frage: 7 |= ¢? (Informell bedeutet dies die Teilbarkeit durch 2.)

Dann gilt ¢ g.d.w. fir alle a € Q gilt Z¢ = 3y+(y,y) = z. Dies gilt wiederum g.d.w. fir alle
a € Q gibt es ein b € Q mit

ab .
722 =
o =4y ==
Wir haben nun

ab, . [ a fallsz#y
IEQ() {b falls x =y

In jedem Fall gilt allerdings I%g(—i—(y, y)) = b+ b. Um dies zu sehen, betrachte die Fallunter-
scheidung

Fall 1 x # y. So ist obiges der Fall g.d.w. fiir alle a € Q ein b € Q existiert, s.d. a = 2b.

Fall 2 = = y. So ist obiges der Fall g.d.w. fiir alle a € Q existiert ein b € Q mit b = 2b und dies
gilt g.d.w. ein b € QQ existiert mit b = 2b.

Bemerkung (1) § war irrelevant in den beiden Beispielen. Dies ist durch die Tatsache be-
grindet, dass es keine freien Variablen gab (alle Variablen waren stets durch Quantoren
gebunden)!

(2) Der pathologische Fall
Vedz+(x,z) =x
erhélt eine konkrete Interpretation. Der wesentliche Punkt ist, dass

a0 _ b
Ty x
Satz 1.5 (Koinzidenzlemma) Seien S;, S, Symbolmengen, S = S; N Sy und Ay = (4, ay)
eine Si-Struktur und s = (A, as) eine Se-Struktur. Seien (i, 52 zwei Belegungen in A. Setze
T = (4, 1) und Zy = (Us, f2). Dann gilt

10
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1. Ist t ein S-Term ist, $; und fBo auf der Menge var(t) (alle in ¢ vorkommenden Variablen)

iibereinstimmen sowie a, ap auf S iibereinstimmen, dann gilt

T, (t) = To(t).

2. Falls ¢ eine S-Formel ist und a1, ay auf den in ¢ vorkommenden Symbolen und 5y, 55 auf
der Menge frei(y) (alle in ¢ frei vorkommenden Variablen) iibereinstimmen, dann gilt

I ): Y < I }: Q.
Beweis. Ubungsblatt 3. O

Anwendung. Vze falls x in ¢ nicht auftaucht (pathologische Formel), dann gilt

IE Jz, gp(z)ﬁiralleaGA:I%lzgo;)I):go

leerer Quantor
wobei Letzteres gilt, denn 8 und 3¢ stimmen auf frei(y) tiberein.

Korollar 1.6 Falls ¢ ein S-Satz ist, so gilt fiir alle Belegungen (3, 5’
2B) Eo = (AP Ee
Definition Falls 2 eine S-Struktur und ¢ ein S-Satz, so heifle

A
Dies ist das Gleiche wie (2, 5) = ¢ fir ein 5.

Notationen. Falls I" eine Menge von S-Satzen und ¢ ein S-Satz sind, so schreiben wir abkiirzend

MEe

fir alle 2, falls fur alle ¢» € I', A = 1, so 2 |= . Dies ist die semantische Folgerungsbeziehung.
Wir sagen dann ,,¢ folgt (semantisch) aus I' 2 =T
Zusammenfassung Semantsiche Folgerung:

1. Falls Z Interpretation, ¢ Formel: Z = .
2. Falls 2 Struktur, ¢ Satz: 2 = .

3. Falls I" eine Menge von Sétzen, so bezeichnen wir mit 20 = I die Aussage: 2 |= ¢ fiir alle
pel.

4. (a) ¢, Satze: ¢ =
(b) ¢ Satz, I' Menge von Sétzen: I' = ¢

5. Bsp.: Falls ' = (), so sind die ¢ mit () = ¢ die sogenannten , Tautologien®.

Was sind hier ,,Axiome*“? Falls C eine Klasse von S-Strukturen ist, welche durch Axiome gegeben
ist, dann soll folgendes gelten:

(a) Die Axiome sind S-Sétze. Also: Sei I' eine Menge der gegebenen Axiome.

11
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(b) Fir jede S-Struktur 2 gilt:
AeclC = AET.

[Nennen wir auch: C ist axiomatisierbar.]

Beispiel (Gruppentheorie) Sq, := {4, —,0, }. Die Axiome der Gruppentheorie werden {iib-
licherweise wie folgt geschrieben (informell):

VaVyVy (z+y) +z =2+ (y + 2) (Assoziativitat)
Vex+ (—z)=(—z)+2=0 (Inverse)
Vex+0=0+2==x (Neutrales Element)

Statt der zweiten Bedingung kann man auch nur die (zunéchst schwéchere Bedingung)
Vedyx+y=y+x=0
Und man kann zeigen, dass die Axiome dquivalent sind (wg. der Eindeutigkeit von Inversen).

Definition (Strukturerhaltend) Sei S eine Symbolmenge und seien 2(, 2’ S-Strukturen, so-
dass A = (A, a) und A" = (A, o). Falls F': A — A’, so heifie F' S-strukturerhaltend, wenn fiir
alle ¢ € Sk, f,R€ Sp,0(R) =0(f)=kund ay,...,a, € A:

| Fla(®) =@ (®)
F(a(f)<a17"'7ak>) (

o f)(F(al)a""F(ak» (F)

(a1,...,a;) € a(R) <= (F(ay),...,F(ay)) € &/(R) (R)

Definition (Einbettung) Eine S-strukturerhaltende Abb. F von 2 nach 2" heiit S-Einbettung,
falls F' injektiv ist. [Bem.: Dies entspricht exakt der Bedingung (R) fiir die ,Relation“ Gleich-
heit.|

Definition (Unterstruktur) Sei 2l eine S-Struktur und B C A. Falls B unter den Funktio-
nen «(f) fir f € Sp abgeschlossen ist und fir alle ¢ € Sk, a(¢) € B, dann ist (B, «) eine
S-Unterstruktur.

Aquivalent zu dieser Definition ist: A’ = (A’, o) ist Unterstruktur von 2 = (4, a) g.d.w.
A CA
o (f) = alf)| yopy fiir alle f € Sp

Genauer: statt o schreibe @ mit a(f) = a(f)| goes -

Definition (Isomorphismus) Eine S-strukturerhaltend Abb. F heifit S-Isomorphismus, falls
F bijektiv ist.

Bemerkung In diesem Fall ist F/~! ebenfalls S-strukturerhaltend (Ubungsblatt 4).

Lemma 1.1 Seien 2A, 2" S-Strukturen, /3 eine Belegung in A, F' eine S-strukturerhaltende Abb.
von Anach A".Z = (A, 8) und Z' = (A, F' o 3) seien die beiden so definierten Interpretationen.
Sei nun ¢ ein S-Term. Dann gilt: F(Z(t)) = Z'(t).

Beweis. Per Induktion auf 7°.

12



Fall 1 ¢ = 2. F(Z(t)) = F(Z(z)) = F(3(z)) = F o B(z) = T'(x) = T'(t).
Fall 2 t = ¢. F(Z(t)) = F(Z(¢)) = F(a(¢)) ¥ o/(¢) = T'(¢) = T'(1).

Fall 3 ¢ = f(ti,... t;).

Lemma 1.2 Sei ¢ eine atomare Formel und seien 24, ', F', 3, 7,7’ so wie in Lemma (wobei
F eine S-Einbettung ist). Dann gilt

ITEp <= T .

Beweis. Fall 1 ¢ ist von der Form ¢t = ¢'.

g.dw Z'(t) =T'(t) (Lemma
gdw I'Et=t.

Fall 2 ¢ ist R(t1,...,t;). Dann ist

TER(t,....t) g.dow. (Z(t),....I(t) € a(R)

o dw. FI(Z(H)),... F(I(t) € o'(R) (nach (R))
g.dow. (Z'(ty),...,T'(tx)) € &’ € (R) (nach Lemma [1.1])
g.dw I'E o O

Definition FEine Formel ¢ heifit quantorenfrei, falls es eine Formelableitung von ¢ gibt, welche
die Bedingungen (F7) und (F8) nicht verwendet.

Aquivalent zu dieser Definition ist: ¢ heifit quantorenfrei, falls V, 3 nicht vorkommen. [Aquiva-
lenzbeweis: vgl. Ubungsblatt 7]

Lemma 1.3 Mit den Vor. aus Lemma [1.2] Falls ¢ quantorenfrei ist, so gilt

ITEe gdw I E e

Beweis. Induktion tiber Lemma [1.2) und Regeln (F3) bis (F6). O

Was ist mit Quantoren? ¢ = Vatp. Betrachte A = {e} (einelementige Gruppe). Dann ist fiir
a(+) = + die Gleichung e + e = e erfiillt und ebenso gilt —e = e und a(0) = e. Dann ist
Vaz = 0 ein S-Satz und (4, @) |= ¢. Dies ist fiir mehrelementige Gruppen jedoch stets falsch.
Man beachte: ¢4, ¢r, pn, p und s A @ A oy A p hat bis auf Isomorphie exakt ein Modell.

13
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Definition Eine Formel ¢ heifit universeller Ausdruck, falls es eine quantorenfreie Formel ¢
gibt, so dass

@ von der Form Vxq - - - V1) ist.

Ein universeller Ausdruck heifit universeller Satz, falls ¢ ein Satz ist.

Beispiel Die Gruppenaxiome in der Sprache Sg, sind universelle Sétze.

Lemma 1.4 Mit den Vor. von Lemma 2 und ¢ universeller Ausdruck. So gilt:

wenn Z' =, dann Z = ¢

Beweis. Nach Lemma 3 bleibt noch zu zeigen: Wenn 7’ |= Vi), dann Z |= V. Es gilt 7’ |= Vaep
g.d.w. fir alle ' € A gilt I’%’ = .

Zu zeigen ist 7 |= V4, also sei a € A beliebig. Zeige 7% |= 1. Das ist gleichbedeutend mit
I’@ = 1. Dies gilt (s.0.). O

Beachte:
2 ist Unterstruktur von A" g.d.w. id: A — A’ ist S-strukturerhaltend.

Korollar 1.7 Falls 2l Unterstruktur von 21’ und ¢ ein universeller Satz, so dass 2’ = ¢. Dann
ist A = .

Betrachte Sq, wie vorher mit unseren drei Axiomen @4, 7, oy wenn G eine Sg,-Unterstruktur
von G' = pa A o1 A py alle drei universelle Sitze dann ist

GlEoaNprApn.

Definition (Erhaltung von Formeln) Falls 7: A — A’ und ¢ eine S-Formel mit freien Var.
T1,...,T,, dann sagen wir 7w erhélt o, falls fiir alle ay, ..., a, € A und alle A-Belegungen  und
A’-Belegungen (' gilt

ai...0n , Tlar) .. .m(ay
Ap g dw AL B (@) x( A,

Z1.. Zq..

Falls T eine Menge von S-Formeln ist, so sagen wir 7 erhélt I', falls 7 alle ¢ € I" erhalt.

Korollar 1.8 Wir haben bereits einige Mengen von Formeln gesehen. Etwa I'yy die Menge
aller quantorenfreien Formeln, I' 4 die Menge aller universellen Ausdriicke.

1. Falls 7 eine S-Einbettung, so erhilt = S-quantorenfreie Formeln.
2. Falls 7 eine S-Einbettung, so erhilt 7 S-universelle Ausdriicke abwirts/[]
3. A ist Untersturktur von 2" g.d.w. id : A — A’ eine Einbettung ist.

4. Universelle Sétze werden auf Unterstrukturen tibertragen.

'In der Def. nennen wir die Erhaltung von 2 nach 2’  aufwirts* und Erhaltung von 2’ nach 2 ,,abwérts

14
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Definition Wir schreiben 24 = U’ fiir ,es existiert 7 : A — A’, welches ein S-Isomorphismus
ist*.
Wir betrachten

Th(A) :={¢ |2A = ¢ und ¢ ist S-Satz}

die Theorie von 2.

Wir schreiben

A=A g.d.w. Th(A) = ThEA).

und nennen 2A und 2" in diesem Fall elementar-dquivalent.
Sei I' eine Menge von S-Satzen. Wir sagen I ist vollstandig, falls fiir jeden S-Satz ¢ gilt:

pel oder ~pel.
Bemerkung Fiir jedes 2 ist Th(2() eine vollstandige Satzmenge.

Warum? Wir haben definiert, dass 2 = —¢ g.d.w. nicht gilt, dass A = ¢. Also gilt entweder
2A = ¢ oder A = —p.

Beispiel Wir betrachten unsere Gruppenaxiome I'q, = {4, N, @r}. Dies ist die Menge der
Satze, die in jeder Gruppe gelten. Betrachte nun

I'i={¢|Ta ¢}

Betrachte nun ¢>3 := Jrdydz(x # 2z Ax # y Ay # z). Allerdings gilt nun ¢>3 ¢ I' und
—p>3 ¢ I'. Also ist I" keine vollstandige Satzmenge. Sei 2 die zweielementige Gruppe. Dann
gilt Th(A) D I'. Dies ist vollstadnig und —¢s>3 € Th().

Definition Sei 7 : A — A’ eine Einbettung. Wir sagen, dass 7 elementar ist, falls 7 jede

Formel ¢ erhélt. Wir schreiben 21 < 21’ fir ,es existiert eine elementare Einbettung von 2 nach
Q[/C(‘

Bemerkung Falls 2( < 2, dann folgt A = ',

Beweis. Falls ¢ ein S-Satz ist, so gilt (wg. Koinzidenzlemmas) 2 = ¢ g.d.w. A’ = ¢, da ¢
keine freien Variablen besitzt. Also ist Th(2() = Th('). O

Bemerkung (Nicht alle Einbettungen sind elementar) Sei S die Sprache der Korper, al-
so S = {+, x,0,1}. Betrachte die Formel Jw(w? = 2) d.h. Jwx(w,w) = +(1,1) =: ¢ 4.

Wir wissen, dass (Q,+,-,0,1)  —¢ 5 und, dass (R, +,-,0,1) = ¢ 5.

Q C R ist abgeschlossen und +,- und enthalt 0,1, also ist (Q,+,-,0,1) eine S-Unterstruktur
von (R, +,-,0,1), also ist id : Q — R eine S-Einbettung. Da

90\/5 € Th<R7 +7 ) 07 1)
Y2 ¢ Th(@> +, Oa 1)

folgt, dass (Q, +,-,0,1) # (R, +,-,0,1). Insbesondere ist id eine Einbettung, die nicht elementar
ist. Man beachte, dass 3z(2? = 2) kein universeller Satz ist. Aber Va(z? # 2) ist ein universeller
Satz und wird daher auf Unterstrukturen vererbt.

} = Th(Q,+,-,0,1) # Th(R,+,-,0,1).

Food for thought: Vz(z? = —1).
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Theorem 1.9 (Isomorphielemma) Falls7: A — A’ ein S-Isomorphismus ist, so sind sowohl
7 als auch 71 elementare S-Einbettung.

Beweis. Nach Symmetrie reicht es zu zeigen, dass 7 elementar ist. Nach Definition ist 7 eine
S-Einbettung. Nach dem Satz aus der letzten Vorlesung erhalt m quantorenfreie Formeln. Es
bleibt per Induktion zu zeigen: Falls 7 die Formeln ¢, ¢ erhélt, so auch

(e AY), (pV ), (p =), ~p, Tz, Yop.

Die Junktorenfille sind uninteressant. Es gilt beispielsweise

2L ﬁ }: e ANY g.dw. 2

gdw Q(/,ﬁ/ (al) ...W(@n) ): 0 und %,75,7{(@1) ...ﬂ(an) ): ¢
T1...Tp T1...%p

o dw. Q{,’B,ﬁ(al)...w(an) C oA,
T1...Tpy

Quantorenfall:
%[ o g dow. firalleae A gD
L1 Tn T1...Ty

g.d.w. fﬁralleaEA:Q[’,B’W(GI)'”W( n) ())190

T1...Tp T

ar) ... m(an) d Izso (da 7 Bijektion)

T1...Tp

g.d.w. firallea € A': Ql’,ﬁ'w(

g .d.w. m',ﬁ'”(“l)"‘z(w = V.

1---Tp

Der Fall Jz¢ geht genauso. (Die Bijektivitat wird dabei umgekehrt benutzt). 0
Bemerkung (Bisherige Zusammenfassung) Wir haben bereits gesehen, dass
A=Y =A< A = A=A <+ es existiert Einbettung von 2 nach .
VORSCHAU. Am Ende der Vorlesung werden wir die Nicht-Implikationen
A=A AA=ZA

und
A=A A AL A

bewiesen haben. [Verwendet den Godelschen Vollstandigkeitssatz.]

Definition (Definierbarkeit) Sei 2 eine S-Struktur und X C A eine Menge. Wir sagen X
ist S-definierbar genau dann, wenn es eine S-Formel ¢ mit einer freien Variable x gibt so dass

firallea€e A a€ X «<— Ql,ﬁg):gp fir alle f.
x

Definition (Automorphismus) Eine Funktion 7: A — A heiit S-Automorphismus, falls 7
ein S-Isomorphismus von 2 nach 2 ist.
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Lemma 1.5 Falls X C A und ein S-Automorphismus 7 von 2 mit 7[X] # X existiert. Dann
ist X nicht S-definierbar.

Beweis. Wenn X # 7[X], so existiert entweder a* € X \ 7[X] oder ¢* € 7[X]\ X. O.B.d.A.
sei a* € X \ w[X].

Ang. ¢ definiert X, das heifit 2, 3¢ = ¢ g.d.w. a € X. Da 7 ein Automorphismus war, bleibt
diese Formel erhalten. Also 2, 8% E ¢ und EZ(,B# E . Also ist 77 1(a*) € X, d. h.
a* = w(7 1 (a*)) € w[X]. Dies ist ein Widerspruch! O

Beispiel (Definierbarkeit in Q) Betrachte (Q,+,0). Die Abbildung 7 : ¢ — aq fiir @ # 0 ist

ein (+, 0)-Automorphismus. Betrachte nun {q | ¢ > 0}. Diese Menge ist nicht definierbar (wegen

Multiplikation mit a = —1). Ebenso ist {q | |¢| < 1} nicht definierbar (wegen Multiplikation

mit a = 2).

Beispiel (Isomorphismen zwischen N, Z, Q) 1. S = {0}, = (Q,0),2' = (N,0). Sei
7 eine beliebige Bijektion von Q nach Ny mit der Eigenschaft 7(0) = 0. Dann ist 7
S-strukturerhaltend, das heifit (Q,0) = (N, 0).

2. a. 5 =1{0,<},A=(Q,0,<),A = (N,0,<). Frage: Gibt es einen S-Isomorphismus von
2 nach 2’? Nein, denn wihle ¢ < 0, z.B. ¢ = —1. Da 22 |= <0 miisste gelten:
A’ @ = #<0. Das heifit allerdings 7(¢) < 7(0) = 0, aber es existiert natiirlich kein
n € Nmitn < 0. = (Q,0,<) 2 (N,0, <).
b. Die gleiche Sprache, aber 2 = (Q,0, <), = (Z,0,<). Frage: Gilt 2 = 2A'? [Idee: Q
ist dicht, Z nicht.] Nein, denn wir finden ¢, sodass 7(0) = 0 und 7(¢) = 1. Dann ist

o = F2(0<z A z<a) PIEEO™ Ql'w E32(0<2Az<)
T T

Falls w € Z ein Zeuge fiir diese Formel ist, so gilt 0 < w < 1. Widerspruch!
Bemerkung Der {<}-Satz
VaVy(x<y — Jz(x<z A 2<y))
ist wahr in Q und falsch in Z:
(Q,0,<) # (Z,0,<).
Beispiel (Zu Lemma Generalbeispiel: Q. Wir betrachten verschiedene, kleine Symbol-

mengen S.
1. S = (. Dann ist ein S-Isomorphismus das gleiche wie Bijektion. Also jede Bijektion
m: Q — Q ist S-Automorphismus.

Immer definierbar sind alles und nichts. Das heifit: Die Menge selbst Q C Q ist definiert
durch x = z und die leere Menge () C Q ist definiert durch = # x (bzw. —x = z).

Beachte: Falls X C A in einer Struktur 2 durch ¢ definiert ist, so ist A\ X durch —¢
definiert. Falls X C Q nicht von dieser Form ist, so existieren ¢,¢" € Q mit ¢ € X und
¢ € X. Betrachte nun

x fallsz #£q,x # ¢
T =g fallsxr=gq
g fallsz=¢

Sicherlich ist 7: Q — Q eine Bijektion und damit ein S-Automorphismus. Aber g € X
und 7(q) ¢ X, also ist X nicht S-definierbar.
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2. S = {0}. Hier sind S-Automorphismen exakt die Bijektionen 7: Q — Q mit 7(0) = 0.
Definiert sind wie zuvor Q und (). Ebenso {0} iiber z = 0 und Q \ {0} iiber z # 0.

Dies sind ebenfalls die einzigen Mengen, denn: Falls X nicht von dieser Form ist, dann
existieren ¢,¢' € Q mit ¢ # 0 # ¢’ und q € X, ¢ ¢ X. Betrachte nun 7: Q — Q

0 fallsx=0
/
L falls x # ¢, ¢q
¢ r=gq
q v=¢

Dies ist ein S-Automorphismus, der nicht X erhalt. Also ist X nicht S-definierbar.

3. § = {+},2% = (Q,+). Falls 7: Q — Q definiert ist als 7(z) = ¢ -z mit ¢ # 0 ist
eine Bijektion und 7(a +b) = q¢-(a+b) =q-a+q-b = w(a) + w(b). Also ist 7 ein
S-Automorphismus. Es lassen sich ebenfalls die Mengen Q, , {0}, Q\ {0} definieren. [Die
Menge Q> ist nicht S-definiert, da z — —z nach obigem S-Auto.]

Falls X nicht von einer der oben genannten vier Formen ist existieren ¢,¢ mit g # 0,

¢ #0und g € X, ¢ ¢ X. Dann ist z — %,x ein S-Auto. mit 7(q) = ¢

4. S = {0, <}. Dann kénnen wir wie zuvor die Mengen Q, 0, {0}, Q\ {0}, Q~°, Qq definieren,
wobei die letzten beiden definiert sind durch 0<z bzw. —=0<x. Weiterhin lassen sich die
Mengen Qf und Q~ definieren.

Falls X nicht von einer dieser acht Formen ist. Dann gilt entweder

(a) es existieren ¢,¢' < 0 und ¢ € X und ¢’ ¢ X oder

(b) es existieren q ¢ >0und g € X und q’ ¢ X.

Betrachte z —— 4 : L. In beiden Fillen ist : " > 0 und somit ist 7 ein S- Automorphismus.

Aber 7(q) = ¢’ und somit ist X nicht definierbar.

5. S ={x}, A =(Q,-). Wir erhalten auch hier, dass {0} definierbar ist durch Vz(z -z = ).

Bemerkung Falls X durch ¢ und Y durch ¢ definiert sind, so sind X NY und X UY durch
@ A bzw. ¢ V 1 definiert.

Bemerkung In 3. aus Beispiel 20| ist das Symbol 0 nicht Teil der Sprache, aber {0} ist defi-
nierbar.

4 Definitionserweiterungen

4.1 Relationale Definitionserweiterung

Definition (Relationale Definitionserweiterung) Seien S Symbolmenge, R ¢ S ein n-
stelliges Relationssymbol und 2 = (A, «) eine S-Struktur.

Sei ¢ eine S-Formel mit n freien Variablen. Betrachte R, C A" definiert durch (a4, ..., a,) € R,
g.d.w.

aq (07%
xﬂ%@

x1
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Schreibe St = S U {R} und setze AT = (A, ™) mit
afls =a, a*(R) =R,

Dann ist A" die relationale Definitionserweiterung gemaf3 .
Intuition: Da R, durch eine S-Formel definierbar ist, sollte A" ,nichts Neues sagen kénnen®.
Wir definieren eine Ubersetzung von L5 nach LS, bezeichnet als

rt: L8 — LS, AT B¢ g.dw A B Ert(y)

fir alle ST-Formel v und alle Belegungen (3. Dabei steht ,rt* fiir relational translation.

Korollar 1.10 Daraus folgt unmittelbar: Falls X C A S*-definierbar ist [durch ], so ist es
S-definierbar [durch rt(¢)]. Wir definieren rt durch Rekursion:

1. Falls v =t =/, dann rt(¢) := 1.
2. Falls ¢ = R'(t1,...,t;) mit R # R, dann rt(z) := ).

3. Falls¢ = R(ty,...,t,), dann rt(y)) = ik -+ = (Dies ist eine Substitution. Details hierzu
folgen.)

4. 1t(p A ) = rt(¢0) Art(e) und verfahre analog mit V und —.

5. 1t(—) = —rt(v).
6. rt(Vay) = Vort(¢) und verfahre analog mit 3.

4.2 Funktionale Definitionserweiterung

Beispiel Sei ¢ ein Konstantensymbol. Falls ¢ eine Formel ist (mit 1 freier Variable). Jzp(z)
konnte ¢ beschreiben.

Definition (Funktionale Definitionserweiterung) Sei S eine Symbolmenge, 7" eine Menge
von S-Sétzen und ¢ eine S-Formel mit n + 1 freien Variablenﬁ x1,...,%y,y. Wir sagen T
impliziert die Existenz von durch ¢ bestimmten Objekten, falls

T E Vo Vay .. Vo, Jye

Ferner sagen wir 7" impliziert die Eindeutigkeit von durch ¢ bestimmten Objekten, falls

T EVr, ... Ve, VyVz ((gp/\gpj) —>z:y>.

Sei 2 = (A, a) eine S-Struktur und ¢ wie oben. Definiere nun
._ @l
R, = {() jal. o w}.

Wenn Th(2) die Existenz und Eindeutigkeit von durch ¢ bestimmten Objekten impliziert, so
setzen wir
Fylai,...,an) =a g.dw. (a1,...,an,a) € R,.

Sei ¢ S ein n-stelliges Funktionssymbol, so definieren wir
St:=SU{F} sowie At = (A a"),

wobei af|g := o und a(F) := F,.

2Idee: Ersten n Variablen sind ,Input® und die letzte Variable ist der ,,Output®.
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Definition (Funktionale Ubersetzung) Wir definieren die funktionale Ubersetzung ft durch
Rekursion. Ist ¢ eine atomare S*-Formel, in der ' vorkommt, dann gibt es eine atomare For-
mel ¢)' mit mindestens einer freien Variable v, die nicht in ¢ vorkommt, und es gibt S-Terme
ty,...,t,, sodass

N (T
Y= g
v
Definiere ferner
YP" = Fv (gptl...tnv/\wj'
L1 TnlY
In dieser Formel kommt F' weniger oft vor als in 1. Nun definieren wir rekursiv:
H() = (0 falls I nicht in ¢ vorkommt
o ft(¢") sonst
ft(y A 0) == ft(zp) A ft(0)
ft(y v 0) := ft(xp) v ft(0)
ft(yp — 0) == ft(¢) — £t(0)
ft (V) = Va ft ()
ft(Jzep) = Jx ft ().

Theorem 1.11 (Funktionales Eliminationslemma) Seien S, S™ 2, A" wie zuvor und sei-
en ¢ bel. ST-Formel und (3 eine A-Belegung. Dann gilt

AN, pEv  gdw AL E ()
Beweis. Ubung. O

Korollar 1.12 Eine Teilmenge X C A ist genau dann S*-definierbar, wenn sie S-definierbar
ist.

Beweis. Sei 0(z) eine ST-Formel, die X = {a € A | "% |= 0} definiert. Nach Theorem
gilt X = {ae A|AS = 1{t(0)}. Da ft(0) eine S-Formel ist, ist X also S-definierbar. O

Definition Seien S, .S’ Symbolmengen mit S C S’ Sei A = (A, a) eine S-Struktur A’ = (A’, &)
eine S’-Struktur. Dann heifit 2 das S-Redukt von 21, falls

A=A ud d|s=a.

5 Substitution

Beispiel Sei S = {+,0} und betrachte die S-Struktur (Z,+,0) und die S-Formel ¢ :=
J2+4(z,2) = z. Ersetzen wir z durch y so erhalten wir 3z+(2,z) = y. Ersetzen wir z aber
durch z, so erhalten wir 3z+(z, z) = z. Das wollen wir so nicht. Wir wollen, dass ¢ das gleiche
iber x,...,x, aussagt wie die neue Formel gpi—ll e i—z iber t4,...,t, aussagt.

Es seien S eine Symbolmenge, ¢ eine S-Formel und xy, .. ., z, paarweise verschiedene Variablen
und tg,...,t, beliebige S-Terme.

Wir wollen aus ¢ eine Formel goi—% e i—’; basteln, wobei wir z; durch ¢; nur dann ersetzen, wenn
x; € frei(p) und z; # ;.
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1 Logik

Definition (Substitution) In der Situation von zuvor: Fiir Terme setze

to th {x, falls x # zg,...,x # x,

.1'7 —_—
o Tn t;, falls z = x;
.tO tn .
C— o — = ¢
i Tn
; tO tn . tO tn tO tn
ty, .. ) — - — = (t’---,...,t’---)
St t)] e = Ft e e
Setze weiterhin fir Formeln:
t tn t tn t tn
[t =)= = 2 =¢2..=n
Zo Tn To n Zo Ty
t tn . t tn t ln
[R(tllv 7t;)} L (tllo L ’t;z - )
X0 Tn Xo Ty To Tn
t t, t t, ot t,
xo Tn ) Ty Zo T
t tn t i t ln
Zo T Zo T, Zo T,
t t, t t, t t,
(p =)= = (soo e o )
Xg Tn Zo T, Zo L
bttt
T Tn To  Tn
Seien z;,,...,x;, fir iy < ... < iy die Variablen x; unter zy, ..., x, mit z; € frei(Vxy). Setze
dann
t t t; ti.u
[ngp] 71 e e —— vu [wl . S ]
T Tn i1 Q?is X
t tn t; ti. u
ST O |
Zo Tn i .Cl:is X
wobei u entweder x ist, falls # nicht in ¢;,,...,¢;, vorkommt oder z ist die erste Variable von

Vg, U1, Vg, . . ., die nicht in ¢ vorkommt.

Beispiel Betrachte

L [R(vo, f(v1,02))] 222 = R(uo, f(v2,v0))-

2. [HUOR(UW f(vlavZ))} v o) v [R(an f.(Uzb?fz))} fer) s EIU(J(R(an f(v47f<vlavl))))'

V1 V2 v2 V0

Theorem 1.13 (Substitutionslemma) (1) Fir alle S-Terme gilt:

I(tto...tn> :II(to) () (t)

Zo Tp, Zo Tn

(2) Fiir alle S-Formeln gilt:

A 7
I):goi(;---tn gdw T (o) . L)

T, Zo Tn
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2 Mengenlehre

Die Mengenlehre liefert die Grundlage fiir Mathematik. Jedes Gebiet der Mathematik hat seine
eigene Sprache L° und kanonische Strukturen.

Eine Grundlage finden: Eine Sprache L°, die allgemein giiltig ist, so dass sich alle vorhandenen
Sprachen der Mathematik einbetten lassen.

Georg Cantor (1845-1917): Entwicklung der Mengenlehre 1870-1900.

Ernst Zermelo: Zermelo-Mengenlehre.

Was sind Mengen? Traditionelle Antwort: Metaphysik der Mathematik; Moderne Antwort: Wir
betrachten das Verhalten von Mengen.

Analogie:

Gruppentheorie: Obere Ebene: Strukturen (Gruppen) — Untere Ebene: Gruppenelemente.
Mengenlehre: Obere Ebene: Strukturen (Modelle der Mengenlehre) — Untere Ebene: Mengen.

1 Einfiihrung in die ,Language of Set Theory*

Konvention. ,Modelle der Mengenlehre® soll ein irgendwie geartetes Modell sein. Die Sym-
bolmenge der Mengenlehre ist {€} mit €€ Sk und o(€) = 2. [In der Literatur finden Sie: J¢,
LST (,Language of Set Theory‘), ...]

Daher: Was sind LST-Strukturen? Eine ,Menge“ A von Objekten und eine bindre Relation E
auf A.

Also (A, E). Dies sind eigentlich einfach nur gerichtete Graphen. Fiir je zwei Punkte a,b € A
gibt es entweder eine Kante oder eben nicht. Wir brauchen Kriterien, die uns sagen, ob ein
gerichteter Graph den Namen ,Modell der Mengenlehre® verdient oder nicht.

In dem Bild so eines Graphen ist a’ eine A-Teilmenge von a, falls fiir alle b € A gilt

(bEa' — bEa)

Klar ist: a ist A-Teilmenge von a. Falls 2l = (A, E) eine LST-Struktur ist und a € A, so nennen
wir
Extg(a) :={be€ A|bFa}.
die Extensionen von a in 2.
Wir mochten nun einige Axiome angeben:

Definition (Extensionalitidt, Ext) Betrachte folgendes Axiom:
VaVy(x =y <= Vz(z €2 <= 2z €y)) (Ext)
Das heiflt, falls 2 = Ext, so gilt a = ¢/ <= Expg(a) = Extg(a).
Definition (Leere-Mengen-Axiom, LM) Betrachte folgendes Axiom:
A2Vz(z ¢ z), (LM)

wobei formell natirlich = € (z,x) gemeint ist.
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2 Mengenlehre

Anschaulich gesprochen bedeutet dies, dass es ein a gibt, so dass kein b in E-Relation zu a
steht — also Extg(a) = 0.

Definition (Einer-Mengen-Axiom, Einer) Betrachte folgendes Axiom:
VedyWz(z € y <= 2z =1) (Einer)
Anschaulich gesprochen bedeutet dies, dass es fir alle a € A ein b gibt mit Extg(b) = {a}.

Korollar 2.1 Sei A eine LST-Struktur mit 2 |= (Einer A LM). Dann ist A unendlich.

Beweis. Da 2l = LM, finden wir ap € A mit Extg(ag) = (). Definiere rekursiv a;4; als ein
Element von A mit Extg(a;11) = {a;}.

Behauptung. Fir ¢ # j ist a; # a; fur alle 7 <7 gilt a; # a;.

Beweis durch Induktion: Der Anfang ist fiir ¢ = 0 offensichtlich erfiillt. Angenommen die
Aussage ist erfiillt fir 7. Sei nun angenommen, es gibe j < ¢ 4+ 1 mit a,4; = a;. Dann gilt
entweder j = 0 oder j = k + 1. Im ersten Fall wire Extg(a;) = 0, aber Extg(a;11) # 0. Im
zweiten Fall wire Extg(a;) = {ax} = {a;} = Extg(a;+1) = ar = a;. Dies ist ebenfalls ein
Widerspruch! O

Bemerkung Ext + LM + Einer impliziert Existenz und Eindeutigkeit von leerer Menge und
Einermengen. Also kénnen wir im Rahmen einer funktionalen Def . Erweiterung neue Symbole
hinzunehmen — namlich () € Sk als Konstantensymbol und {z} € Sp als einstelliges Funkti-
onssymbol.

Definition (Paarmengenaxiom, Paar) Betrachte folgendes Axiom:
VaVydpVz(z € p <= z=2Vz=1y) (Paar)

Es beschreibt also die Existenz der Paarmenge {a, b}. Anschaulich gesprochen existiert fiir alle
a,b € Aein c € A mit Extg(c) = {a, b}.

Satz 2.2 Falls 2 |= Paar, so gilt 2 = Einer.
Beweis. Wende Paar auf a und a an und erhalte eine Einermenge von a. 0
Notation. Neues binires Funktionssymbol {z,y} € Sp.
Definition (Bindre Vereinigung, BinVer) Betrachte folgendes Axiom:

VaVyduVz(z e w <= ze€axVzey). (BinVer)
Notation. Neues binares Funktionssymbol x U y.
Definition (Vereinigung, Ver) Betrachte folgendes Axiom:

VedwVz(z e w < Jy(z € yAy € x)). (Ver)

Notation. Neues einstelliges Funktionssymbol.

UX =y |yez} Ejoxi:Uxi:U{xiHEN}

i€EN

23



2 Mengenlehre

Definition (Aussonderung, Aus) Sei ¢ eine Formel der LST mit n + 1 freien Variablen.
Dann ist Aus, ein Axiom.

VoV Vey .. . Vz, Vz(z €y <= z€xANp(2,21,...,2)). (Aus)

zZl .. %n

Tz x] Tn

Notation. {z € X | p(z,21,...,2n)}.

Axiomatisieren der Mengenlehre.

Axiomensystem ist eine Menge von S-Satzen. Das heifit Axiome sind S-Sétze. Wenn wir Satze
als Axiome auffassen, schreiben wir oft ,+ “ Z. B. T ist ein Axiomensystem, ¢ ist ein Satz.
Dann steht 7'+ ¢ fiir 7' U {¢}.

Bemerkung (Kriterien fiir Axiomensysteme nach Hilbert) Nach Hilbert sollen Axio-
mensystem folgende Eigenschaften erfiillen:

1. Vollstandigkeit,

2. Widerspruchsfreiheit und

3. Unabhéangigkeit (= Minimalitat).
Bisherige Axiome:

e LM

e Paar

e FEiner

e Ver

e BinVer

o Fxt

o Aus

Dabei gilt allerdings Paar |= Einer und Paar + Ver |= BinVer. Beachte weiterhin, dass die
Aussonderung kein Axiom ist.

Bemerkung (Aussonderung als Axiomenschema) Aussonderung ist ein Axiomenschema:
Eine unendliche Menge von Axiomen, die durch syntaktische Einsetzung einer Formel in eine
spezifische Form entsteht. Fiir eine Formel ¢ mit n + 1 freien Variablen ist

Voy.. Ve ,VedyVz(z ey <= ze€xANp(z,21,...,2,)). (Aus)
(Aus) ist dann {Aus, | ¢ € L% mit n + 1 freien Variablen}.

Definition (Komprehensionsaxiom(-enschema)) Sei ¢ eine Formel mit n + 1 freien Va-
riablen.
Vo .. Vo, yVz(z €y <= ¢(z,21,...,2,)) (Komp ¢)

Dann ist (Komp) die Menge
{Komp,, | ¢ ist Formel}.
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2 Mengenlehre

Beispiel Viele der bisherigen Axiome ergeben sich als Spezialfall der Komprehension.
1. (Paar) ist (Komp @) mit @(z,21,22) = 2 =21 V 2 = X.
2. (Einer) ist (Komp ¢) mit ¢(z,2) = z = .
3. Falls ¢(z) = z = z, dann heiit (Komp ¢), dass es eine Menge aller Mengen gibt.

4. Falls ¢(z) = z ¢ z, dann gibt uns (Komp ¢) eine Menge R, so dass z € R g.d.w. z ¢ z.
Ublicher Widerspruch (Russel’sche Antinomie). Falls R € R, so R ¢ R und falls R ¢ R,
so R € R.

Satz 2.3 Falls G = (V, E) ein gerichteter Graph ist und ¢(z) = z ¢ z. Dann gilt G = = Komp
¢. [Vel. Ubungsaufgabe (1)]

Um dieses Problem zu ,retten” schlug die Mathematikerin Maddy vor: One-Step-Back-From-
Disaster. Grundgedanke dahinter ist die Einschrankung der Komprehension auf Mengen, die
bereits existieren (das liefert die Aussonderung!)

Definition In einem Graphen G = (V| F) nennen wir v € V universell, falls fiir alle w € V
gilt wEu.

Korollar 2.4 Falls G = (Aus), so gibt es in G keine universelle Ecke.
Beweis. Ang. u wére universell. Sei ¢(z) = z ¢ z die Russel-Formel und betrachte Aus,:
VedyVz(z €y <= z € x A p(2)).
Wende dies auf u an:
IVa(z €y = zcunp(z) BN Gz ey = p(2)) <= Komp .
Dies ist ein Widerspruch. 0

Korollar 2.5 Es gilt (Aus) = Vz3y(y ¢ x).
Genauer: Falls x € V, so ist y definiert durch die Formel

Vi(zey <= z€axNz¢2)
nicht in z.

Auch (Aus) erlaubt es uns gemeinsam mit (Ext), die Sprache funktionell zu erweitern: {z € z |
o(z,x1,. .., x,)}
Bemerkung (Widerspruchsfreiheit von (Aus)) Betrachte den Graphen
ea {z€a|z#z}
Fiir die Formel ¢(2) = 2z # 2z ist Aus, falsch. Wir stellen fest, dass fir ¢(z) = 2 # 2 gilt:
(Aus), F LM
Betrachte nun den (noch trivialeren) Graphen
ou

Betrachte die Formel JyVz(z € y <= z € a A p(z)). Da z € a stets falsch ist, konnen wir
fir die Klammer auch einfach z ¢ y schreiben. Das heifit ¢(z) = z = z. Dies erfiillt (Aus),
allerdings aus trivialen Griinden.

25



2 Mengenlehre

Proposition 2.6 (Das Graphenmodell fiir das Paarmengenaxiom) Wir konstruieren einen
Graphen Gpaar = (Vpaar, Epaar) rekursiv.

Wir beginnen mit Vy := {e} und Ey := (), das heifit Gy := (Vp, Ep) ist e. In der Konstruktion
werden wir sicherstellen, dass fiir z,y € V; gilt: xF;y genau dann wenn Eyy fir alle k£ > 1.
Angenommen, G; = (V;, E;) ist definiert. Wir sagen: Falls z,y € V; so sagen wir ,das Paar fur
{z,y} fehlt in G;“, falls in G; kein p existiert mit Extg, (p) = {z,y}. Das heiBit g.d.w. G; erfullt
nicht die z, y-Instanz von Paar. Setze nun

Vigr ==V, U{P{z,y} | P{x,y} sind paarweise verschiedene neue Punkte und das Paar fiir
{z,y} fehlt in G;}

Eiv1 = E;U{(z, P{z,y}) | das Paar fir {z,y} fehlt in G;}
U {(y, P{x,y}) | das Paar fir {z,y} fehlt in G;}.

Vpaar := U Vi
ieN

Epaar == U E;.
ieN

Dadurch folgt
Gpaar '= (Vpaars Epaar) = (Ext) + (Paar) + (Aus) + (LM) + (Einer).

Beweis. Wir zeigen, dass Gpa.r = (Ext) + (Paar) + (Aus) + (LM) + (Einer).

(Ext) ist klar nach Konstruktion.

(Paar) Seien z,y € Vpaar. Sei i so, dass x,y € V;. Dann gilt entweder, dass in G; ein p existiert
mit Extg, (p) = {z,y}. Dann ist p in Gp,., das Paar oder es gilt nicht: Das heifit, das Paar
{z,y} fehlt in G;, also existiert P{x,y} € Vi1 und dies ist auch in Gp,,, das Paar. O

Wichtig: In dieser Konstruktion werden existierenden Knoten niemals eingehende Pfeile hinzu-
gefligt.

Aussonderung.

¢ mit n + 1 freien Variablen. Das (Aus)-Axiome fiir ¢ war gegeben durch:

V.. Vae,VedyVz(z €y <= z€xNp(z,21,...,2,))
Frage: Wie iiberprift man eigentlich, ob (Aus) (d.h. fiir alle ¢) gilt?
Definition (Aussonderungsinstanz) Sei G = (V, E) ein Graph, a,ay,...,a, € V und ¢

eine Formel mit freien Variablen z,x1, ..., x,. Wir sagen b ist eine Aussonderungsinstanz (aus
a mit Parametern aq, ..., a, gemaf ¢), falls fiir alle v € V gilt

vEb g.d.w. vEaund G222 ... 0 2o,
T T T

Wir schreiben hierfir auch kurz G = ¢(v, a4, ..., a,).

Lemma 2.1 Es gilt G |= (Aus) genau dann, wenn fiir jede Formel ¢ und bel. a,ay,...,a, € V
eine Aussonderungsinstanz existiert.

Lemma 2.2 Falls b in G eine Aussonderungsinstanz aus a ist, so gilt

Extg(b) C Extg(a).
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2 Mengenlehre

Beweis. Nach Definition ist b eine G-Teilmenge von a, daraus folgt die Behauptung. U
Lemma 2.3 Falls a € Vpaa,, so gilt, dass Extg,_ (a) hochstens zwei Elemente hat.

Beweis. Wir beweisen durch Induktion: Fir alle ¢ gilt die Behauptung fiir jedes Element von
V;. Fir i = 0 ist Vo = {e} mit Extg,,, (e) = 0. Angenommen die Aussage ist fiir V; wahr. Dann
gilt fiir ¢ + 1:

Alte Elemente: Nach Konstruktion ist Extg, ,(a) = Extg,(a).

Neue Elemente: (P{z,y}) mit Extg, , (P{z,y}) = {z,y}. O

Theorem 2.7 Gp,.. = (Aus).

Beweis. Nach Lemma und gibt es zu einem Knoten P{x,y} maximal die folgenden
Aussonderungsinstanzen:

b mit Extg, (b) = {z,y} P{z,y} (stimmt)
b mit Extg,_ (b) = {z} P{z,x} (stimmt)
b mit Extg,,, (0) ={y}  P{y,y} (stimmt)
b mit Extg, (b)) =10 e (stimmt)

Falls a = e, so ist e selbst die einzige Aussonderungsinstanz. Nach Lemma folgt die Be-
hauptung. U

Theorem 2.8 Gp,,, [~ (Ver).

Beweis. Nach Ubungsaufgabe wissen wir, dass (Paar) + (Ver) = (BinVer). Also reicht es
aus, (BinVer) zu widerlegen. Wir wissen, dass Vpaa, drei p.w. verschiedene Elemente a, b, ¢ hat.
Dann gibt es wegen (Paar) auch Extg, (P{a,b}) = {a,b} und Extg,  (P{c,c}) = {c}. Ang.
(BinVer) gilt: Dann existiert u, sodass Vz(z € u <= z € p{a,b} V z € p{c,c}). Daraus folgt
Extpg,,,. (u) = {a,b,c}. Dies steht im Widerspruch zu Lemma [2.3| O

2 Potenzmengenaxiom und ,Finite Set Theory"

Zunichst in Worten: Fir beliebige a,b € V: a ist eine G-Teilmenge von b genau dann, wenn
fur alle v € V gilt: wenn vFa, dann vEb. Es gilt G |= Va(z € a — x € b), falls a C b [als
relationale Definitionserweiterung]. Interpretiert in G gilt: G |= (Pot) g.d.w. fiir alle a € V eine
G-Potenzmenge von a existiert. Aquivalent hierzu ist

Definition (Potenzmenge, Pot) p ist eine G-Potenzmenge von a, falls gilt

vEp g.d.w. v ist G — Teilm. von a.
Betrachte nun folgendes Axiom:
VedyVz(z €y <= 2z Cx). (Pot)

Bemerkung (a) Das Potenzmengenaxiom alleine gibt uns nicht

1. Eindeutigkeit und
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2 Mengenlehre

2. Grofe

der Potenzmenge.

(b) Falls (Pot) und (Ext) gelten. so ist die Potenzmenge eindeutig, also kénnen wir ein Symbol
einfiihren (als funktionale Definitionserw.): P(x).

(c) Falls Extg(a) endlich ist, sagen wir | Extg(a)| = n und falls weiterhin G = (Aus) + (Pot)
+ (Ext) und b die Potenzmenge von a ist, so gilt

| Extp(b)] = 2"

(d) In (c) ist (Ext) wichtig! (Betrachte etwa Teilgraphen mit zwei leeren Mengen, die in der-
selben Menge liegen.)

Beweis. (Von (c)) Wir miissen zeigen: Falls X eine Teilmenge von Extg(a) ist, so existiert
ax € V mit Extg(ax) = X. Ang. X = {ay,...,ar} C Extg(a). Sondere mit Formel

olr,a,...,ap) =x=myVr=a V...V =a
aus a aus. Falls ax Aussonderungsinstanz aus a mit Parametern aq, ..., a; geméf ¢ ist, so ist
Extp(ax) = {ay,...,ax} = X. O

Theorem 2.9 Gp,,, [~ (Pot).

Beweis. Da Gp,., Knoten enthilt deren Extensionen zweielementig sind, folgt aus voriger Bem.
(c), dass sie vier Gp,a,-Teilmengen haben. Falls (Pot) gilt, so hétte dei G-Potenzmenge 4 Ele-
mente im Widerspruch zu Lemma [2.3] O

Bemerkung Eine dhnliche Konstruktion, bei der man statt unter (Paar) unter (Pot)-Bildung
abschliefit, gibt uns ein Graphenmodell

Gpr = (Ext) 4+ (Paar) 4+ (Ver) + (Pot) + (Aus).

Dieses Modell ist ein lokalendlicher Graph, das heifit fir jedes a € V' gilt Extg(a) ist endlich.
Dieses Modell heifit auch HF (Hereditarily Finite): erblich-endliche Mengen.

Definition (Finite-Set-Theory) Das Axiomensystem
(Ext) + (Paar) 4+ (Ver) 4+ (Pot) + (Aus) heifit FST
In FST konnen wir viele Konstruktionen der Mathematik durchfiihren:
1. Geordnetes Paar (a,b) := {{a}, {a,b}}.
2. Kartesisches Produkt a x 0. Falls x € a,y € b:
(z,y) = {{z},{z,y}} S PlaUD),
da {z} CaUbund {z,y} C aUb. Das heilit (z,y) € PP(aUD). Definiere:

axb:={wePPlaUb)|Ixdy(r canyebAw=(z,y))}
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3. Rel(a,b) :=P(a x b).
4. Falls R € Rel(a,b), so definiere

dom(R) :={x € a|Jy € b(x,y) € R}
ran(R) :={y € b | 3z € a(z,y) € R}.

Dabei bezeichnet ,dom* die domain, das heifit der Definitionsbereich und ,ran‘ bezeichnet
den Bildbereich (range).

5. Falls R € Rel(a,b), so heifit R funktional, falls Vo € dom(R)Vy,y' € b(z,y) € RA(x,y') €
R — y =y. (Dies entspricht formal einer LST-Formel.)

6. Definiere Menge von Funktionen
Fun(a,b) := {R € Rel(a,b) | R ist funktional und dom(R) = a}.

Abkiirzung: f: a — b fir f € Fun(a,b).

7. Definiere
Inj(a,b) ;== {f € Fun(a,b) | f ist injektiv}
Bij(a,b) := {f € Fun(a,b) | f ist bijektiv}
Refl(a) := {f € Fun(a,a) | f ist reflexiv}
Trans(a) := {f € Fun(a,a) | f ist transitiv}
Sym(a) := {f € Fun(a,a) | f ist symmetrisch}
Aq(a) .= {f € Fun(a,a) | f ist reflexiv, transitiv und symmetrisch}

Es fehlt die ,,Unendlichkeit” in FST. Hierzu gibt es zwei verschiedene Ansétze:
1. ,Wir kénnen immer etwas hinzufiigen®.
2. ,Es existiert Y ; X, so dass eine Bijektion f: X — Y existiert"

Die Definition in 2. stammt von Dedekind. Wir nennen entsprechende Mengen demnach Dedekind-
unendlich. Wir werden spéter mit dem Auswahlaxiom (!) zeigen, dass 1. und 2. dquivalent sind.
In FST diirfen wir 0, U, {-} schreiben und definieren

S(x) :=xzU{zx}
den Nachfolger von z. (S steht fiur SUCCESSOR.) Im Modell
D
gilt beispielsweise S(x) = z. Ferner, beweist FST im Allgemeinen nicht, dass Vxx # S(x). Aber
0 #0U{0} = {0} = S(0) S(x) = {0} #{0,{0}} = {0} U {{0}} = S(5(?)).

Definition Eine Menge I heifit induktiv (oder eine Nachfolgermenge), falls () € I und Vz(z €
I— S(x)el).
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Offensichtlich: Falls I induktiv, so sind 0, S(0), S(S(0)) drei verschiedene Elemente von I. Daher
gibt es in Gpaa, keine induktive Menge (da jede Menge maximal zweielementig ist).

3I(1 ist induktiv)
B elAVe(x el - zU{x}el)) (Unendl)

Sei I eine induktive Menge. Betrachte
I:={iel| fir alle induktiven Mengen .J ist i € J}.

Dabei ldsst sich die Einschrankung schreiben als VJ(IND(J) — i € J), wobei IND(J) die
LST-Formel ist, welche ,induktiv® definiert. Informell schreiben wir dafiir auch einfach N{J |
J ist induktiv}.

Bemerkung (Schnitte) Die folgende Definition eines Schnittes z Ny := {z € x | z € y} zeigt
direkt, dass Schnitte von Mengen stets einen Spezialfall von (Aus) darstellen.

Behauptung. I ist induktiv.
Beweis. Klar ist § € I. Falls « € I, also fiir beliebiges J induktiv und z € J, gilt somit

S(z) € J. Somit ist S(z) € 1. R o
Offensichtlich: Falls J induktiv, so ist I C J. Ebenso: Falls I, J induktiv, so gilt I = J. 0

3 Naturliche Zahlen

Definition (Natiirliche Zahlen) Wir definieren N := I fiir eine beliebige induktive Menge
1. Wir bezeichnen die Elemente von N als ,natiirliche Zahlen*.

Bemerkung Falls 7 C N und Z induktiv ist, so gilt Z = N.

Korollar 2.10 (Das Induktionstheorem) Sei Z C N. Falls ) € Z und fiir alle 2 € Z gilt
S(z) € Z,soist Z =N.

Definition (Transitive Mengen) Wir nennen eine Menge X transitiv, falls gilt:
VaVyzeyANyexr — z € x.

Aquivalent dazu:
Vylyexz —yCua)
Die leere Menge () ist beispielsweise transitiv (trivialerweise). Ferner: Falls x transitiv, so ist
auch S(z) transitiv, d. h. z € y € S(x) — z € S(x).
Bemerkung (Eigenschaften von N) 1. Vn € N: n = () oder Im € N:n = S(m).
[Z :={n €N |n =10 oder 3m € Nn = S(m)}. Offensichtlich ist §) € Z. Falls x € Z, so
ist S(z) € Z.]
2. Vn € N : n ist transitiv.
[Z :={n € N | n ist transitiv} ist induktiv — siehe vorherige Definition.]
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3. VneN:n CN.

[Z :={n € N | n C N} ist induktiv: ) C N und falls n C N, so S(n) =nU{n} CN, da
n C Nund {n} C N|

4. Also: N ist transitiv.

5. Vn e N:n ¢ n.

[Z :={n €N |n ¢ n} ist induktiv: () ¢ ) (per Definition) und angenommen n € Z, also
n ¢ n. Zu zeigen ist nun S(n) ¢ S(n) = n U {n}. Angenommen S(n) € n U {n}. Fall
1: S(n) € n. Dann folgt aus Transitivitit, dass n € n. Widerspruch zu n € Z! Fall 2:
S(n) =n = n € n. Widerspruch zu n € 7]

6. Yn¥m S(n) = S(m) — n =m.

[Analog zu zuvor.]

7. YnVm n € m oder n = m oder m € n. Das heifit ,€* entspricht der Ordnung auf N.

Definition (Ordnungen) (P, <) heifit (partielle) Ordnung, falls

VaVyVz (e <yAy <z —x < 2) (transitv)
Voo <z (reflexiv)
VaVy (z <yAy <z —x=y). (antisymmetrisch)

Ferner heifit (P, <) strikte partielle Ordnung, falls es transitiv ist und

Vo —x < x. (irreflexiv)
Bemerkung Falls (P, <) eine partielle Ordnung ist, so definiert
r<y: <= x<yhx#y

eine strikte partielle Ordnung.
Andersherum falls (P, <) eine strikte partielle Ordnung ist, so definiert

<Yy <= rx<yvar=y
eine partielle Ordnung. Das obige heifit, dass die Relation <C Nx N definiert durch (die Formel)
n<m:< nem

eine strikte totald]] Ordnung ist. Diese Definition liefert daher die Menge {(n,m) € N x N |
©(n,m)}, wobei ¢ =n € m.

Theorem 2.11 (Rekursionssatz) Es seien f: N — N und 2y, € N. Dann existiert eine
eindeutige Funktion G: N — N mit

1. G((Z)) = X,
2. G(S(n)) = f(G(n)) fir alle n € N.

ITotal bedeutet, dass je zwei beliebige 1, m stets in einer Relation zueinander stehen (etwa n < m oder m < n).
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Beweis. Existenz durch Aussonderung aus N x N. Dafiir brauchen wir eine Formel ¢, so dass
G :={(n,m) | ¢(n,m)} genau die obigen Bedingungen erfiillt. [Z.B. (0, zy), (S(0), f(xq)) sollten
in G sein.] In anderen Worten: Wir suchen eine Formel ¢ mit ¢(n,m) <= m = G(n) fir so
ein G.

Zur Eindeutigkeit: Seien G, G’ zwei Funktionen mit Eigenschaften 1 4+ 2. Betrachte Z := {n €
N | G(n) = G'(n)}. Diese Menge ist induktiv, da nach 1 gilt G(0) = zo = G'((), also § € Z.
Angenommen n € 7, also G(n) = G’(n). Dann gilt

G(S(n) = f(G(n)) = f(G'(n)) = G'(S(n)).

Dies zeigt die Eindeutigkeit.
Wir nennen eine Funktion g einen (zo, f)-Keim, falls

(1) Es gilt dom(g) € N
(2) Bed. 1. von zuvor gilt, falls ) € dom(g) (also keine leere Abbildung)

(3) Bed. 2. von zuvor gilt, falls S(n) € dom(g).

Z. B. ist 0 ein Keim und {(@, zo)} ist ein Keim.
Der Eindeutigkeitsbeweis zeigt, dass falls g, ¢' Keime sind und n € dom(g) N dom(g’), so ist
g(n) = ¢'(n). Betrachte nun Z := {n € N | es existiert ein Keim g mit n € dom(g)}. Diese
Menge ist induktiv, denn: [g := {((), z0)} ist ein Keim mit dom(g) = {0}, also ist ) € Z. Falls
m € Z,d. h. es existiert ein Keim g mit m € dom(g). Definiere nun ¢’ := gU{(S(m), f(g(m)))}.
Dann ist ¢’ eine Funktion (selbst wenn S(m) € dom(g) war) und ¢’ ist ein Keim. AuBerdem
S(m) € dom(g’).]
Daraus folgt Z = N. Sei ¢(n,m) die Formel: ¢ [g ist Keim und n € dom(g) und m = g(n)].
Dann definiere

G(n,m) :={(n,m) € Nx N| ¢(n,m)}. O

Bemerkung 1. Es gibt kompliziertere Varianten dieses Satzes, z.B. f: N — N
G(S(n)) = f(n, G(n)) oder
G(S(S(n))) = f(G(n), G(5(n))).

Alle diese Varianten werden durch den gleichen Beweis bewiesen.

2. Genauso: Falls X eine beliebige Menge ist f: X — X und xy € X, dann existiert eine
eindeutige Abbildung G: N — X mit G(0) = 2o und G(S(n)) = f(G(n)). Am Schluss
des Beweises wird nun aus N x X ausgesondert.

Mit Rekursion definieren wir nun: Sei n € N fest. Setze plus, (D) := n und plus,(S(m)) =
S(plus,,(m)) (wir stellen uns plus vor wie ,,zu n hinzuaddieren®). Fiir jedes n ist plus,: N — N.
Definiere

n 4+ m = plus,(m).
Genauso: Definiere mal,, () := () und mal,,(S(m)) := plus,(mal,(m)). Fiir jedes n ist mal,,: N —
N eine Funktion. Definiere daher

n - m := mal,(m).

Eigenschaften Betrachte etwa folgende Séatze: Vnn + () = n und Vn ) + n = n. Dabei folgt
die erste Aussage direkt aus der Definition, allerdings nicht der Zweite. Zum Beweis: Betrachte
Z={neN|D+n=n} Danngilt 0 +0 =0, also 0 € Z und falls n € Z gilt § + S(n) =
S(0 + n) = S(n). Daraus folgt S(n) € Z. Daher ist Z induktiv und die Aussage ist bewiesen.
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Definition (Symbole der nat. Zahlen) Definiere:

0:=0

1:={0} = {0}

2:=1U{1} ={0,1} = {0,{0}}
3:=2U{2} ={0,1,2} = {0,{0},{0, {0} }}.

In FST konnten wir Strukturen auf Mengen definieren: (X, R) ist eine partielle Ordnung.“
In FST + (Unend) =: Z (Zermelo-Mengenlehre) kénnen wir ausdriicken:

(N, <) ist eine strikte totale Ordnung. n<m:<= nem.
(N, +,0) ist ein abelsches Monoid. Siehe UA (35).

Aus letzterem konnen wir auch Z und Q in einem Modell von Z konstruieren.

Definition (Endlichkeit) Eine Menge z heifit endlich, falls n € N existiert mit
Bij(z,n) # 0.

Definition (Gleichméchtigkeit) Bezeichne mit X ~ Y die Aussage ,X und Y sind gleich-
méchtig®. Definiere (nach Cantor)

X ~Y :<= Bij(X,Y) #0.
Bezeichne mit X <Y die Aussage ,,X ist hochstens so méchtig wie Y. Definiere
XY :<= InjX,Y) #0.
Bezeichne mit X <Y die Aussage ,,.X ist kleiner als Y. Definiere
X<Y: <= X<xYund X ¢Y.

Definition (Unendlichkeit, Abzdhlbarkeit) Eine Menge X heifit unendlich, falls sie nicht
endlich ist. Ferner heiit eine Menge X abzihlbar, falls X < N (d.h. insbesondere, falls X
endlich ist) und X heifit iiberabzahlbar, falls sie nicht abzahlbar ist.

Theorem 2.12 (Satz von Cantor, FST) Fiir alle X gilt
X < P(X).

Beweis. Es gilt, dass  — {x} eine Injektion von X nach P(X) ist, also gilt X < P(X). Wir
werden zeigen: Falls f: X — P(X), so ist f keine Surjektion. Definiere D C X durch

D:={zxeX|x¢ f(x)}.
Die Menge D existiert nach (Aus).

Behauptung. Es gilt D ¢ ran(f).

Angenommen es existiert d € X mit f(d) = D. Dann gilt: d € D genau dann wenn d € f(d).,
aber d € D bedeutet, dass d ¢ f(d). Dies ist ein Widerspruch. O
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Korollar 2.13 In Z koénnen wir beweisen, dass iiberabzahlbare Mengen existieren. Wir erhal-
ten sogar

N <P(N) < P(P(N)) < P(P(P(N))) < ...

Erinnerung X heifit Dedekind-unendlich, falls Y & X existiert mit Bij(X,Y) # 0. N erfiillt
dies etwa wegen Y := N\ {(}} dann ist eine Abbildung N — Y mit z + = + 1 eine Bijektion
von N nach Y.

Theorem 2.14 N ist unendlich.

Beweis. Zu widerlegen ist: Es gibt ein n € N und eine Bijektion n — N.

Zu zeigen durch Induktion: Falls f: n — N eine Funktion ist, so existiert ein £ € N mit
ran(f) C k. Dies gentigt zu zeigen, denn so folgt, dass es keine Surjektion von n € N auf N
geben kann.

Induktion nach n. Fiir n = 0 bedeutet f: n — N, dass dom(f) = 0, also f =0 C 0 =
Angenommen, die Behauptung gelte fiir n. Sei f: n+1 — N. Dannist n+1 = S(n) =n
und wir kénnen schreiben: f|,: n — N fiir die Einschrankung auf n. Dann ist

f=flnU{(n,k)} firein k' € N.

U{n}

Nach Induktionsvoraussetzung existiert ein k& € N mit ran(f|,) C k. Fall 1: k¥’ € k. Dann ist
ran(f) = ran(f|,)U{k'} C {k}. Fall 2: ¥’ ¢ k. Dann gilt k € k" oder k = k’. Wegen Transitivitét
ist in jedem Fall k£ C k’. Daher gilt wegen ran(f|,) C k C k', dass ran(f) C k' + 1. O

Zusammenfassend. In Z (Zermelo-Mengenlehre) konnen wir beweisen, dass es unendliche,
abzahlbare und tiberabzéhlbare Mengen gibt.

Genauso: Es gibt tiberabzahlbare Mengen unterschiedlicher Kardinalitiat: N, P(N), P(P(N)),
P(P(P(N))).

Man beachte, es existiert jeweils eine Surjektion von P(X) auf X (fir X # () durch

xz, falls z = {z}

T, sonst

s: P(X) —)X,zr—>{

fir ein zy € X. Das heift, falls eine Surjektion s’ von z.B. X auf P(P(X)) existiert, so konnte
man mit sos’: X — P(X) eine Surjektion definieren. Dies steht im Widerspruch zu Cantors
Theorem.

Nun fithren wir das Ersetzungsaxiom(-enschema) ein.

4 Zermelo-Fraenkel-Mengenlehre

Definition (Ersetzungsaxiom) Wir nennen eine Formel ® mit n+2 freien Variablen funktiona %,
falls fiir alle z1, ..., x, und alle z,y, 3y gilt:

O(x,y, x1,. .., x0) NP(x, Y 21, .. x0) 2>y =1
Definiere nun folgendes Axiom(-enschema) fiir eine funktionale Formel &:
V.. Ve ,¥XTIrVz(z €r < Jz(zr € X ANO(z,2,21,...,2,))) (Ersg)

In Worten: Fiir jede Menge X gibt es eine Menge von Bildwerten der durch ® definierten
,Funktion®.

2Diese Definition entspricht dem typischen Funktionsbegriff. Funktionen wurden allerdings noch nicht definiert
und wir mochten sie im Folgenden aus diesen Uberlegungen definieren kénnen.
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(Ersg) impliziert unmittelbar, dass es eine Funktion f: X — r gibt mit f(z) = z <=
O(x, 2,21, ..., x,), falls VeIyP(z, y, x1, . . ., x,). Beweis durch Aussonderung aus X xr. Beachte:
Falls die zusétzliche Bedingung jedoch nicht gilt, konnen wir alle x fiir die kein solches y existiert
auf ,irgendwas“ abbilden, was die Funktionalitat erhalt.

Woher kommt der Name dieses Axioms? Schreiben wir z. B. F(z) = y fir ®(z,y, z1,...,2,).

Dann ist das r aus dem Axiom
r={F(z) |z e X}

in der ublichen Notation der Mathematik.

Theorem 2.15 (Rekursionssatz, stiarkere Version) Sei ® eine funktionale Formel mit
V.. Ve ,YeIyd(x,y, a1, ..., T,).

Sei xy beliebig und schreibe F(x) fiir das eindeutig bestimmte y mit ®(z,y,z1,...,z,). Dann
existiert eine eindeutig bestimmte Funktion G mit dom(G) = N und

G(0) = o und
G(n+1) = F(G(n)).

Beweisskizze. Wie zuvor definieren wir Keime und beweisen
1. fur alle n € N existiert ein Keim ¢ mit n € dom(g) und
2. falls g, ¢’ Keime und n € dom(g) N dom(g’), dann g(n) = ¢'(n).
Genauso wie vorher:
®(n,y) <= es existiert Keim g mit n € dom(g) und y = g(n).

Dann ist ¢ funktional nach 2., also konnen wir (Ersg) anwenden und erhalten r, welches alle
Werte von Keimen enthélt. Sondere mit ® aus N x r aus.

Das derzeitige Axiomensystem
ZF, = 7Z + (Ers)

heilt Zermelo-Fraenkel. Zwei Axiomen fehlen noch: Auswahl und Fundierung. Ersteres erhélt
spater ein eigenes Kapitel. Die Fundierung folgt daher als néchstes.

5 Wohlordnungen und Ordinalzahlen

Definition (Ordnungen) (P, <) heiit partielle Ordnung, falls < transitiv, reflexiv und an-
tisymmetrisch ist. Ferner heifit < totale/ lineare Ordnung, falls < total, d.h. fir bel. z,y
gilt stets x <y oder y < x.

(L, <) Eine totale Ordnung heiit dicht, falls

VaVy(x <y <= Jz(z <z <y)).
Eine totale Ordnung heifit diskret, falls

Vedpds(p<a <sAVy(p<y<z—=p=yVy=r)A(z<y<s—az=yVy=s))).
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Auf N haben wir eine Ordnung definiert:
n<m:<= nem=nCm.

Also n < m <= n Cm. [Zu beweisen: n C m = n < m. Nach UA gilt n € m oder n = m
oder m € n. Letzteres fithrt zum Widerspruch m € m wegen m € n C m. Den Rest priift man
leicht.|

Was ist das Verhaltnis zwischen n und S(n)? Klar: n € S(n) = n < S(n). Angenommen
n <m < S(n). Es gilt n € m oder n = m oder m € n. Im ersten Fall ist n € m und C m
und daher m = S(n). In den anderen beiden Fallen ist m < n und daher m C S(n) =nU{n}.
Daraus folgt ebenfalls n € m und n C m.

Wir hétten gerne: falls Z7 C N mit Z # (), dann existiert ein minimales Element von Z. (PRINZIP
DER KLEISNTEN ZAHL).

Beweis. Definiere Z := {n € N | Vmmit m < n:m ¢ Z}. Angenommen Z hat kein minimales
Element. Dann ist Z eine induktive Menge. Daraus folgt, dass N = Z und daher Z = (). Diese
Behauptung zeigen wir nun:

Falls 0 ¢ Z, dann ist 0 € Z. Also hat Z ein minimales Element und daher 0 € Z. Angenommen
n € Z. Das heiftt Vm < n(m ¢ Z). Wire S(n) ¢ Z: Dann existiert m < S(n), wobei m €
Z:dm < S(n),m € Z oder S(n) € Z. Ersteres widerspricht Ind. Vor. Also ist S(n) € Z.
Behauptung: Dies ist minimal. (Folgt direkt aus Diskretheit.) O

Definition (Prinzip des kleinsten Elements) Sei (P, <) eine partielle Ordnung. Wir sagen
P erfiillt das Prinzip des kleinsten Elements oder P ist fundiert, g.d.w. fiir jede Teilmenge
X C P mit X # () existiert ein <-minimales Element.

Dabei heifit p € X <-minimal in X, falls

Ve e X (x £ p).

Ublicherweise heiit p € X <-kleinstes Element, falls

Vere X (p<ux).

Falls (P, <) eine totale Ordnung ist, so ist jedes <-minimales Element von X ein <-kleinstes
Element von X.

Definition Falls (P, <) eine totale fundierte Ordnung ist, so nennen wir (P, <) eine Wohlordnung.
(Beachte im Englischen: Wohlordnung ist ,Wellordering' und fundiert ist ,well-founded").

Beispiel (Wohlordnungen und keine Wohlordnungen) 1. (N, <) sind eine Wohlord-
nung.

2. Falls (W, <) eine Wohlordnung und W’ C W so ist (W', <) auch eine Wohlordnung.

Also sind (n, <) fiir n € N eine Wohlordnung,.

- w

(Z, <) ist keine Wohlordnung. Denn Z hat kein kleinstes Element.

5. (QF, <) mit Qf :={q € Q| ¢ > 0} hat ein kleinstes Element. Aber es ist keine Wohlord-
nung, da z. B. Q" kein kleinstes Element besitzt.

6. Sei (D, <) eine dichte lineare Ordnung mit |D| > 2. Dann seien dy < d; Elemente von D
und somit hat {d € D | dy < d} kein kleinstes Element enthalt.
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7. Sei oo ein Objekt ¢ N. Betrachte N := N U {oo}. Wir definieren

r <y, fallsz,y€eN

Ty = {
Y =00 sonst

Seinun X C Nmit X # (. Fall 1: XNN # (. Nach dem PKZ in N existiert ein ng € X NN
minimal. Dies ist auch minimal in X. Fall 2: X NN = (). Dann ist X = {co}. Also ist oo
das kleinste Element von X.

8. Im Allgemeinen gibt es eine Summenoperation von totalen Ordnungen. (L1, <y), (Lo, <3).
Bilde (L1, <1) @ (Lo, <5) als disjunkte Vereinigung von L; und Ly mit der Ordnung, die
auf L; mit <; Ubereinstimmt und alle Elemente von L; vor alle Elemente von Lo stellt.
Ubungsaufgabe: Falls (L;, <;) und (Ly, <5) Wohlordnungen, so auch (L1, <;) ® (Lg, <s).

9. Wir schreiben N = {2n | n € N} U{2n+ 1 | n € N} und definieren C auf N

n<m n,méek
nCm:<= {n<m n,m e 0
née€ Fund m € o

Das heifit die geraden Zahlen sind kleiner als alle ungeraden Zahlen. Es ergibt sich also
die Reihenfolge
0246810 ...13579 ...

Dies ist nicht isomorph zu N oder N @ 1. Beweis aus Ubungsaufgabe: N @ N ist isomorph
zu (N, L) und somit ist dies eine Wohlordnung.

Definition Ist (L, <) eine totale Ordnung, so nennen wir I C L ein Anfangssegment von L,
falls gilt VaVy x € I und y < x, dann y € I. Ferner heifit ein Anfangssegment echt, falls I # L.

Falls z € L, so ist
I, ={yeL|y<uz}

ein Anfangssegment und es ist echt, da = ¢ I,.

Lemma 2.4 Falls (W, <) eine Wohlordnung ist, so gilt fir jedes Anfangssegment I: I ist echt
g.d.w. es existiert x € W(I = I,,).

Bemerkung Im Allgemeinen (ohne Wohlordnung) gilt vorherige Aussage nicht: Fir (Q, <)
betrachte I := {¢ € Q | ¢ < 0}. Dies ist offensichtlich ein echtes Anfangssegment. Aber falls
I C I, fiir irgendein z, dann ist z > 0 und somit § € I,, aber § > 0 und somit § ¢ I.

Beweis. (Lemma) <" ist klar.
,= Sei I echtes Anfangssegment. Also ist W \ I # (). Verwende die Wohlordnung, um das
kleinste x € W\ I zu finden. Dann ist [, C [ C I, und daher [ = I,. O

Theorem 2.16 (Induktion fiir Wohlordnungen) Sei (W, <) eine Wohlordnung und Z C
W mit der Eigenschaft
Ve (I, CZ s x€Z)

Dann gilt Z = W.
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Beweis. Angenommen Z hat die Eigenschaft, aber Z & W. Dann W \ Z # (). Nach Wohl-
ordnung existiert x € W \ Z minimal. Das heifit I, Z. Nach Vor. x € Z. Dies ist ein
Widerspruch. [l

C
Z
-

Definition Sei (W, <) eine Wohlordnung und X eine beliebige Menge. Dann definiere
ASF(X) :={f € Rel(W, X) | 3w € W,dom(f) = I, und ran(f) C X'}
ausgesondert aus Rel(W, X).

Theorem 2.17 (Rekursionstheorem fiir Wohlordnungen) Sei (W, <) eine Wohlordnung
und sei
f: ASF(X) — X.

Dann existiert eine eindeutige Funktion G: W — X mit
G(z) = f(Gl,).

Beweis. Wie zuvor: f-Keim ist eine Funktion ¢ € ASF(X) mit g(z) = f(g|z,) fur alle z €
dom(g).

Wie zuvor: Falls g, ¢’ Keime, x € dom(g) Ndom(g’), so gilt g(x) = ¢'(x).

Nun: Fiir jedes x € W existiert g Keim mit x €dom(g). Angenommen die Behauptung gilt nicht,
sei  minimal, so dass kein Keim existiert mit x € dom(g). Fiir jedes y € I, existiert ein Keim
gy mit y € dom(g,). Nach Eindeutigkeit gilt fir z € dom(g,)N dom(g, ), dass g,(z) = g, (2).

Also ist
9= U 9y
y€l,
ein Keim mit dom(g) D I,. Also ist ¢* := g U {(z, f(g]s,))} ein Keim mit z €dom(g*). Setze
nun G(x) =y g.d.w. es existiert Keim ¢ mit  €dom(g) und g(z) = v. O

Bemerkung Dieser Beweis mit fest vorgegebenem X funktioniert in 7, das heifit ohne (Ers).
Wie auf N kénnen wir in ZFy (also mit (Ers)) eine Version formulieren, bei der X nicht vorher
feststeht und f durch eine funktionale Formel gegeben ist.

Lemma 2.5 Falls (L, <) eine totale Ordnung und (P, <) eine partielle Ordnung sind, dann ist
eine injektive und ordnungserhaltende Funktion (das heifit Vo, yz <y — f(x) < f(y))

f:L— P
ein Isomorphismus zwischen (L, <) und (ran(f), <).
Beweis. Recht einfach. O

Lemma 2.6 Falls (W, <) eine Wohlordnung und f: W — W ordnungserhaltend sind, so gilt
f(z) > x fur alle z € W.

Beweis. Angenommen die Aussage gilt nicht, dann existiert ein kleinstes zp mit f(zo) < zo.
Wende f auf diese Ungleichung an und erhalten wegen der Ordnungserhaltung, dass f(f(x¢)) <
f(z0). Dies ist ein Widerspruch zur Minimalitét von . O

Lemma 2.7 Falls (W, <) Wohlordnung und f ein Automorphismus von (W, <) ist, so ist f =
id.
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Beweis. Folgt aus Lemma[2.6] da f und f~! beide ordnungserhaltend sind, also f(z) > x und
f~Yz) > z. Daraus folgt f(z) = z. -

Lemma 2.8 Falls (W, <), (W', <) Wohlordnungen und f, f’ zwei Isomorphismen zwischen
(W, <) und (W', <). Dann gilt f = f'.

Beweis. Beachte, dass (f')"'of: W — W ein Automorphismus ist. Daher folgt nach Lemma
3,dass (f)"to f=id Alsoist f' = f. O

Korollar 2.18 Keine Wohlordnung ist isomorph zu einem echten Anfangssegment von ihr
selbst.

Beweis. Angenommen f: W — [, ist ein Isomorphismus. Dann ist f: W — W ordnungs-
erhaltend und f(z) = ¢ I,. O

Theorem 2.19 (Hauptsatz der Wohlordnungen) Es seien W; und W, Wohlordnungen.
Dann gilt

(].) W1 = W2 oder
(2) W1 = I, fiur x € Wy oder
(3) Wy = I, fir y € Wh.

Korollar 2.20 Bis auf Isomorphie sind Wohlordnungen total geordnet (bzw. sogar wohlgeord-
net).

Man kénnte daher ([W]x~, <) definieren durch [W] < [W’] g.d.w. Fall (2) aus dem Hauptsatz
der Wohlordnungen gilt. Das wére allerdings eine Klassen-Wohlordnung von echten Klassen (7)
Dies ist ein Problem, daher:

Stattdessen: Wihle auf eine kanonische Weise Reprasentanten aus jeder [W]~. In der Mengen-
lehre haben wir bereits die €-Relation verwendet. Achtung: An sich ist € gar nicht transitiv
oder total.

Definition Eine Ordinalzahl ist eine Menge «, so dass:

(1) « ist transitiv und

(2) (a, €) ist eine Wohlordnung,.

Beachte: Wenn das Fundierungsaxiom gilt, reicht es bereits, dass (o, €) total und transitiv ist.
Gibt es tiberhaupt Ordinalzahlen? Wir kennen bereits N, wobei 0 = ) und n + 1 = {0, ..., n}.
Fir N gilt

n<m << nem ngm
n<m < nCm.

Dabher ist (N, €) und jede (n, €) sind Ordinalzahlen. Wir hatten definiert, dass n+1 = nU{n}.
Schreibe N = w. Setze nun

w+1l:=wU{w}
w+2:=(w+1)U{w+1}
w+n:={0,1,.. }U{w,w+1l,w+2,...,w+n—1}

wtw:={0,1,.. } U{w,w+1,...}
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Lemma 2.9 Es seien o und 5 Ordinalzahlen (schreibe hierfiir o, 5 € Oz). Dann gelten folgende
Aussagen
(a) a ¢ a.
(b) pea=pe€ Oz
(c) anp e Oz.
(d) aep <= alSAa#p.
)

(e) a C B oder 8 C a.

Beweis. (a) Wenn Fundierung gilt, dann klar. Sonst: @ € @ = o € a* widerspricht ,(«, €)
ist Wohlordnung*.

(b) Transitivitit: § € v € 8 = Da {d,7, 8} C «, und («, €) Wohlordnung. Daraus folgt, dass
o€ p.

Wohlordnung: Es reicht z.z., dass 8 C «. Aber sei v € 5. Dann v € 5 € o und daher 7 € a.
Darum 5 C a.

(c) Einfach

(d) @ € 8 Dann « # § wegen (a) und o C § wie zuvor bei (b). Sei nun o C 5, a # 3. Sei
das Kleinste in 5\ a. Dann I, = {0 | § € v} = {d | § € a}. Daraus folgt, dass v = o € f5.

(e) Seiy=anp, v e Oz wegen (c) ist v C aund v C B. Wenn v # a und v # ( dann folgt
(jeweils) aus (d), dass v € a und v € 3. Daher ist insgesamt v € (aN 3) = . Daher v € .
Widerspruch nach (a)! O

Definition Seien o, € Oz. Dann ist a < § g.d.w. a € 3. Ferner

a<f = acf = aip
a<f <<= aCp.

Ebenso ist

a={0]8<a}.

Definition (Klassen) Eine Klasse ist eine Formel ®, z. B.

X :{x|g(/x_)/}

Klasse Formel

Klassen kénnen Mengen sein. Es gibt auch echte Klassen, z.B. V = {z | 1 = 1} oder V\{2019} =
{z | x # 2019}. Es beschreibt daher alles, was sich mittels einer Formel beschreiben lésst.
Man kann schreiben: z € X und ebenso X C Y wegen Vz(®(z) — ¥(z)), falls ¢ die Klasse X
und U die Klasse Y beschreibt. Aber man kann nicht so etwas schreiben wie X € .. ..

Lemma 2.10 (Oz, <) ist eine (Klassen-) Wohlordnung.

Beweis. Klar. U
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Lemma 2.11 Sei « eine Ordinalzahl, dann ist a + 1 := aU {a} die kleinste Ordinalzahl > a.
Beweis. Sei f > «a, dann ist @ € 5 und a C . Daher ist a U {a} C 5 und daher a+1 < 8.0

Definition (Nachfolgerordinalzahlen) « + 1 heiit die Nachfolgerordinalzahl von «. Bzw.:
« ist eine Nachfolgerordinalzahl, falls eine Ordinalzahl § existiert mit a = 5+ 1. Sonst heifit «
Limesordinalzahl. [Manchmal: 0 als Sonderfall]

Lemma 2.12 Sei ' C Oz. Dann sind sowohl JC' als auch N C' Ordinalzahlen und es gilt
NC € C sowie

JC = sup(0),
(C = inf(C).

Welche Arten von Ordinalzahlen gibt es?
1.0:=10
2. Ya € Oz: a + 1 € Oz. (Nachfolgerordinalzahl)

3. Limesordinalzahl: A, so dass A # a + 1 fiir alle a € Oz.

Bemerkung Wenn A\ Limesordinalzahl Vo < A 9473, so dass ao < 8 < A.

Ferner ist (o, €) = (5, €), dann folgt o = /3. Denn sonst wére z. B. v = echtem Anfangssegment
von sich selbst. O

Theorem 2.21 (Hauptsatz von Ordinalzahlen) Jede Wohlordnung (W, <) ist isomorph
zu einer eindeutigen Ordinalzahl a.

Beweis. Eindeutigkeit folgt direkt aus vorheriger Bemerkung. Zur Existenz: Vo € W sei x gut,
wenn 31, : (I, <) = a,. Sonst ist x schlecht. Klar ist:  gut = Yy < z : y ist gut. Wir wollen
zeigen, dass alle x € W gut sind.

Angenommen, dies gilt nicht, dann sei € W die kleinste schlechte Ordinalzahl. Dann existiert
Yy < z ein o, € Oz, s.d. I, = . Daraus folgt, dass x = {a, | y < z} C Anfangssegment in
Oz. Daher ist {oy, | y < 2} € Oz. Damit ist der Beweis der (Zwischen-)Behauptung beendet,
da jede nach unten abgeschlossene Menge X C Oz eine Ordinalzahl ist.

Somit sind alle z € W gut und W = {a, | x € W} das ist aber wieder ein Anfangssegment. =
W =~ € Oz O

Definition (Ordnungstyp) Solche a = W nennen wir Ordnungstyp von W. Wir schreiben
auch o = o.t(W).

Korollar 2.22 Die Ordinalzahlen Oz bilden keine Menge.

Beweis. Sonst wire (Oz, <) = (o, €) = o € Oz = a = Oz = a € a. Dies ist ein Wider-
spruch. O

Theorem 2.23 (Hartog) Es gibt iiberabzahlbare Ordinalzahlen.
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Beweis. Falls das Auswahlaxiom gilt: Sei (R, <) eine Wohlordnung von R. Dann ist (R, <) =
(cr, €) dann ist a € Oz tiberabzahlbar.

Ohne Auswahlaxiom: Sei WO,p, := {(W, R) | W C N Wohlordnung, R C NxN}. SeiI' := {a €
Oz | a abzahlbar} Wenn I' eine Menge ist, dann I' € Oz. Aber dann ist I" iiberabzahlbar, denn
sonst I' € T'. Daher geniigt es zu zeigen, dass I' eine Menge ist. Definiere dazu F': WO,,, — T,
(W, R) — o.t(W, R). Behauptung: F ist surjektiv.

Sei a abzéhlbare Ordinalzahl. Dann ist a = N. Sei ¢ ein Isomorphismus o« — N. Definiere R

durch mRn : <= i~ '(m) € i"!(n). Dann ist (o, €) = (N, R). Daher ist F(N, R) = «. O
Da WO,, C P(N) x P(Nx N), ist WO,p, cine Menge. Nach (Ers) ist I' = F[WO,p,| auch eine
Menge. Dieses I' ist Wj. U

Zusammenfassung Wohlordnungen. Ist (W, <) eine strikte, totale Ordnung und fundiert,
so heifit sie Wohlordnung. Dariiber wissen wir bisher, dass

e Induktion und Rekursion auf Wohlordnungen méglich.

e Ein echtes Anfangssegment ist von der Form I, fiir ein z € W.

e [somorphismen zwischen Wohlordnungen sind eindeutig.

e Keine Wohlordnung ist isomorph zu einem ihrer echten Anfangssegmente.
e Es gibt Ordnungen von Wohlordnungen — etwa:

Die Ordnung (W, <w ) < (W', <p) g.d.w. es existiert w' € W' mit (W, <w) = (I, <w) ist
eine Wohlordnung von Wohlordnungen.

Ferner sagt der HAUPTSATZ von Wohlordnungen: Seien (W, <) und (W', <y~) Wohlordnun-
gen. Dann gilt (genau) einer der folgenden Félle:

(1) (W, <w) = (W', <pr),
(2) (W, <w) < (W', <w) oder
(3) (W', <ur) < (W, <w).

Beachte, dass dies fast die Aussage ist, dass < eine totale Ordnung ist: Jedoch nur bis auf
Isomorphie.
Wir hatten gerne kanonische Représentanten der Isomorphieklassen von Wohlordnungen.

Zusammenfassung Ordinalzahlen. « ist eine Ordinalzahl g.d.w. («, €) eine Wohlordnung
ist und o transitiv istFl
Eigenschaften von Ordinalzahlen

1) a¢a.

) a=Zpf=a=0.

(1)
(2) p € a = [ Ordinalzahl.
(3)
(4)

aC = acfoder a=20.

3Beachte etwa, dass die Menge 2 = {0, 1} und {0, 2} jeweils beziiglich der Relation € Wohlordnungen bilden,
welche sogar isomorph zueinander sind. Jedoch ist {0,1} im Gegensatz zu {0, 2} transitiv.
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(5) a € foder € aoder = f. D.h. <ist € und < ist C.
Beispiel: Elemente von N und N selbst. Historische Notation: w := N.
(6) Transitive Mengen von Ordinalzahlen sind Ordinalzahlen.

[Beweis: Sei X transitive Menge von Ordinalzahlen. Z. z.: (X, €) ist Wohlordnung. Nach
(5) und (1) ist klar: (X, €) ist totale Ordnung. Es bleibt z. z.: (X, €) ist fundiert. Sei also
Z C X, 7 # 0. Fixiere a € Z. Fall 1: o ist minimal in Z. Dann sind wir fertig. Fall 2: « ist
nicht minimal in Z. Das heifit « N Z # ), wobei a N Z C «. Also ist a N Z eine nichtleere
Teilmenge von «, (o, €) war eine Wohlordnung. Also hat & N Z ein minimales Element .
Dies ist auch minimal in Z.]

(7) Es gibt keine Menge aller Ordinalzahlen. [Folgt aus (1), (2) und (6)]
Beispiel: Es sei « eine Ordinalzahl, so dass S(a) = aU {a} = a+ 1.

(8) Es gibt keine grofite Ordinalzahl.
(9) Falls X eine Menge von Ordinalzahlen ist, so ist [J X eine Ordinalzahl. [Folgt aus (6)]

(10) Es gibt eine Menge aller abzéhlbaren Ordinalzahlen.

[Beweis: Nach dem Satz von Hartog: a abzdhlbar = Es existiert f,: @ — N injektiv.
Betrachte R, := ran(f,) C N und definiere nE,m g.d.w. f,;(n) € f;'(m) fir n,m € R,
durch f,. Es gilt (R, F.) = (a, €). Betrachte nun die Menge(!):

E={(X,E)| XCNund FC X x X}
und definiere F' von = in die Ordinalzahlen

a, falls (X, F) = («a, €) Ordinalzahl

0, sonst

F(X,F)):= {

F ist funktional und somit ist der Bildbereich nach (Ers) eine Menge.]

1e Menge w; aller abzahlbaren Ordinalzahlen ist transitiv und somit eine Ordinalzahl nac
11) DieM ller abzahlb Ordinalzahlen i iti d it eine Ordinalzahl h
(6). Nach (1) ist wy nicht abzéhlbar.

(12) Verallgemeinerung: Sei Z eine beliebige Menge. Dann existiert die Menge aller in Z injektiv
einbettbaren Ordinalzahlen {« | @ < Z} und diese ist selbst nicht in Z einbettbar.

Definition. Diese Ordinalzahl heifit Hartogs-Aleph von Z:

R(Z)

Induktion auf Ordinalzahlen: TRANSFINITE INDUKTION
Angenommen @ ist eine Formel, so dass

(1) @(0).
2) ®(a) = B(a + 1).

(3) Falls A Limesordinalzahl und fiir alle £ < A gilt ®(¢), dann gilt ®(\).
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Rekursion auf Ordinalzahlen: TRANSFINITE REKURSION
Angenommen xg ist gegeben und @y, ¢, sind funktionale Formeln. Dann gibt es eine funktio-
nale Formel W. Wir schreiben Fiy(x) = y, falls ®y(x,y)

falls =0
(G(B)), fallsa=p+1
(Gln),  falls @ = X Limesord.
L(x) =y, falls ®p(z,y)
G(z) =y, falls ¥(x,y)

o,

Fn
G(a) =S Fp,

F

Ordinalzahloperationen.
Fiir Nachfolgeordinalzahlen:

a+0:=a«a
a+(B+1):=(a+8)+1
a-0:=0
a-(f+1)=a- b+«
al =
oBtl =B

Fir )\ Limesordinalzahl:

a+X=Ja+¢

E<A
a-\i= U a-&
E<A
ot = ot
E<A

Die Operationen sind keine Funktionen, sondern funktionale Formeln. Im Allgemeinen sind
diese nicht kommutativ (!). Betrachte

w=N= U1—|—£D§f'1+w#w+1:S(w):wU{w}§N@1.

E<w

Ebenso ist 2 - w # w - 2. Denn:

w2=w-14+l)=w-l4w=w+tw>w
2 w= U2~£:w.

E<w
Wobei w + w > w direkt aus w +w = N @ N folgt.
Zur Intuition: Die Menge 2® N entspricht etwa einem Gitter, in jedem jede Zeile zwei Elemente
(0,1) besitzt und es fiir jede natiirlich Zahl eine Spalte gibt. Hier gibt es keine Limesordinal-
zahlen (weil sie sich hintereinander anordnen lassen). Andererseits besitzt ein entsprechendes
Gitter zu N ® 2 zwei Zeilen mit jeweils unendlich vielen (N) Eintrégen (gewissermafien zwei
Kopien von N iibereinander). Hier gibt es Limesordinalzahlen.
Insgesamt gilt die Assoziativitéit fiir Ordinalzahlen:

(a+pB)+yv=a+(B+7)
(a-B)-v=a-(B-7).

44



2 Mengenlehre

Bemerkung (Zusammenhang zwischen + und @ bzw. - und ® auf Ordnung) Falls o, 5
Ordinalzahlen sind, so schreiben wir o @ (3 fiir die eindeutig bestimmte Ordinalzahl,welche iso-
morph zu (o, €)®(f, €) ist. Ebenso schreiben wir a®/ fiir die eindeutig bestimmte Ordinalzahl,
welche isomorph zu (o, €) ® (3, €) ist. Wir werden zeigen, dass fiir beliebige a, 8 gilt:

at+f=a®f
a-f=a®p.

Dabei bezeichnen + und - die rekursiv definierten Operationen und @ und ® die synthetischen
Definitionen.

Beweis. Es gilt a + 8 = a ® 8. Wir zeigen dies per Induktion nach 5. Wir zeigen eine sogar
stirkere Behauptung: Definiere f, g: (o, €)® (8, €) = o+ durch (0,£) — £ und (1, 1) — a+n.
Dann ist f, g ein Isomorphismus zwischen a @ 3 und « + §.

Fall 1: $=0. Klar, da a ® 0 = « und (0,&) — &.

Fall 2: 8 = 1. Dies ist offensichtlich ein Isomorphismus o & 1 — a + 1. Es gilt per Def.
(0,§) =€ (1,0) » a+0=a.

Fall 3: 8 = v+ 1. Ind.Vor.: f, , ist Isomorphismus. Dann gilt

a+B=a+(y+1) = (a+7)+1 = (a®y)+1 = (a®Y) Dl = a®(y®1) = a®(y+1) = adp.
Fall 4: g ist Limesordinalzahl. Es gilt
Oé‘f‘ﬁ: Ua+§Ind.__\/or. U@@€
§<B £<p

Wir geben daher einen Isom. a @ 8 — Ugcga @ £ durch (0,9) — ¢ und (1,7) — a + 7. Dies
ist offensichtlich nach Ind.Vor. ein Isomorphismus. Dies beendet den Beweis fiir + und .

Zu a - = a® (. Unser Isomorphismus g, 3 zw. (o, €) @ (5, €) und « - f wird sein: (§,7) —
a-n+¢&. Wir zeigen somit wieder die stérkere Behauptung: g, g ist ein Isomorphismus zwischen
(a,€) ® (B, €) und (o, B, €).

Der Beweis folgt analog zu +/@® wie zuvor. Im Fall 3 verwenden wir, dass wir wissen
(€)@ (B+1,¢) = ((a,€) @ (0, €)) ® (a, €).
Somit gilt nach Ind.Vor. - f+a=(a® ) Da=(a® [) + a. O

Weitere Eigenschaften. Voriiberlegung: Falls f: o« — § ordnungserhaltend und injektiv, so
ist 5 > «a [Falls nicht: § < «, also f € a und somit ist f(8) < f im Wid. zur Aussage, dass
ordnungserhaltende Abbildungen nie f(x) < z haben.]

Korollar 2.24 Fir alle Ordinalzahlen «, 8 gilt

at+p>p (1)
a+fp>a (2)
Ebenso: Falls a < 3, so ist
at+ty< B+ (3)
Etwas Interessanter: Falls a < 3, so gilt
vy+a<y+p. (4)

[< folgt wie oben]
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Beweis. Induktion nach . Fall 1: § = 0. Nichts zu zeigen.
Fall 2: 3 =4d 4 1. Ind.Vor.: Falls a < ¢, so ist v+ o < v+ 4. Unterfall a: o < 9.

e T < () Al =y (6 1) =+ B

Unterfall b: o = 6.
YHI<(Yy+I)+1=7+7.

Fall 3: 8 ist Limesordinalzahl. Ind.Vor.: Fiir alle £ < 3 gilt falls a < &, so ist v +a < v+ &.
Sei nun a < (. Zu zeigen: v 4+ a < v + . Da g Limesord., ist « + 1 < . Nach Ind.Vor. ist
Y+a<y+(a+1) < v+ B. Aber es gilt

Y+B8=Jr+ED2 7+ (a+1). O
£<8

(5) ,Subtraktion“: Falls a < /3, so existiert ein eindeutiges 6 mit o + § = 5.

Beweis. R := [\ a C (3. Dies ist eine Wohlordnung und somit existiert ein eindeutiges
d mit (9, €) = (R, €). Daher ist

(B,€) = (a,€)d (R, €) = (a,€) D (0,€) = (add, €)= (a+06,€).
U

(6) Dies geht nicht umgekehrt! Das heifit, dass die folgende Aussage falsch ist: Falls o < 3,
so existiert 0 mit 0 +a = (. Denn ein Gegenbeispiel hierzu liefert etwa o = 1 und g = w.

(7) ,Division mit Rest“: Falls & > 0 und 7 beliebig, so existiert 5 und ein p < o mit
Y=o B+p.

Beweis. Man iiberlege sich, dass « - (7 + 1) > v+ 1 > ~. Nach Ind. existiert also eine
kleinste Ordinalzahl § mit o - > . Falls ¢ eine Limesord. ist und & < 9, so ist a- € < 7.
Dann ist a - 6 = Ugs - § < . Dies ist ein Widerspruch!

Also ist 0 eine Nachfolgerordinalzahl. Z.B. 6 = g+ 1. Also ist a- 5 < 7. Wende Eigenschaft
(5) auf o - § und 7 an und erhalte p mit o - 4 p = . Wieder nach Subtraktion p = «f.
Es bleibt z.z. p < a. Es gilt

Z:jf@” }7=a-ﬁ+(a+6’)=(a-6+a)+0:(a-(6+1))+9:a-5+0.

Daraus folgt, dass « - 9 < . Dies ist ein Widerspruch zur Wahl von . U

Bemerkung: Das Paar (3, p) ist eindeutig mit diesen Eigenschaften.

(8) Auch hier ist die Reihenfolge der Operationen wichtig.

Wann ist 1 + a = a? Etwa bei 1 + w = w (,Hilberts Hotel‘). Allerdings gilt 1 4+ (w + 1) =
(I+w)+l=w+1lund 1+ (w+0d) = (1+w)+§=w+ ]

Korollar 2.25 Es gilt
aeEN < 1l+a>a.

4Jede Ordnung v > w ist von der Form w + § fiir ein geeignetes 6 nach Subtraktion.
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Gibt es a mit w + a = a? Nicht a = w, da w +w > w. Definiere Fixpunkt der Operation
o= w+a.

Qp = Q

Qiy1 =W+

Oy = UO[Z'

ieN
Behauptung: w + ay = as. Es gilt

wtaw= |J wté=Jw+a =] a =ax.

{<ao 1€EN 1€EN

6 Kardinalzahlen

Kardinalitit (auch: Méchtigkeit) setzt in gewissem Sinne auf natiirliche Weise die Uberlegungen
zu Ordinalzahlen als kanonische Représentanten von Wohlordnungen fort.
Im Vergleich von Machtigkeiten zwischen Mengen hatten wir bereits definiert:

X~Y gdw df: X — Y bij.
X=xYgdw 3f: X — Y inj.
X <Y gdw X<xYund X £Y.

Bemerkung Die Relation ~ ist eine Aquivalenzrelation. Ferner ist < eine transitive, reflexive
und es existiert stets X # Y mit X <Y und ¥V 5 X.

Satz 2.26 (Cantor-Schroder-Bernstein) Aus X <Y und YV < X folgt, dass X ~ Y.

Ein erster Ansatz hierzu wére etwa: Setze | X| = {Y | X ~ Y} und | X| < |Y| genau dann, wenn
X =< Y. Das Problem dabei ist allerdings, dass diese Definition keine Menge liefert (sondern
eine echte Klasse). Daher:

Frage: Existiert fiir alle Mengen X eine Ordinalzahl «, so dass X ~ «a?

Fiir wohlgeordnete Mengen X wissen wir bereits, dass diese Aussage stimmt (Hauptsatz von
Wohlordnungen). Daher gentigt es stattdessen, sich die folgende Frage zu tiberlegen:

Frage: Existiert fur jede Menge X eine Relation R, so dass (X, R) eine Wohlordnung ist?

6.1 Das Wohlordnungsprinzip

Ziel: Wir mochten zeigen, dass fiir jede Menge X eine Relation R existiert, so dass (X, R) eine
Wohlordnung ist (d.h. jede Menge lésst sich wohl ordnen). Diese Eigenschafte nennen wir auch
wohlordenbar.

Bemerkung X ist wohlordenbar <= da € Oz mit X ~ «.

Beweis. «<: Sei f: « — X eine Bijektion. Dann definieren wir xRy genau dann, wenn

f~Yz) € f~(y). Dann ist (a, €) = (X, R). O

Definition (Auswahlfunktion) Sei X eine Menge nichtleerer Mengen (d.h. sie enthélt nicht
die leere Menge als Element). Eine Auswahlfunktion fiir X ist eine Funktion ¢ mit

e dom(c) = X und
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o Vx € X gilt ¢(x) € x.
Definition (Auswahlaxiom, AC) Betrachte das folgende Axiom (engl.: ,Axiom of Choice’):
VX Va(z € X = 2 # 0) — Fe(Fun(c) Adom(c) = X AVz(x € X — ¢(x) € x))] (AC)

In Worten: Fiir jede Menge X, die nicht die leere Menge enthélt existiert eine Auswahlfunktion
c.

Im Allgemeinen ist das Auswahlaxiom unabhéngig von der Zermelo-Fraenkel-Mengenlehre, das
heif3t

ZF [~ AC und
ZF £ - AC.

Die erste Aussage wurde 1963 von Cohen gezeigt. Die zweite Aussage zeigte Godel im Jahr
1938.

Lemma 2.13 (ZF ohne AC) X hat eine Auswahlfunktion, wenn

(1) X endlich ist.

(2) Alle x € X einelementig sind.

(3) UX eine Wohlordnung ist (z. B. falls X eine Menge von Teilmengen aus N ist.)

Beweis. (1) Sei X = {xy,...,2,} und Jy; € z;. Sei

c:{(x,y>€X><UX|(x:xl/\y:yl)\/...\/(x:xn/\y:yn)}.

(2) Setze
c:{<x,y> EXXUX|yE:L‘}.
(3) Setze
c= {(x,y) eX x| JX| yEx/\Vz(zEx—)sz)}
Dann gilt stets, dass (U X, R) eine Wohlordnung ist. O

Theorem 2.27 (Zermelo, 1904) AC = WO-Prinzip.

Beweis. Sei X # () beliebig. Es seien Z = P(X)\ 0, ¢ eine Auswahlfunktion fir Z, § = R(X) =
min{a | o« £ X} und sei ¢ X.
Definiere f: 6 — X U {} rekursiv in §: Fir alle oo < 6.

fla) = {C[X\{f(ﬂ) |b<al], wenn X\ {f(B)|B<a}l#0
sonst

Dann existiert a@ < ¢, so dass f(a) = . Weil sonst ist f: 6 — X injektiv. Sei o das

kleinste Element, so dass f(ag) = . Va < ap: f(a) € X. Dann ist f]|,, sowohl injektiv als
auch surjektiv. Daher ist f: ag —> X eine Bijektion. 0
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Theorem 2.28 Es gilt
Wohlordnungsprinzip <= AC.

Beweis. Wie Lemma von zuvor. O

Wir schreiben von nun an

Z¥C =7ZF + AC

und nehmen ferner von nun an das Auswahlaxiom zusatzlich an!

Definition (Kardinalitit bzw. Méachtigkeit) Setze
| X| ;== min{a € Oz | X ~ a}.

Definition (Kardinalzahl) Wir nennen eine Ordinalzahl £ € Oz Kardinalzahl der Menge X,
wenn K = | X|

Beispiel e w := |X]| fiir alle abzdhlbaren Mengen X. Wir schreiben hierfiir auch R, das
heif3t NO = W.

e Alle natiirlichen Zahlen sind Kardinalzahlen.

e N, := kleinste (bzw. erste) tiberabzéhlbare Kardinalzahl.

Lemma 2.14 Die folgenden Aussagen sind dquivalent:
(1) k ist eine Kardinalzahl (k = | X])
(2) r =[xl

(3) Va < k gilt k £ a.

(4)

4) Va < k gilt k o a.

Beweis. (4) = (3): Ang. es ex. a < k mit kK < . Dann ist & < Kk = «a < k. Daraus folgt nach
Cantor-Schroder-Bernstein, dass a ~ k. Dies ist ein Widerspruch.

(3) = (2): Ang. |k| # k. Dann folgt, dass |k| = a < k und K < «. Dies ist ein Widerspruch.
(2) = (1): Klar.

(1) = (4): Sei X, so dass k = |X|. Aber wenn Ja € £k mit kK ~ «, dann folgt daraus ein
Widerspruch zur Minimalitat von x. 0

Nun haben wir gezeigt, dass

X~Y gdw |[X|=]|Y]
XY gdw |[X|<|Y|
X <Y g.dw |[X]|<|Y]

Lemma 2.15 Jede unendliche Kardinalzahl ist eine Limesordinalzahl.
Beweis. Es gilt (¢4 1) ~ a. Die Behauptung folgt aus der Minimalitat von Kardinalzahlen.[]

Lemma 2.16 X(X) ist eine Kardinalzahl, R(k) ist die kleinste Kardinalzahl grofer als «.
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2 Mengenlehre

Beweis. 1. Sei 0 = X(X). Wenn ¢ keine Kardinalzahl ist, so gibt es a < § mit o ~ 6. Aber
a £ X. Dies ist ein Widerspruch zur Minimalitat von 4.

2. Wenn X(k) < k; dann ist X(k) < k. Dies ist ein Widerspruch. Daher ist £ < X(x). Wenn
k < A fiir eine weitere Kardinalzahl A gilt, dann ist A £ . Nach Minimalitat ist R(x) < .
0

Definition (Nachfolgerkardinalzahl) Setze k™ = (k) also die Nachfolgerkardinalzahl von
K.

Lemma 2.17 Sei X eine Menge von Kardinalzahlen. Dann ist |J X auch eine Kardinalzahl.
Ferner ist |J X die kleinste Kardinalzahl > & fur alle k € X.

Beweis. Sonst existiert a < X, aber a ~ [JX. Dann ist a € JX. Dann existiert K € X
(also kK € UX), so dass a € k. Daher o € k C |JX. Daraus folgt, dass « € k C UX ~ a.
Daher ist

a<xKk=< UX < a.

Daher ist a ~ k. Dies ist ein Widerspruch dazu, dass x eine Kardinalzahl ist. Die zweite Aussage
folgt, weil U X = sup(X). O

Definition Fir alle Ordinalzahlen « definiere X, durch:
o Ny :=w.
o N, =R =R(R,).
o Ny 1= Uyer Na-

Lemma 2.18 Fiir alle Kardinalzahlen x gilt: x ist endlich oder es existiert ein «, so dass
K= N,.

Beweis. Offensichtlich: k < R,. Sei « die kleinste Ordinalzahl, so dass k < N,. Wir zeigen «
ist keine Limesordinalzahl.

Beweis: Sonst gilt fiir alle 8 < «, dass Ng < k. Daher ist 8, < k.

Also ist « = 4 1. Dann ist X, = Ng. Daraus folgt, dass g < k < Ng Insgesamt gilt somit
Nﬁ = K. O

Zusammenfassung Kardinalzahlen. Ein k ist eine Kardinalzahl, falls X existiert, s.d. kK =

N(X). Also ist x eine Ordinalzahl.

Die Kardinalitat von X ist gegeben durch |X| = min{a | @ ~ X}. Die Kardinalitat von X ist
nur definiert, wenn X wohlordenbar ist. Daher setzen wir fiir die Theorie der Kardinalzahlen
AC voraus.

Bemerkung In ZF (ohne AC) koénnen wir nicht beweisen, dass R wohlordenbar ist.
Die Ordinalzahlen
wwHl . wdw, . w3, W W

sind bis (exklusive) w; abzéhlbar. Somit existiert eine Bijektion zwischen ihnen. Aber warum
sind Ordinalzahlen der Form w -3, w?, w* abzihlbar? Nach Cantor existiert eine Bijektion b von
N nach N x N.
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2 Mengenlehre

Falls f: @« — N eine Bijektion ist, dann folgt dass

A

fraxa— NxN, (7,8) — (f(v), f(6))

ebenfalls bijektiv ist. Dann ist b~ o f: a X a« — N eine Bijektion.
Also: Produkte abzahlbarer Ordinalzahlen sind abzahlbar. Und

w* = U w".

neN

Per Induktion ist w™ abzéhlbar und somit ist w* abzéahlbar als abzdhlbare Vereinigung abzahl-
barer Mengen.

Frage. Wieso hatten wir eigentlich ,abzédhlbare Vereinigungen abzahlbarer Mengen sind ab-
zahlbar“ noch nicht bewiesen?

Antwort: Weil man dafiir AC braucht. Bemerkung: Trotzdem beweist ZF, dass w* abzéahlbar
ist!

Darstellung von Ordinalzahlen. Zunéchst haben wir: Falls § irgendeine Ordinalzahl ist, so
gibt es eine eindeutige Limesordinalzahl A und n € N mit

O0=A+n.

[Warum? Falls A Limesordinalzahl klar. Ansonsten existiert eine maximale Limesordinalzahl
< A, denn falls das nicht so wére, wéire die Menge der Limesordinalzahlen < A unbeschrinkt
und somit wére A eine Limesordinalzahl im Widerspruch zur Annahme.]

Definition (Gerade, ungerade Ordinalzahlen) Eine Ordinalzahl ¢ heifit gerade, falls § =
A+ 2n und ungerade, falls 6 = XA + 2n + 1.

Falls 0 Limesordinalzahl ist, so betrachte

fa: A+n—= A+ 2n,
foiA+n—= A+2n+1.

Dabei ist fg eine Bijektion zwischen ¢ und den geraden Elementen von ¢ und fy ist eine
Bijektion zwischen § und den ungeraden Elementen von §. Das heifit (6+4,€) = (6, €) D (0, €),
denn:

5406~ ({0} x8)U({1},0) ~{A+2n € U{N+2n+1€ 5} =0

Also ist wy + wy ~ wy.
Behauptung. Falls x < A beide Kardinalzahlen. Dann gilt

AN\ k| = A
Beweis. Es gilt k UX\ kK = A. Sei p := max(k, |A\ k|). Angenommen g < A. Dann folgt ein

Widerspruch aus
A=kUMNESp+pu~p<A

Theorem 2.29 Abzéhlbare Vereinigungen abzéhlbarer Mengen sind abzahlbar.
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2 Mengenlehre

Beweis. Sei A, fiir jedes n € N eine abzéhlbare Menge. Wir wollen, dass U, ey Ay abzéahlbar
ist.
Aus beweistechnischen Griinden heifit dies, dass die Menge Surj(N, A,,) # 0 fir alle n € N. Sei
¢ eine Auswahlfunktion fir {Surj(N, A,) | n € N}. Sei

cn = c(Surj(N, 4,)).

Dann ist ¢,: N — A,, surjektiv. Dann ist

. NxN — UpenyA4n
(kD e

eine Surjektion von N x N nach U, ey An. Mit der Cantorschen Bijektion b: N — Nx N erhalten
wir eine Surjektion

cob: N — J A, O

neN
Theorem 2.30 (Satz von Hessenberg) Falls « eine unendliche Ordinalzahl ist, so ist
a X a~a.

Bemerkung Dieser Satz gilt bereits in ZF — das heifft er verwendet kein AC. Der Beweis ist
angelehnt an den vorherigen und verwendet die sog. GODEL’sche Paarfunktion.

Theorem 2.31 Sei k™ eine Nachfolgerkardinalzahl:
KT =No1 = N(R,).
Dann gilt £ ist nicht die Vereinigung von x vielen Mengen der Kardinalitat < k.
Beweis. Jetzt ist A, fiir & < £ mit Surj(k, A,) # (. Die Auswahlfunktion ¢: {Surj(k, A,) |
a < Kk} — U{Surj(k, A,) | @ < k}. Sei erneut ¢, := c(Surj(k, Ay)). Fir einen Widerspruch
nehmen wir, dass Kt = U, ., Ao. Dann ist
ek Xk — kKT
(a, B) = ca(B)

eine Surjektion von k X k nach k™. Nach Hessenberg existiert eine Bijektion b: kK — Kk X K.
Also ist

ob: k — kT
eine Surjektion. Dies ist ein Widerspruch zur Definition von <. 0

Bemerkung Dieses Theorem gilt nicht fiir Limeskardinalzahlen. Denn etwa:
N, = |J N,
new

Dies ist eine abzdhlbare Vereinigung kleinerer Mengen.
Wir wissen, dass |[R| > Ry, also ist |R| = 8, fiir ein v > 1.
Frage. Was ist a? Dies entspricht dem ersten Hilbert-Problem. (!) Es wird als KONTINUUMS-
PROBLEM bezeichnen. Cantor vermutete, dass a = 1. Dies wird als KONTINUUMSHYPOTHESE
(CH) bezeichnet.
Antwort. Es gilt

ZFC [~ (CH)

ZFC [~ —(CH)
Das heif3t, diese Frage ist in ZFC nicht zu beantworten. Die erste Aussage wurde 1963 von
COHEN bewiesen und die zweite Aussage von GODEL 1938.
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2 Mengenlehre

7 Das letzte Axiom — Fundierung / Regularitat

Fragen. Gibt es x mit x € 7 Oder gibt es z,y mit z € y € 27 Dies konnte beliebig weiterge-
dacht werden. Daher:
Fundierungsaxiom

Va(z #0 — Im(m € x Am Nz =0)) (Fund)

Es stellt sich heraus, dass
ZF + (Fund) = Vz(z ¢ z)

Um dies einzusehen, betrachte {x}. Falls {z} ein minimales Element enthélt, so ist dies . Dann
ist # N {z} = {x} # 0. Dies ist ein Widerspruch.
In ZF koénnen wir per transfiniter Rekursion definieren:

Vo:=10
Vor1 :=P(V4)
V= U V., (Fiir A Limesord.)
a<A

Diese Definition heifit die Kumulative Hierarchie von vON NEUMANN (auch: VON-NEUMANN-Hierarchie).
Per Induktion konnen wir nun beweisen, dass

(1) V, ist transitiv.

(2) a< =V, CV;s

(3) a CV,.

Theorem 2.32 In der Mengenlehre ohne (Fund) kénnen wir zeigen, dass

(Fund) <= Vz3a(x € V,).
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3 Zuriick zur Logik

Wir hatten bisher folgende Aspekte behandelt:
e Syntax (Zeichenketten — zunéchst ohne Bedeutung)

e Semantik. Etwa: ® |= ¢ war definiert als: | Fiir alle Interpretationen Z gilt: Falls Z = &,
soZ =

Uber den syntaktischen Begriff der Beweisbarkeit wurde noch nicht (explizit) gesprochen. Wir
haben (als Mathematiker/in) einen intuitiven Begriff von ,Beweis®, den wir formalisieren wol-
len.

Intuitiver Begriff: Ein Beweis ist eine endliche Abfolge von Sétzen, so dass jeder entweder ein
Axiom ist oder — gemaf} vorgegebenen Regeln — aus vorigen folgt. Dann ist ¢ beweisbar aus @,
falls ein Beweis existiert, so dass ¢ der letzte Satz im Beweis ist und die ,,Axiome* aus ® sind.
Wir kénnten analog zur Semantik schreiben:

OFop

Wir sagen dann etwa , kann aus ® abgeleitet/ bewiesen werden“ oder ,® beweist ¢
Frage 1. Gilt ® F ¢ = & |= 7 [Wenn nicht, dann ist etwas fundamental schiefgegangen!]
Frage 2. Gilt ® = ¢ = ® | ¢? [Wenn nicht, dann zweifeln wir an der Rolle des Beweises in
der Mathematik.]

Antwort. Es gibt einen adaquaten Beweisbegriff -, d. h. fiir alle @, ¢ gilt:

Pl=p <= Do (GODEL’scher Vollstandigkeitssatz, 1929)
In Worten bedeutet dies

Fiir jedes Z, so dass Z = @ gilt Z = ¢. <= Es gibt eine endliche Ableitung D von ¢ aus ®.

Beachte, dass links eine All-Aussage und rechts eine Existenz-Aussage steht.

Bemerkung Es gibt unzéhlige Versionen von F (formale Beweisbegriffe). Beispielweise lassen
sich hierzu finden:

e Tableaux-Kalkiil,
e Smullyan-Kalkiil und
e Das Natiirliche Schlieen.

Wir betrachten jedoch das GENTZEN’sche Sequenzkalkiil.

Definition (Sequenz) Eine Folge von S-Formeln heifit Sequenz.

Yo L1 Pn-1  Pn
—_—

Antezedens Sukzedens

Wir interpretieren dies als ,Wenn ¢y, ..., ¢, 1 gelten, dann gilt ¢,
Oft schreiben wir dies als I'g,,, wobei I' = (g, ..., ©n_1)-
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3 Zuriick zur Logik

Definition (Regeln) Eine Regel ist eine Menge von Tupeln der gleichen Lénge von Sequenzen.

Z. B. R ist eine Menge von Paaren von Sequenzen oder Tripeln von Sequenzen oder auch einfach
von Sequenzen (also 1-Tupeln). Den letzten Fall bezeichnen wir als O-stellige Regel, im Fall von
Sequenzpaaren sagen wir 1-stellige Regel und im Fall von Tripeln sagen wir 2-stellige Regel.

Beispiel Sei R eine 2-stellige Regel mit (A, Ay, A3) € R. Dann soll dies interpretiert werden
als: Falls Ay, Ay bereits bewiesen wurden, so kann man geméf3 R Aj folgern. Z. B. falls R eine
O-stellige Regel ist und A € R, so darf A in jeder Abl. gemafi R auftauchen (dies entspricht in
etwa ,Axiomen*).

Definition (Kalkiil, !-Ableitung) Eine Menge £ von Regeln heifit Kalkiil. Dann nennen
wir eine endliche Folge von Sequenzen D = (Ag, Aq,...,4,) eine K-Ableitung, falls fir alle
1 < n eine Regel R € R existiert, so dass

(a) R ist eine nullstellige Regel und A; € R oder
(b) R ist eine einstellige Regel und es gibt j < i, so dass (Aj, A;) € R oder
(c) R ist eine zweistellige Regel und es gibt j,1 < i, so dass (A;, A, A;) € R.

Definition (R-ableitbar) Eine Sequenz 'y ist f-ableitbar, falls es eine R-Ableitung gibt,
so dass ['p in D auftaucht — oder anders gesagt: falls ein i < n existiert mit I'p = A,;. Wir

schreiben
r l_ﬁ @.

Wir schreiben @ Fg ¢ g.d.w. eine endliche Sequenz I existiert, die aus Elementen von ® besteht,
so dass I' g .

Wir erinnern uns (an die Begriffe):

Phgp=Po (Korrektheit)
b= Ddlgo. (Vollstéandigkeit)

Definition (Korrektheit) Eine Regel R heifit korrekt fir

O-stellige Regeln, falls o € R, soist I' = ¢
1-stellige Regeln, falls (I'p, ['¢') € R, so gilt: Falls I' = ¢, so I |= ¢
2-stellige Regeln, falls (e, V¢, T"¢") € R, so gilt: Falls T = ¢, und IV = ¢/, so I |= ¢”

R heiBt korrekt, falls: Wenn I' g ¢, so T' = .
Es gibt viele triviale korrekte Kalkiile:

e Falls R keine 0O-stelligen Regeln hat, so gilt fiir kein ', dass I' Fg ¢. Also ist K trivialer-
weise korrekt.

e Sei R eine korrekte O-stellige Regel und R’ eine 1-stellige Regel mit (A, A’) € R = A ¢ R.
Dann gilt I' -4 ¢ genau dann wenn I'p € R.
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1 Die Regeln des Gentzenkalkiils

Abschwiachungsregel
Ty
ﬁz;<:¢(r%r’grwﬂ)eR
Oder auch 15; falls T alle Elemente von I' enthélt. [Bem.: Dies impliziert, dass falls I eine

Permutation von I' ist, dann ist (I'p, V) € R.]

Korrektheit: Ang. (I'p,I"¢) € R und I' = ¢, also {¢ | ¢ kommt in I" vor} = ¢. Aber {¢ |
Y kommt in IV vor} D {4 | ) kommt in I" vor}. Daraus folgt I'' |= .

Voraussetzungsregel O-stellige Regel:

(nichts)
Ty
g.d.w. ¢ kommt in I" vor. Korrektheit: {¢) | ¢ kommt in " vor } |= ¢.
Fallunterscheidungsregel 2-stellige Regel:

T
=

K%

Korrektheit: Ang. 'Y = ¢ und ') = . Das heifit fur alle Interpretationen Z mit Z = T'U{«}
git ZE=pund Z =T U {—} gilt 7 = ¢. Sei J eine beliebige Interpretation mit J =T

Fall 1: J =, also J ET'U{¢}, also J = ¢. Fall 22 J = =), also J = I' U {=¢}. Daher
J = ¢. Da J beliebig war gilt die Behauptung. O
Widerspruchsregel 2-stellige Regel:

[y
i
Ty
Korrektheit: 'U{—¢} = ¢ und TU{—~p} = ). Sei J [=T'. Ang. J [~ ¢, also J = —p. Dann
J E T'U{=p}. Daher folgt J = ¢ und J |= —). Dies ist ein Widerspruch, was die Korrektheit
beweist. ]

Bemerkung Oft findet man auch die sog. Alternative Widerspruchsregel (auch: Explosionsregel).
Sie ist nicht im Gentzenkalkiil enthalten. Jedoch lasst sie sich in ihm ableiten: Dazu miissen
wir zeigen, dass eine Ableitung der Explosionsregel zeigt.

1. T
2. T

w

. T=p1p (Abschwichung angewandt auf Zeile 1)

I

. I'=p—1 (Abschwichung angewandt auf Zeile 2)

ot

. I'p Widerspruch auf Zeilen 3 und 4.
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Sei R ein Kalkiil und R eine Regel (nicht notwendigerweise R € f). Dann heifit R f-ableitbar,
falls gilt: Wenn (A, A’) € R und A ist R-ableitbar, so ist A’ R-ableitbar.
Ferner brauchen wir auch Regeln fiir V, A, —, 3 und =. Dazu erinnern wir uns daran, dass falls
'y eine Sequenz ist, dann ist I' der Antezedens und ¢ das Sukzedens — dabei ist das Sukzedens
stets am Schluss und alles zuvor ist der Antezedens. Wir definieren nun

%
Ty ToX TpX
. . 1
MUTead) M TR ARX T ADX (Regel 1)

Zur Korrektheit: Ang. ' = o und I' =4, Z. z. ist I' = o A 9. Sei Z |= T beliebig. Nach Ann.
ist Z = ¢ und Z |= 9, also Z |= ¢ A 4. Ebenso fir (A4). Definiere nun analog

X
. 'y X . | %) | %)
U Tvex S Teve) TV e) (Regel V)
%
O TeX Ty
— 4 (o 5 U)X —g: (o =0 (Regel —)

Zur Korrektheit: Per Voraussetzung gilt I' = ¢ und I', ¢ |= X. Sei nun Z = T', (¢ — ). Nach
der ersten Vor. gilt Z = ¢. Also nach Semantikregeln fiir — gilt I' |= 1. Also folgt aus der
zweiten Vor., dass 7 = X.

Zur Gleichheit: Fiir jeden Term t € T gilt:

- ] =
— (Regel =)

Zur Substitution: Fiir beliebige Terme t,t' € T ist

Tt
% (Regel Subst.)
Tt Tl
3 - raﬁfp Cfalls e TS 3y raﬁﬁz)’ falls y nicht frei in I, 3z und o ist  (Regel 3)

Zur Korrektheit: Ang. I', 0¥ =9 und Z |=T', 3wp. Da T |= Jzp existiert a € A mit 72 = .
Was ist (72) 22 Falls # = y, so ist (Z¢) ¢ =% also ist (12) ¢ |= .

Falls x # y, so ist y nicht frei in ¢, also ist (I%) 2 1= ¢ nach dem Koinzidenzlemma.

Also ist immer
72) 2 = o ( a) Z%(y)
RN = (Z-|-% ©
I;(y) =a } Y z =

Aber 7 % = I', da y nicht frei in I' vorkommt nach dem Koinzidenzlemma. Also nach p? |= 1)
folgt, dass Z % = 1. Wiederum nach dem Koinzidenzlemma gilt, da y nicht frei in ¢) vorkommt,
dass Z = 1.
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Bemerkung Die Bedingung ,,y ist nicht frei in I', Jxp, ¥ ist notwendig.
Beispiel Betrachte ¢ :=x = f(y), ¥ :=y = f(y) und sei I" eine leere Folge. Dann ist

)
p==y=fy) =
@24 ist korrekt: ¢¢p. Jxp ) ist jedoch keine korrekte Sequenz.

Der Kalkiil, welcher aus den Regeln:

Abschwéchung, Voraussetzung, Falluntersch., Widerspruch, A4, Ag, Va, Vs, =4, =5,
Gleichheit, Subst., 34, dg

besteht, heifit Gentzenkalkiil Rgentzen-

Theorem 3.1 Der Gentzenkalkiill Rqentzen iSt korrekt.

Erinnerung: K Kalkiil bedeutet: W g ¢ g.d.w. es existiert eine Sequenz ['p mit allen Elementen
von [ in ¥, so dass ['¢ KR-ableitbar ist.

Bemerkung (UA): Also gilt: Falls ® -5 ¢, so existiert eine endliche Teilmenge ®, C ® mit
Do g .

Definition Wir definieren nun
l_ = l_RGentzen °

Theorem 3.2 (Vollstindigkeitssatz, Godel, 1929) Der Gentzen-Kalkil ist vollstandig: Fiir
alle &, ¢ gilt:
OEp < OF .

Beweis. (Es werden Aspekte des folgenden Kapitels vorausgesetzt(!)) Grundidee: Ver-
wandle die Syntax selbst in ein Modell. Sprache der Arithmetik S = {0, s,+, <}. Kanonische
Terme fiir die natiirlichen Zahlen tq := 0 und ;.1 := S(t;). Problem dabei: t5 # ty + t3
als Term, aber t5 und 5 + t3 sollen das gleiche Objekt bezeichnen. Daher definieren wir eine
Aquivalenzrelation zwischen Termen:

tN(I)t/:<l:> @Pt:t/
Idee hierbei: Objekte unseres Modells werden ~g-Aquivalenzklassen von 7.

Problem 1 Manche Sprachen haben kaum Terme, z.B. Sprachen ohne Konstanten- und Funk-
tionssymbole — etwa S = LST. Dort gibt es nur Variablen und ZFC + z = y g.d.w.
T =1y.

Problem 2 Falls ® ¥ ¢ und ® ¥ —p, was wird im syntaktischen Modell gelten und warum?

Das Termmodell von ¢

a®(c) := [c]my fir c € Sk
QP (H)([ta], - [ta]) == [f 1y )]s fir f € Sp n-stellig
([ta], ..., [ta]) € a®(R) : <= ®F R(ty,...,t,) fir R € Sk n-stellig
AT .= (A* a®)
B (x) = [a]~,
I(I) = (Q[qhuﬁq))
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Dabei bleibt noch die Wohldefiniertheit der Definitionen zu f € Sr und R € Sg zu zeigen.
Hoffnung: (A%, a?®) | .
Einige Beobachtungen:

1. ~g ist eine Aquivalenzrelation.

2. Wohldefiniertheit von a®(f) und a®(R). Das heifit, falls t; ~ ¢}, ... t, ~ ¢/ und ([t1],.. ., [t,]) €
a®(R) (das heifit ® - R(ty,...,t,)), dann ist zu zeigen, dass ([t}],...,[t.]) € a®(R) (das
heit ® = R(t),...,t,)). Per Annahme folgt & - ¢, =t|,...,® F ¢, = t. Also folgt die
Wohldefiniertheit direkt aus der Substitutionsregel des Gentzenkalkiils. Ebenso zeigen wir
die Wohldefiniertheit fiir f.

3. I%(t) = [t]~ [Beweis durch Induktion nach dem Termaufbau.]

4. Falls ¢ atomar ist, so gilt
Y R A )

[Beweis mit 3. fiir die Termgleichungen und mit der Definition fir relationale Ausdriicke.]
5. I% = Jwp <= es existiert ein Term ¢ mit Z® = L.
Beweis. Es gilt

I%° E Jzp DL o existiert a € A® mit 722 =X
x

t
fo':Af es existiert ¢ € T° mit Iq>u =X
x
T%(t
<(i—)> es existiert ¢ € T mit I‘I>L E
T
u em. . . . t
SUELLE™ o5 existiert ¢ € T° mit Z° = o—.
T

Bemerkung. Sei ® = ZFC. Dann ist S = {€}, also T = Var. Wann gilt fiir v, w € Var, dass
ZFC v = w? Nur wenn v = w. Also ist ~ die Identitit auf Var. Was ist a%F€(€)? Es gilt
([2],[y]) € a®*FC(€) : <= ZFCt z c y.

Das ist jedoch nie der Fall. Also ist aZ¥C(€) = (). Also ist AZFC (£ ZFC.
Idee um dieses Problem zu umgehen (nach Leon HENKIN, 1947): Statt ® zu nehmen, reichern
wir ® zunachst an.

Definition (Henkin) Eine Menge von Formeln ® heifit negationstreu, falls fiir jedes ¢ gilt:
entweder ® - ¢ oder ¢ - —p.

Eine Menge ® enthilt Beispiele, falls fiir jede Formel ¢ ein Term ¢ € T existiert, so dass

t
(Elw — gp) e o.
x
Solche Terme heiflen auch ,,Skolemterme* fiir ¢.

Sei nun ® eine widerspruchsfreie Menge, die negationstreu ist und Beispiele enthélt.
Eigenschaften.
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(1) Esgilt D —p <= dF oy
[= folgt aus der Widerspruchsfreiheit. und < folgt aus der Negationstreue.|

(2) Esgilt @ (¢ V1)) <= D F poder ®F 9.

Beweis: < ist die Regel (Vg). =: Angenommen ® - (¢ V ¢) und @ ¥ ¢ Dann folgt nach
(1), dass ® - —p. Betrachte folgende Ableitung:

I V).

['—p.

Fp—¢ (Abschw. auf 2.)
Cpp (Vor.-Regel)

I'y1p (Vor.-Regel)

Ty (Wid. auf 3,4)
C(p V) (V4 auf 5,6)
'y (Kette auf 1,7)

e A e

(3) Es gilt & F Iz <= es existiert ein Term ¢ mit ® - oL,

[« folgt aus (g)-Regel. =: Jrp — oL € @, also & F Jzp — pL. Mit ® - Jzp und mit
Modus Ponens erhalten wir ® - £ ]

Henkins Lemma: Falls & widerspruchsfrei, negationstreu mit Beispielen ist, so gilt:
I = <= O F o

Beweis. Induktion nach Formelaufbau. Atomar war Eigenschaft (4) vom Termmodell. Fiir
=,V und 3 sind das gerade die soeben bewiesenen Eigenschaften (1) bis (3). O

Korollar 3.3 Ist ® negationstreu und enthalt Beispiele. Dann gilt:
® widerspruchsfrei = ® erfiillbar.

Nach Henkins Lemma gilt: Z% = .

Bemerkung Leider erfiillen fast alle natiirlichen Theorien nicht die Bedingungen von Henkins
Lemma.

Idee: Zu beliebigem widerspruchsfreiem @, finde ¥ O & widerspruchsfrei, negationstreu und
Beispiel-enthaltend.

Wir sagen, eine Satzmenge & lésst unendlich viele Variablen unbenutzt, falls eine unendliche
Menge V' C Var existiert, sodass kein v € V’ in einer Formel in ® auftaucht.

Bemerkung: Falls ® eine bel. Satzmenge ist, so konnen wir ® dquivalent zu ' umformulieren,
sodass @' unendlich viele Variablen unbenutzt lésst. [In ® ersetze Variable v; durch vy;. Dann
tauchen Variablen wvy;,; nicht mehr auf]

Von jetzt an gehen wir 0.B.d.A. davon aus, dass ® unendlich viele Variablen unbenutzt l&sst.
Sagen wir w; (i € N) sind unbenutzte Variablen.

Von nun an sei S abzihlbar. Daraus folgt, dass sowohl T als auch L° abzihlbar sind (also
abzéhlbare Vereinigungen). Wir wéhlen eine Abzahlung

{¢i]ieN} =L
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3 Zuriick zur Logik

Setze nun

(I)O Z:(I)

B O, U{p,}, falls dies widerspruchsfrei ist
e P, sonst

\If::UCI)n

neN

Nach Konstruktion ist ®,, widerspruchsfrei und somit auf ¥, denn: Falls W widerspriichlich
ware, so existiert N € N mit &y widerspriichlich. Dies ist ein Widerspruch.

Behauptung. VU ist negationstreu.

Beweis. Angenommen ® ¥ ¢. Finde ¢ mit —p = ;. Dann gilt ®; ¥ . Also ist ®; U {y;}
widerspruchsfrei. Nach Konstruktion ist ~¢ € ®;,1. Das heiit ®,,1 F —¢ und daher ¥ - —p.lJ

Zusammenfassend. Falls ® widerspruchsfrei, so ist ¥ C & widerspruchsfrei und negations-
treu.

Genauso: Sei £ C L° die Menge aller Formeln der Form 3z¢ fiir ein 2 und ein ¢. Dies ist eine
abzahlbare Menge, also listen wir sie auf:

Dann setze v¢; := Jr;0; — @; %, Setze dann @y := & und &, = ® U {¢,} — das heifit
D, 1 =DPU{tg,..., 0.} und ¥ := U,y @;. Dann ist ¥ widerspruchsfrei und enthélt Beispiele.
Falls ® widerspruchsfrei, so existiert ¥ O & widerspruchsfrei, das Beispiele enthélt und ¥’ O ¥

widerspruchsfrei, das Beispiele enthalt und negationstreu ist. Aus dem Korollar folgt nun: ¥’
ist erfiillbar [Z% = U] und daher ist ® erfiillbar.

2 Konsequenzen des Volistandigkeitssatzes

Da wir gesehen hatten, dass ® = ¢ genau dann gilt, wenn ein &, O ¢ endlich existiert mit
Uy = ¢, erhalten wir

Satz 3.4 (Kompaktheitssatz, Endlichkeitssatz)
¢ = ¢ g.d.w. esexistiert &5 C & endlich mit ¢ = .

Erstes Gefiihl des Unwohlseins: ¢>,: , Es gibt mindestens n verschiedene Elemente“. Betrachte
nun ¢ := {¢>, | n € N}. Es gilt A = & <= A hat unendlich viele Elemente.

Korollar 3.5 Es kann in der Sprache Ly keine Formel ¢ geben, mit der Eigenschaft
A = ¢ <= A ist unendlich.

Beweis. Ang. doch. Dann gilt ® = ¢, also ® F ¢, also existiert &g = {¢>0,...,p>n} mit
®y F . Sei nun A eine N-elementige endliche Menge. Dann gilt 2 = &y aber 2 £ . U

Bemerkung Also gibt es auch keine Formel ¢’ mit 2 = ¢/ <= A ist endlich. Denn ansonsten
wire ¢ = = im Widerspruch zu vorigem Korollar.
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3 Zuriick zur Logik

Definition ¢ heifit widerspriichlich, falls fiir alle ¢ gilt: ® F 4. [Dies ist gleichbedeutend mit
Jp:PFpund ¢ F —p.]
Ansonsten heifit ® widerspruchsfrei.

Bemerkung & hief} erfiillbar, g.d.w. es existiert Z = ®. Korrektheit des Kalkiils impliziert: ®
erfilllbar = & ist widerspruchsfrei.

Die Vollstandigkeit des Kalkiils impliziert: ® widerspruchsfrei = & ist erfiillbar.

¢ widerspruchsfrei: Es existiert ¢ mit ® ¥ . Also ist ® U {—)} widerspruchsfrei. Wir wissen
ferner, dass ® ¥ 1, da dies bedeutet 3Z(Z = ® A Z [~ 9). Also ist @ erfiillbar.

Um den Vollstandigkeitssatz zu beweisen, reicht es aus, fiir alle ® zu zeigen: Falls ¢ wider-
spruchsfrei ist, so ist ® erfiillbar.

Lemma 3.1 Es gilt
® erfiillbar <= & widerspruchsfrei.

Beweis. ,,=*“ hatten wir uns bereits tiberlegt (folgt direkt aus Korrektheit).

<= Ist nichttrivial und verwendet den Vollstandigkeitssatz[T]

Annahme: Das Lemma gilt und weiterhin ® = . Es gilt zu zeigen, dass dann ® F ¢. Ange-
nommen ¢ ¥ . Es gilt ® U {—¢} widerspruchsfrei ist. Also folgt nach dem Lemma: ® U {—¢}
ist erfiillbar, also existiert Z = ® U {—¢}. Widerspruch zu @ = ¢. O

Weitere Anwendungen der Endlichkeit bzw. Kompaktheit

1. Sei ® eine Menge von Sétzen, so dass fir jedes n ein endliches Modell 2, mit |,| > n
und 2, = ¢ existiert. Dann gibt es ein unendliches Modell von ®.

Kurz gesagt: Falls ® beliebig grofie endliche Modelle hat, so hat ® ein unendliches Modell.

Also ® axiomatisiert die Eigenschaft , unendlich®

Erinnerung Eine Eigenschaft P von Strukturen heifit axiomatisierbar, falls eine Menge
von Satzen U existiert mit A = ¥ <= 2 hat Eigenschaft P.

Beweis. Betrachte ® := {¢>, | n € N} und ® U ¥. Dann gilt 2 = & U U. Wir miissen
zeigen: ® U W ist erfiillbar. Es reicht aus zu zeigen, dass ® U ¥ widerspruchsfrei ist. Nach

der Endlichkeit reicht aus: Jede endliche Teilmenge von ® U ¥ ist widerspruchsfrei. Aber
falls &g C {p>; | i € N}, so ist Ay = Py U V. O

2. Sei S = {+,-,0,1 <} die Sprache der angeordneten Korper. Ein angeordneter Korper
heifit archimedisch, falls fir alle z € K ein n € N existiert mit = < t,. (Setze etwa
to =0, tgy1 :=tx + 1 bzgl. der 0 des Kérpers.)

Archimedizitat ist zentral fir die grundsétzliche Theorie der Analysis. Die Definition
sarchimedisch® ist nicht in der Sprache S formuliert, da ,N* auftaucht.
Frage. Ist ,,Archimedizitat” axiomatisierbar?

Betrachte S* := S U {c}. Sei ¢, := ¢ > t, und ¥ := {¢, | n € N}. Sei ¢ eine S-
Satzmenge, welche mindestens die Axiome der angeordneten Korper enthélt. Dann gilt
AE UV <« A = & und A ist nicht archimedisch. Sei nun ¢ eine erfiillbare
Satzmenge, z. B. 24 = ®. Sei ¥y C W endlich. Dann ist ® U W erfiillbar: Sei N := max{n |
t, kommt in Wy vor}. Setze o*(c) := a(ty) und o = « fir alle Symbole aus S. Dann ist

!Da dieses Lemma den Vollstindigkeitssatz impliziert, wird es spéter genug sein, dieses Lemma zu beweisen.
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A" = (A, a*) eine S*-Struktur. Dann gilt A* = ® U &,. Daher folgt nach Kompaktheit,
dass ® U ¥ erfiillbar ist und daher gibt es einen nichtarchimedischen Korper.

Daraus folgt ferner: Der Begriff ,, Archimedizitat“ kann nicht axiomatisierbar sein. Denn:
Angenommen ¢ axiomatisiere die archimedischen angeordneten Korper, also ist 2 | @
g.d.w. 2 ein archimedischer angeordneter Korper ist. Nach obigem Argument ist dann
auch ® U ¥ erfiillbar. Sei nun A* = ® U ¥. Dann ist 2* = & = 2A* archimedisch und
gleichzeitig 2A* = ¥ = nichtarchimedisch.

Beispiel Betrachte R := (R, +,-,0,1,<) und Th(R) := {¢ | ¢ ist ein S-Satz mit R |=
¢}. Dann ist ® := Th(R) auch so eine Satzmenge und somit ist ® UV erfiillbar und daher
existiert ein 2 = Th(R) U ¥, also ein nicht-archimedischer Kérper, welcher elementar-
aquivalent zu R ist. So etwas nennt man ein NICHTSTANDARDMODELL von R.
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