
Studentische Lösungen zum Übungsblatt 6

Hier finden sich gute bis sehr gute Lösungen zu den Aufgaben, die von Studierenden abgegeben
wurden. Die Autorinnen und Autoren der Lösungen haben zugestimmt, dass sie an dieser Stelle zur
Verfügung gestellt werden.
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Aufgabe 30.
Wir definieren rekursiv eine Folge von endlichen S-Strukturen. Seien A0 := {0}, E0 := ∅ und A0 :=
(A0, E0). Angenommen, Ai := (Ai, Ei) ist bereits definiert und Ai ist endlich mit Ai = {0, . . . , ni}.
Sei Zi := [Ai]≤i := {X ⊆ Ai : |X| ≤ i} die Menge der höchstens i-elementigen Teilmengen von Ai.
Da Ai endlich ist, ist auch Zi endlich. Wir nennen ein Element X ∈ Zi bedient, wenn es ein b ∈ Ai

gibt, sodass für alle a ∈ Ai gilt a ∈ X genau dann, wenn aEib.
Sei Ni := {X ∈ Z : X is nicht bedient} die Menge der nicht bedienten Elemente aus Zi.

Dann ist Ni endlich und wir schreiben ki := |Ni| und Ni := {X1, . . . , Xki
}. Wir definieren nun

Ai+1 := Ai ∪{ni + 1, . . . ni + ki} und Ei+1 := Ei ∪{(a, b) : a ∈ Xj und b = ni + j für ein j}. Weiter
setzen wir Ai+1 := (Ai+1, Ei+1).

Wir zeigen als erstes eine Beobachtung.

Behauptung 1. Für alle i ∈ N und a, b ∈ Ai mit aEib gilt, dass a ≤ b ist.

Beweis. Wir beweisen dies induktiv nach i. Für i = 0 ist die Behauptung trivial. Angenommen,
die Behauptung gelte für i ∈ nz. Seien a, b ∈ Ai+1 mit aEi+1b. Falls aEib gilt, so folgt a ≤ b direkt
aus der Induktionsvoraussetzung. Also können wir annehmen, dass (a, b) ∈ Ei+1 \Ei gilt. Dann ist
a ∈ Ai und b > ni. Somit gilt a ≤ ni < b.

Nach Behauptung 1, hat jede Ecke in Ai nur endlich viele Pfeilvorgänger. Als nächstes zeigen
wir, dass wir eine Folge von Enderweiterungen konstruiert haben.

Behauptung 2. Seien i ≤ j ∈ N. Dann ist Aj eine Enderweiterung von Ai.

Beweis. Nach Definition gilt, dass Ei = Ej ∩ (Ai × Ai). Also ist Ai eine Substruktur von Aj . Es
bleibt zu zeigen, dass für alle a, b ∈ Aj gilt, falls A ∈ Ai und bEja, so ist b ∈ Ai. Nach Behauptung
1, gilt b ≤ a und so b ∈ Ai.

Wir definieren nun E∞ :=
⋃

n∈N Ei und A∞ := (N, E∞). Wir zeigen, dass A∞ ein Model von
FST ist. (A∞ ist sogar ein Model von FST +¬(Inf), da jedes n ∈ N nur endlich viele Pfeilvorgänger
hat.)

Behauptung 3. Die S-Struktur A∞ ist ein Model von FST.



Beweis. (Ext): Seien a, b ∈ N sodass a und b die gleichen Pfeilvorgänger in A∞ haben. Dann gibt es
ein i ∈ N sodass a und b in Ai sind. Nach Behauptung 1 sind auch alle Pfeilvorgänger von a und b
in Ai. Also reicht es aus zu überprüfen, dass für alle Ai |= (Ext) gilt. Wir zeigen dies per Induktion
nach i. Für i = 0 folgt dies sofort. Angenommen, Ai |= (Ext). Seien a, b ∈ Ai+1 sodass a und b
die gleichen Pfeilvorgänger haben. Nach der Induktionsvoraussetzung können wir annehmen, dass a
oder b nicht in Ai ist. O.B.d.A ist b /∈ Ai. Sei Vb := {c ∈ N : cEi+1b} die Menge der Pfeilvorgänger
von b. Nach Definition ist Vb nicht bedient in Ai. Weiter gilt Va := {c ∈ N : cEi+1a} = Vb. Also
kann a nicht in Ai sein, da sonst Vb bedient wäre. Somit gibt es ein j ≤ ki mit Va = Xj = Vb und
so a = ni + j = b.

(Aus): Wir zeigen, dass es für jede endliche Teilmenge der natürlichen Zahlen V eine Ecke in A∞
gibt, sodass die Menge der Pfeilvorgänger genau V ist. Da jede Ecke nur endlich viele Pfeilvorgänger
hat impliziert dies (Aus). Sei V ⊆ N eine endliche Menge und sei i ∈ N sodass i ≥ |V | und V ⊆ Ai.
Dann ist V ∈ Zi. Wir machen eine Fallunterscheidung:

Fall 1: V ist bedient. Dann gibt es ein a ∈ Ai sodass V genau die Menge der Pfeilvorgänger von
a ist. Nach Behauptung 2 gilt das auch in A∞.

Fall 2: V ist nicht bedient. Dann gibt es ein j ≤ ki sodass V = Xj . Dann ist die Menge der
Pfeilvorgänger von ni + j in Ai+1 genau V . Nach Behauptung 2 gilt das auch in A∞.

(
⋃
-Ax): Sei a ∈ N, sei Va := {b ∈ N : bE∞a} die Menge der Pfeilvorgänger von a und sei

V 2
a := {c ∈ N : cE∞b ∈ Va} die Menge der Pfeilvorgänger von Pfeilvorgängern von a. Dann ist V 2

a

eine endliche Teilmenge von N. Somit gibt es eine Ecke in A∞ die genau die Elemente aus V 2
a als

Pfeilvorgänger hat.
(∪-Ax): Wir haben in dem Beweis von (Aus) bereits gezeigt, dass es für jede endliche Teilmenge

der natürlichen Zahlen V eine Ecke in A∞ gibt, sodass die Menge der Pfeilvorgänger genau V ist.
Somit gilt (Paar) in A∞. Also folgt (∪-Ax) direkt aus (Paar) und (

⋃
-Ax).

(Pot): Sei a ∈ N, sei Va := {b ∈ N : bE∞a} die Menge der Pfeilvorgänger von a und sei Pa :=
{b ∈ N : für alle cE∞b gilt c ∈ Va} die Menge aller Ecken b sodass die Menge aller Pfeilvorgänger
von b eine Teilmenge der Menge der Pfeilvorgänger von a ist. Dann ist Pa eine endliche Teilmenge
von N. Also gibt es eine Ecke in A∞ die genau die Elemente aus Pa als Pfeilvorgänger hat.
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