
18. Internationaler Mathematik-Städtewettbewerb, Frühjahr 1997

MITTELSTUFE

Aufgabe 1: [3 P.]

Die Länge der Seite a eines Dreiecks ist gleich dem Drittel der Summe der Längen der beiden anderen
Seiten. Zeige, daß der a gegenüberliegende Winkel der kleinste in dem Dreieck ist.

Aufgabe 2: [5 P.]

Auf einem Tisch liegen 25Käsestücke unterschiedlichen Gewichts. Ist es immer möglich, ein Käsestück
in zwei Stücke zu zerschneiden und dann den gesamten Käse in zwei Portionen aufzuteilen, die
gleichschwer sind, aus gleichvielen Käsestücken bestehen und jede ein zerschnittenes Stück enthält?

Aufgabe 3: [5 P.]

2n Schachspieler haben zwei vollständige Turniere gespielt (wobei jeder gegen jeden anderen angetre-
ten ist). Für eine gewonnene Partie gab es 1 Punkt, für ein Remis 1/2. Beweise, daß der Unterschied
zwischen den Punktekonten im ersten und zweiten Turnier für jeden Spieler genau n betragen muß,
wenn sich die Konten irgendeines Spielers um mindestens n unterscheiden.

Aufgabe 4: [5 P.]

In einem konvexen Sechseck mit den Ecken AC ′BA′CB′ seien drei Paare aufeinanderfolgender Seiten
gleichlang: |AB′| = |AC ′|, |BC ′| = |BA′|, |CA′| = |CB′|. Ferner seien die Summen der Innenwinkel
bei A, B, C und A′, B′, C ′ gleich. Beweise, daß die Fläche des Dreiecks ABC halb so groß ist wie
die des Sechsecks. (Ein Sechseck heißt konvex, wenn es keine einspringende Ecke hat.)

Aufgabe 5: [5 P.] Zeige, daß sich die Zahlen

a) [4 P.] 97 97 b) [4 P.] 1997 17

nicht als Summe von aufeinanderfolgenden Kubikzahlen darstellen lassen.

Aufgabe 6: [7 P.]

Es sei P ein Punkt innerhalb des gleichschenkligen Dreiecks ABC mit |AB| = |BC| und den Winkeln
∠ABC = 80◦, ∠PAC = 40◦ und ∠ACP = 30◦. Wie groß ist der Winkel ∠BPC?

Aufgabe 7: Gegeben sei ein Gewichtssatz aus den neun Gewichten 1, 2, 4, . . . , 512 Gramm. Eine
beliebige Masse M (von ganzzahligem Gewicht) kann mit Hilfe einer Balkenwaage bestimmt werden,
wobei die Gewichte auf beiden Waagschalen plaziert werden dürfen.

a) [5 P.] Zeige, daß keine Masse auf mehr als 89 verschiedene Arten so ausgewogen werden kann;

b) [4 P.] Gib eine Masse M an, die auf genau 89 verschiedene Arten so ausgewogen werden kann.
An Hilfsmittel sind nur das ausgegebene Papier, Bleistift, Lineal und Zirkel zugelas-

sen. Auf jedem Blatt sind der Name, Vorname und die Nummer der Aufgabe einzutra-
gen. Gewertet werden höchstens drei Aufgaben.

Zeit: 4,5 Stunden. Viel Erfolg !
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OBERSTUFE

Aufgabe 1: [4 P.]
Auf einem Tisch liegen 25Käsestücke unterschiedlichen Gewichts. Ist es immer möglich, ein Käsestück
in zwei Stücke zu zerschneiden und dann den gesamten Käse in zwei Portionen aufzuteilen, die
gleichschwer sind, aus gleichvielen Käsestücken bestehen und jede ein zerschnittenes Stück enthält?

Aufgabe 2: [5 P.]
In ein Dreieck ABC werden die Winkelhalbierenden AD und BE eingezeichnet. Wie groß ist der
Winkel bei A, wenn DE gerade den Winkel ∠ADC halbiert?

Aufgabe 3: Betrachten Sie eine Menge von 20 positiven Gewichten mit folgender Eigenschaft:
Jedes ganzzahlige Gewicht m zwischen 1 und 1997 läßt sich mit Hilfe einer Balkenwaage messen,
wobei m in der einen Waagschale liegt und eine Teilmenge der Gewichte in der anderen. Welches ist
der kleinste Wert, den das größte vorkommende Gewicht annehmen kann, wenn

a) [3 P.] alle Gewichte ganzzahlig sind;
b) [3 P.] die Gewichte der Menge nicht notwendig ganzzahlig sind?

Aufgabe 4: Ein konvexes Polygon G liegt innerhalb eines konvexen Polygons F , ohne daß sich
die Ränder gemeinsame Punkte haben. Eine Sekante s von F (d.h. ein Geradenstück, das von zwei
Randpunkten von F begrenzt wird) heißt eine Stütz-Sekante von G, falls s das Polygon G nur in
dessen Randpunkten trifft, d.h. s enthält eine Seite oder einen Eckpunkt von G. Beweisen Sie, daß

a) [6 P.] stets eine Stütz-Sekante von G existiert, wobei der Mittelpunkt der Sekante auf dem
Rand von G liegt;

b) [2 P.] mindestens zwei derartige Sekanten existieren.

Aufgabe 5: [8 P.]
Die positiven Zahlen a, b, c erfüllen die Gleichung a b c = 1. Beweisen Sie die Ungleichung

1

1 + a+ b
+

1

1 + b+ c
+

1

1 + c+ a
≤ 1 .

Aufgabe 6: [8 P.]
Für eine natürliche Zahl n > 1 seien F (x) und G(x) zwei Polynome mit Koeffizienten 0 oder 1 mit
1+x+x2+ · · ·+xn−1 = F (x)G(x). Zeigen Sie, daß sich dann eines der Polynome F oder G darstellen
läßt in der Form (1 + x + x2 + · · · + xk−1)T (x), wobei auch T (x) ein Polynom mit Koeffizienten 0
oder 1 ist und k > 1.

Aufgabe 7: [8 P.]
Verschiedene Streifen und ein Kreis vom Radius 1 seien in der Ebene gezeichnet. Die Summe der
Breiten aller Streifen beträgt 100. Beweisen Sie, daß man stets die Streifen parallel so verschieben
kann, daß sie zusammen den Kreis überdecken.

An Hilfsmittel sind nur das ausgegebene Papier, Bleistift, Lineal und Zirkel zugelas-
sen. Auf jedem Blatt sind der Name, Vorname und die Nummer der Aufgabe einzutra-
gen. Gewertet werden höchstens drei Aufgaben.

Zeit: 4,5 Stunden. Viel Erfolg !
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