Stadtewettbewerb Herbst 2006 Losungsvorschlage

Hamburg
16. November 2006 [Version 13. Januar 2007]

M Mittelstufe

Aufgabe M.1 (3 P.). Einem regelméfligen 7-Eck und einem regelméfligen
17-Eck seien die Inkreise ein- und die Umkreise umbeschrieben. Wenn beide
Kreisringe den gleichen Flidcheninhalt haben, warum haben dann das 7-Eck und
das 17-Eck die gleichen Kantenléingen?

Losunc. Die Kantenldnge des Siebenecks, der Radius des Inkreises und der
Radius des Umkreises seien mit L7, 7 und Ry bezeichnet. Fiir das Siebzehneck
seien die Bezeichnungen analog als Li7, r17 und Rj7; gewihlt. Aufgrund der
Voraussetzungen ist

TRZ — mr2 = TR}, — T3,

2 2 p2 2
= R7 —r7 = Ry; — iz

Fiir jedes der beiden Polygone bilden eine beliebige Ecke, der Mittelpunkt einer
dazu benachbarten Kante und der gemeinsame Mittelpunkt der beiden Kreise
ein rechtwinkliges Dreieck mit den Kantenléngen %, r;und R; (1 = 7,17). Nach
Pythagoras folgt also

L7 L7
L7:27 :2\/R$_7’% :2\/R%7—T%7:27 :L17.
O

Aufgabe M.2 (5 P.). Als Ann ihren neuen Job antritt, wird ihr als erstes mit-
geteilt, welche Arbeitskollegen sich gegenseitig kennen. Um sich dies zu merken,
fertigt sie sich folgendes Schema an. Sie zeichnet einen grofien Kreis und repréi-
sentiert jeden Mitarbeiter durch eine Sehne, wobei sich die Sehnen genau dann
schneiden, wenn sich die zugehorigen Mitarbeiter kennen. Ann ist sicher, dass
sie auf diese Weise die Konstellation in jeder beliebigen Firma exakt abbilden
kann. Hat Ann Recht? (Zwei Sehnen schneiden sich bereits, wenn sie von dem
gleichen Punkt ausgehen.)

LOsuNG. Ann hat Unrecht.

Sei eine Firma mit den Mitarbeitern a, b, c,d, e, f, g gegeben. Die Bekannt-
schaften seien wie folgt: a, b, c kennen sich untereinander nicht, d ist mit a, b
und ¢ bekannt, e mit a und b, f mit b und ¢ sowie g mit a und c.

Wir nehmen an, es sei eine gewiinschte Darstellung der Bekanntschaften
gegeben. Die Sehnen a, b und ¢ schneiden sich nicht. Ihre Endpunkte unterteilen
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den Kreisrand in sechs Bégen. Angenommen, es gibt zu jeder Sehne a, b, ¢ einen
Bogen, dessen Enden Endpunkte dieser Sehne sind (siehe Abbildung 1). Dann
hat jede Sehne, die a trifft, einen Endpunkt im zu a gehorigen Bogen, ebenso fiir
b und c. In diesem Fall kann d daher nicht alle drei Sehnen treffen, Widerspruch.
Also ist dies fiir eine Sehne nicht der Fall, etwa fiir b (siche Abbildung 1). Dann
trifft jedoch jede Sehne, die a und ¢ trifft, auch b, weswegen die Sehne g nicht
korrekt gezeichnet sein kann. Somit gibt es fiir diese Firma keine Darstellung
der gewiinschten Art. O

P .

\ ~_1

Abbildung 1: Die moglichen Anordnungen der Sehnen a, b, ¢ in der Lésung von
Aufgabe M.2. Gibt es fiir jede Sehne einen Bogen, dessen Endpunkte die End-
punkte dieser Sehne sind, so ist die Anordnung wie auf dem linken Bild, ande-
renfalls ist sie wie auf dem rechten Bild.

Aufgabe M.3. In einem 3 X 3-Quadrat sind neun Zahlen a,b,c,d, e, f, g, h,i
eingetragen und zwar stehen (in genau dieser Reihenfolge) a, b, ¢ in der ersten
Zeile, d, e, f in der zweiten und g, h,7 in der dritten Zeile. Das Quadrat ist ma-
gisch, d.h. die Summen jeder Zeile und jeder Spalte, sowie die jeder Diagonalen
sind gleich. Zeige

(a) BP.) 2(a+c+g+i)=b+d+ f+h+4e.
(b) BP.) 2(a®+ 3+ g% +i%) =3+ d® + f3 + h3 + 4e3.

LOSUNG.
alb|c
dle|f
glh|1

(a) Sei S die Summe jeder Zeile, Spalte oder Diagonalen. Betrachtet man die
mittlere Zeile und Spalte sowie die beiden Diagonalen, so ergibt sich

S—e=a+i=b+h=c+g=d+f.
Summiert man die beiden dufleren Zeilen und Spalten, so erhilt man

4S=(a+b+c)+(g+h+i)+(a+d+g)+(c+ f+1)
=2(a+i)+ (b+h)+2(c+g)+(d+ f) =65 — 6be.

Es ist daher S = 3e und somit
a+i=b+h=c+g=d+ f=2e (1)
Hieraus folgt direkt
2a+c+g—+i)=8e=b+d+ f+ h+4de.
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(b) Aus S = 3e sowie der ersten Zeile und Spalte folgt
b=3e—a—c (2)
d:3e—a—gg3e—a—(2e—c):e—a—|—c (3)
= b+ d = 4e — 2a. (4)
Es gilt mit (1)

2(a®+c+ g% +i%) Wy (a® + ¢+ (2e — 0)® + (2e — a)?)

=2 (a3 + A 4+ 8e® — 12e2¢ + 6ec® — 3
+8e3 — 12¢%a + 6ea? — ag)
=32¢% — 24e?(a + ¢) + 12e(a® + ).

Die andere Seite der zu beweisenden Gleichung berechnet sich mit (1) zu

W+ d® + 24 R34 4e® =03 + @B+ (2 — d) + (2e — b)3 4 4P
=b® 4 d° + 8¢ — 12¢%d + 6ed* — d®
+8¢® — 12e?b + 6eb? — b® + 4
=20e® — 122 (b + d) + 6¢e(b* + d?).

Mit (2)-(4) folgt weiter

b2+ d® 4 3+ b3 4 4e® =20e® — 12¢%(4e — 2a)
+6e((3e —a—c)’*+ (e —a+c)?)
= — 28¢® + 24¢€%a + 6e (962 + a4 ¢* — 6ea
—6ec 4 2ac + €% + a® + ¢* — 2ea + 2ec — 2ac)
=32¢> — 24e?(a + ¢) + 12e(a® + ¢?)
=2(a®+c+g° +4°).

O

Aufgabe M.4 (6 P.). In einem spitzwinkligen Dreieck sei der Inkreis mit Radius
R gezeichnet. Drei Tangenten an diesen Inkreis schneiden von dem Dreieck drei
rechtwinklige Dreiecke ab. Damit wird das Ausgangsdreieck in ein Sechseck und
drei Dreiecke zerlegt. Der Umfang des Sechsecks sei Q. Wie grof} ist dann die
Summe der Inkreisdurchmesser der drei rechtwinkligen Dreiecke?

LOsuna. Die Summe der Inkreisdurchmesser der drei rechtwinkligen Dreiecke
betragt
@ —6R.

Die Ecken des Dreiecks seien A, B und C und die Inkreisradien der recht-
winkligen Dreiecke bei A, B und C seien mit R4, Rg bzw. Rc bezeichnet.

Wegen der Rechtwinkligkeit der abgeschnittenen Dreiecke findet sich der
Inkreisradius R an den drei rechtwinkligen Ecken des Sechsecks wieder und
liefert damit den Anteil 6 R des Sechseckumfangs Q). Zu zeigen bleibt, dass an
den drei anderen Ecken des Sechsecks je einer der drei Radien R4, Rp, und R
doppelt auftritt.
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Abbildung 2: Skizze zur Losung von Aufgabe M.4.

Diese Aussage wird nun stellvertretend am rechtwinkligen Dreieck bei C
nachgewiesen, wo sich ergibt, dass bei einer Ecke des Sechsecks eine Strecke der
Lénge R¢c doppelt auftritt. Fiir die anderen Ecken sind die Betrachtungen genau
analog.

Es sei M der Inkreismittelpunkt von AABC und D der Lotfufpunkt auf
AC. Das rechtwinklige Dreieck bei C sei AEHC mit E auf AC und H auf
BC', wobei sich der rechte Winkel ohne Einschrinkung bei H befinde. Mo sei
der Inkreismittelpunkt dieses Dreiecks. F sei der Lotfufipunkt von M auf (die
Tangente) EH und G der von Mg (vergleiche auch Abbildung 2).

Die beiden von E verlaufenden Tangentenstrecken ED und EF an den In-
kreis sind gleich lang. Es wird nun gezeigt, dass sie gleich R sind.

Dazu wird die Kongruenz der beiden rechtwinkligen Dreiecke AEM D und
AMcEG bewiesen.

e Die Hypotenusen EM und M¢FE sind gleich lang, weil sie Katheten des
gleichschenklig rechtwinkligen Dreiecks AM M¢FE sind, was jetzt gezeigt
wird. Betrachtet man hierzu die Dreiecke AEMcC und AEHC, so erhélt
man:

LCMcE = 180° — %ZECH - %ZHEC =90° + %ZCHE = 135°,

also ZEMcM = 45°.

Wegen des rechten Winkels /M EM¢ ist /ZMcME = 45° = ZEMcM
und damit das Dreieck wie behauptet gleichschenklig.
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e Da LM DC ein rechter Winkel ist, gilt LZMcMD = ZCMD = 90° —
%ZACB und somit

1
LEMD = /McMD — ZMcME = 45° — §LACB.
Und schliefflich ist

1 1 1
LGEMe = EZHEC = 5(90Q — LACB) = 45° — iéACB =/ZEMD.
Da wie behauptet die Dreiecke AEMD und AMcFEG kongruent sind, gilt
|EF| = Re. O

Aufgabe M.5. Es soll ein quadratisches Bild mit der Seitenldnge 1 verpackt
werden. Fin rechteckiger Bogen mit dem Flécheninhalt 2 heifit eine zuldssige
Verpackung, wenn sich damit das Bild ohne Zerschneidungen einpacken lésst.
So ist z.B. ein 2 x 1-Bogen oder ein quadratischer Bogen mit der Seitenléinge
V2 zuléssig.

(a) (4 P.) Zeige, dass es weitere zuldssige Verpackungen gibt;

(b) (3 P.) Zeige, dass es unendlich viele zulissige Verpackungen gibt.

LoOsuna. Hier wird der Teil b gezeigt, welcher natiirlich Teil a beinhaltet.

Wir behaupten, dass jeder Bogen der Grofle ﬁ X V4n? +1 mit n =
1,2,... eine zuldssige Verpackung ist.

Sei n > 1 fest gewéhlt. Zunéchst betrachten wir ein rechtwinkliges Dreieck

mit den Katheten 1 und i Die Hypotenuse hat demnach Lénge 7v4§z+1 und

die Hohe des Dreiecks auf der Hypotenuse betrigt Legt man also den

Bogen so auf das Bild, dass eine Kante des Bogens durch die rechte obere Ecke
des Bildes geht und die untere Kante des Bildes in einer Entfernung von ﬁ
von der rechten unteren Ecke schneidet, so geht die mittlere Lidngsachse des
Bogens durch den Punkt auf der oberen Kante des Bildes, der Entfernung ﬁ
zur rechten oberen Ecke hat (siche Abbildung 3).

Klappt man nun den Bogen iiber die obere und untere Kante des Bildes
nach hinten, so liegen die beiden Teile des Bogens genau aneinander. Man kann
dies derart tun, dass der Bogen gerade an der rechten unteren Ecke des Bildes
endet. Klappt man das eine Ende weiter abwechselnd tiber die obere Kante des
Bildes nach vorne und iiber die untere Kante nach hinten, so endet der Bogen
an der linken unteren Ecke des Bildes. Klappt man nun noch die vier iiber das
Bild hinausragenden Teile nach vorne (auf der rechten Seite) beziehungsweise
nach hinten (auf der linken Seite), so ist das gesamte Bild verpackt. Da keinerlei
Uberlappungen entstehen, reicht auch die Linge des Bogens fiir dieses Vorgehen
aus. O

Aufgabe M.6 (8 P.). Essei 1+ 5 +---+ < = = mit teilerfremden natiirlichen

Zahlen a,,,b,. Zeige, dass es unendlich viele Indizes n gibt mit b, 11 < by,.

LOSUNG. Mit N +1=2-3™ gilt byy1 < by fiir alle m = 1,2,3, ...
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Abbildung 3: Die Verpackung in der Losung von Aufgabe M.5 fiir n = 3.

Zunichst zeigt man, dass gilt 3™ | by. Fiir n < 3™ ist b, nicht durch 3™
teilbar. Man schreibt nun

GRS R I L
bt 2 n+1 b, n+l1
folgendermafien:
a n+1 bn
Gp41 _ " ggT(by,n+1) ggT(bn,n+1) (5)
bpa1 kegV(b,,n + 1) ’

wobei Zéhler und Nenner auf der rechten Seite ganze Zahlen aber nicht notwen-
digerweise teilerfremd sind. Fiir n + 1 = 3™ ist nun m durch 3 teilbar,

m hingegen nicht. Damit ist der Zdhler in (5) nicht durch 3 teilbar, der

Bruch somit nicht mit 3 kiirzbar und folglich gilt 3™ | b,+1 und 31 ap41.
Firn+1=3"41,3"+2,...,2-3™ —1 ist b,41 ebenfalls durch 3™ teilbar,

da bei diesen n + 1 der Primfaktor 3 hochstens m — 1 Mal enthalten ist und

somit, da 3™ | b,, (beginnend bei n = 3™), W‘% nicht durch 3 teilbar ist,

wohl aber m. Da ay, nicht durch 3 teilbar ist (beginnend bei n = 3™)
ist beim Schritt von n nach n+ 1 der Z#hler in (5) nicht durch drei teilbar, man
kann also nicht mit 3 kiirzen und daher gilt 3™ | b,41 und 3 t a,,41. Das geht so
bis n = N = 23" — 1. Hier sind nun m =1 und TN NTT) = 237
beide nicht durch 3 teilbar. Da 2-3™ | by, ist kgV(by, N + 1) = by. Man zeigt,
dass jetzt der Zahler in (5) durch 3 teilbar ist:

N+1 by by by bn by
- N IN 6
“ ggT(bN,N+1)+ggT(bN,N+1) 1+2+ +2~3m71+2-3m (©6)
gz und 5755 3m sind ganze Zahlen und 2b§’m —|— =3 54 3m ist durch 3 teilbar. Da

die linke Seite in (6) eine ganze Zahl ist, ist auch

by by by by
X N0 N -
1 +2+ +3m+ +2,3m71
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eine ganze Zahl, wobei g% bedeuten soll, dass dieser Term in der Summe fehlt.
by ist nicht notwendigerweise durch alle Zahlen 1,2,...,3/7\",...,2 -3m =1
teilbar, jedoch enthélt by die 3 als Primfaktor m-Mal und jede der Zahlen
1,2,..., ?:7\”, ...,2:3™ —1 die 3 héchstens m — 1-Mal. Somit ist auch die ganze
Zahl X durch 3 teilbar. Damit ist (6) durch 3 teilbar, der Bruch (5) somit mit

3 kiirzbar und daher by 41 < b?N < byn. O

ALTERNATIVE LOSUNG. Es sei p eine ungerade Primzahl und n := p? — p — 1.
Wir untersuchen zunéchst die Summe von Stammbriichen aufeinanderfolgenden
Zahlen der Form vp+ 1,vp+2,...,vp+ p — 1 fiir ein v € Ny, also

1 1 1 a

vp+1  wvp+2 vp+(p—1) b

mit ggT(a,b) = 1 und behaupten, dass a = 0 (mod p) und b # 0 (mod p).
Bringen wir die linke Seite auf den Nenner N = (vp+1)(vp+2)--- (vp+p—1),
so ist zunéchst klar, dass p{ N gilt. Ferner ist

N N N

1 + 1 NI 1 :vp+1+vp+2+'”+m'
vp+1  vp+2 vp+p—1 N
Nun ist N N
-=— =¢; (mod p),
vp +J J

wobei man z.B. ¢; € {1,2,...,p—1} wihlen kann mit NV = j¢; (mod p). Wichtig
ist nun, dass mit j auch c; alle primen Reste modulo p durchlauft, so dass

LI S
vp+1 wvp+2 vp+(p—1)

=c+ceet - +epo1 = 1424 +p—1=0 (mod p)

gilt. Nun setzen wir

1 1
1+-++———=514+5
+2+ +p2—p—1 1+ 5o,
wobei wir in der Summe S; alle Nenner berticksichtigen, die nicht durch p teilbar
sind. Dies sind genau p—1 Sequenzen von aufeinanderfolgenden Zahlen der oben
betrachteten Form. Also ist

c1 Co Cp—1 pA
S = L 4 2 Y el
1 N, + i + + Ny N

mit A, N € N mit p{ N. Nun zu Sy: Hier gilt

-2

1 1 1 17231

52=*+*+---+7=f§ -
P 2p p2—=2p p

Wieder mit den obigen Schliissen ist

Syl
i p—1 b’
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mit a’,b" € N und pt¥, also
a

~bp

mit ¢ = b (mod p) und pt ab. Insgesamt erhalten wir

Sa

an, DA a Tn
TP TN T b py

mit =, = y, (mod p). Weiter ist dann

pt1  Gn 1
b1 bn p(p—1)
Ty n 1
PYn  pp—1)
— (p - 1)xn + Yn
Pyn(p—1)
Yn (p - 1)

mit geeignetem z,, € N. Also ist b,y als Teiler von y,, - (p — 1) sicher kleiner als

Aufgabe M.7 (9 P.). Ein Quizmaster hat ein Kartendeck mit 52 Karten. Die
Zuschauer mochten die Reihenfolge der Karten herausfinden, wobei es auf die
Richtung ,,von oben nach unten“ oder ,von unten nach oben“ nicht ankommt.
Thnen ist aber nur erlaubt zu fragen: ,Wie viele Karten liegen zwischen der
soundso-Karte und der soundso-Karte?*. Einer der Zuschauer hat die Anord-
nung der Karten in Erfahrung gebracht. Wie viele derartige Fragen muss dieser
Zuschauer mindestens stellen, damit auch die anderen Zuschauer die exakte
Anordnung herausfinden kénnen?

LOsuna. Es werden genau 34 Fragen benétigt.

Die Karten im Stapel seien (in dieser Reihenfolge) 1, 3, . .., Z52. Zunichst
zeigen wir, dass weniger als 34 Fragen nicht ausreichen. Sei eine Menge von 33
Fragen gegeben, durch die die Reihenfolge eindeutig bestimmt wird. Addieren
wir fiir alle Karten die Anzahlen der erfragten Absténde, so zéhlen wir jede Frage
genau zweifach, erhalten also 66. Waren mindestens zwei Karten nie Teil eines
Paares, deren Abstand im Stapel erfragt wird, dann wére die Reihenfolge durch
die gestellten Fragen nicht eindeutig festgelegt, da diese Karten in beliebiger
Reihenfolge auftreten kénnten. Ebenso gibt es keine Karten x; und z;, deren
Abstand erfragt wird, aber nie der Abstand einer anderen Karte zu z; oder z;,
da dann die Reihenfolge ebenfalls nicht eindeutig festgelegt wire, denn x; und
x; konnten vertauscht sein. Daher ist fiir mindestens 51 Karten ein Abstand
erfragt worden und fiir héchstens 33 Karten genau ein Abstand (bei mehr als
33 Karten aber nur 33 Fragen miissten sonst zwei solche Karten ein Paar wie
gerade betrachtet bilden), also fiir mindestens 18 Karten jeweils mindestens
zwei Absténde. Die Summe der fiir jede Karte erfragten Abstédnde ist daher
mindestens 51 4+ 18 = 69, Widerspruch. (Bei 34 Fragen gibt es mindestens 17
Karten mit je mindestens zwei erfragten Abstéinden, und die Summe ergibt sich
zu mindestens 51 + 17 = 68, also kein Widerspruch zu 2 - 34 = 68.)
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Zeigen wir nun, dass 34 Fragen ausreichen. Zunéchst erfragen wir den Ab-
stand von x1 und x52 sowie von x; und z3. Da es nicht darauf ankommt, ob
die Reihenfolge vorwérts oder riickwirts herausgefunden wird, sind die Positio-
nen dieser drei Karten somit bekannt. Als néchstes erfragen wir den Abstand
von zg und x59. Da Position 2 und 50 die einzigen noch moglichen Positionen
dieses Abstandes sind, miissen die beiden Karten genau diese Positionen einneh-
men, allerdings ist noch nicht klar, welche Karte welche dieser beiden Positionen
einnimmt. Dann erfragen wir den Abstand zwischen xo und x49. Nun kann xo
nicht auf Position 50 sein, da ansonsten z49 auf Position 3 wére, welche bereits
vergeben ist. Also sind die Positionen von xo, x49 und z5g festgelegt.

Von nun an sind nach je zwei Fragen (sagen wir nach insgesamt 2k Fra-
gen) die Positionen von 3k Karten festgelegt und die noch méglichen Positionen
fiir alle weiteren, noch nicht einbezogenen Karten wie folgt verteilt: Eine ein-
zelne mogliche Position (zunéchst ist dies Position 51), dann zwei nicht mehr
mogliche Positionen (zunichst Positionen 50 und 49) und dann alle weiteren
moglichen Positionen ohne Unterbrechung (zunéchst Positionen 48 bis hinunter
zu 4). Indem wir gegebenenfalls die Positionen umgekehrt nummerieren, kénnen
wir annehmen, dass die moglichen Positionen die Positionen m und m + 3 bis
m+1 sind (mit geeigneten m und I = 53 — 3k). Falls noch mehr als eine Position
zu kldren ist (also k < 17), sind noch mindestens vier Positionen zu kliren.

Nun erfragen wir den Abstand von z,, und z,,+;—1 sowie den Abstand von
Ty und Ty —2. Auch hier miissen z,, und x,, ;1 gerade die Positionen m und
m+1—1 einnehmen, da dies die einzigen moglichen Positionen dieses Abstandes
sind. Und «,, kann nicht auf Position m + [ — 1 sein, da ansonsten x,,;—o auf
Position m + 1 oder m + 2] — 3 wére, welche beide nicht moglich sind. Daher
sind die Positionen von z,, und x,, ;-1 festgelegt, und x,,;_2 nimmt Position
m + [ — 2 ein, da Position m — [ + 2 nicht moglich ist.

Nach diesen beiden Schritten ist die Situation wie zuvor, es kann also so lange
auf diese Weise verfahren werden, bis nur noch die Position einer Karte zu kldren
ist. Fiir diese Karte ist aber nur noch eine Position moglich. Die Reihenfolge
der Karten kann also mit den folgenden Fragen herausgefunden werden (wobei
d(z;, x;) der Frage nach dem Abstand zwischen x; und z; entspricht).

d(x1,x52),d(x1,x3),d(x2, T50), d(T2, Ta9), d(T51, x5), d(T51, 6),
d(x4,%47), d(74, 246), d(T48, 78), d(248, T9), (27, T44), d(T7, 243),
d(245,711), d(245, 212), d(210, T41), d(210, T40), d(T42, T14), d(T42, 215),
d(x13,38), d(x13, 737), d(230, T17), d(230, T18), d(T16, T35), (716, T34),
d(w36,720), d(36, T21), d(T19, T32), d(T19, T31), d(233, T23), d(T33, T24),
d(222,29), d(x22, T28), d(x30, T26), d(230, T27)

O Oberstufe

Aufgabe O.1 (4 P.). Als Ann ihren neuen Job antritt, wird ihr als erstes mit-
geteilt, welche Arbeitskollegen sich gegenseitig kennen. Um sich dies zu merken,
fertigt sie sich folgendes Schema an. Sie zeichnet einen grofien Kreis und repri-
sentiert jeden Mitarbeiter durch eine Sehne, wobei sich die Sehnen genau dann
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schneiden, wenn sich die zugehorigen Mitarbeiter kennen. Ann ist sicher, dass
sie auf diese Weise die Konstellation in jeder beliebigen Firma exakt abbilden
kann. Hat Ann Recht? (Zwei Sehnen schneiden sich bereits, wenn sie von dem
gleichen Punkt ausgehen.)

LOsuna. Siehe Aufgabe M.2 O

Aufgabe 0.2 (6 P.). Auf den Seiten eines spitzwinkligen Dreiecks ABC werden
drei Punkte — und zwar A; auf BC, B; auf AC und C; auf AB — so gew#hlt ,
dass A1 A, B1 B und C,C gerade die Winkelhalbierenden in dem Dreieck A, B1Cy
sind. Zeigen Sie, dass AA1, BBy und C'C; die Hohen in dem Dreieck ABC sind.

LOSUNG. Der Schnittpunkt von A;C; und BB, heifie S. Des Weiteren ergéinze
man senkrecht zu C'C; eine Gerade durch C7, von der zu zeigen ist, dass sie
mit AB zusammenfillt. Der Schnittpunkt dieser Geraden mit BB sei Bc,.
Entsprechend zeichne man eine Gerade senkrecht zu A1 A durch A; und nenne
deren Schnittpunkt mit BBy By,. Da AA;, BB; und C'C; Winkelhalbierende
sind, gilt LAACy 4+ £C1B1B + ZB1C1C = 90°. Mit dem 90°-Winkel bei C;
ergibt sich dann iiber das Dreieck AB¢, B1Ch, dass £B1Bco,Cy = LAACh.

Da auflerdem ZC1SB¢, = £A15B;, folgt |BCIS‘ = % mit M dem
Mittelpunkt dem Schnittpunkt der Winkelhalbierenden.

_ [ors|sa|
E
Damit gilt Ba, = B¢, . Zeichnet man also zu den Winkelhalbierenden Senkrech-
te ein, so erhélt man ein Dreiecke, bei dem die Winkelhalbierenden des inneren
Dreieckes gerade die Hohen des dufleren sind.

Wire nun B # Bc,, gébe es zwei Dreiecke AABC und AB¢, Ca, Ap,, deren
Seiten sich in Ay, By bzw. C schneiden wiirden. Es kénnte nun B néher als B,
an Bj liegen, dann wiirde aber wegen des gemeinsamen Punktes C; A weiter als
Ap, von A; entfernt liegen. Damit wiirde dann C' néher als C'4, an C; liegen und
damit B weiter als B¢, von Bj entfernt sein, womit der Widerspruch diesen Fall
ausschliet. Analog ist auch der andere Fall nicht méglich und es muss B = B¢,
gelten, womit das Dreieck AABC, die in der Aufgabe geforderten Bedingungen
erfiillt. O

Durch Spiegelung des Arguments erhélt man aufferdem ’B 4,59 |

Aufgabe 0.3 (6 P.). Es sei a = 0,12457... die Zahl, deren n-te Ziffer hinter
dem Komma genau die letzte Dezimalstelle vor dem Komma von n4/2 ist. Zeigen
Sie, dass a keine rationale Zahl ist.

LOsuNG. Angenommen, a wire rational. Dann gébe es in der Dezimaldarstel-
lung von a eine Periode, also insbesondere ein k und ein n, so dass die n-te Ziffer
von a nach dem Komma mit der (n+k)-ten, der (n+2k)-ten etc. iibereinstimmt.

Wir schreiben kv/2 als 10m + x mit m € N, wobei wir z so wihlen, dass
es den kleinstmdoglichen Betrag hat (insbesondere |z| < 5). Die letzte Ziffer von
(n 4 k)v/2 vor dem Komma stimmt somit mit der letzten Ziffer von z + nv/2
vor dem Komma iiberein. Wire |z| > 1, so stimmten die letzten Ziffern von
nv2 und z + nv?2 vor dem Komma nicht iiberein. Da +/2 nicht rational ist,
gilt 0 < |z| < 1. Dann gibt es aber ein [ € N mit 1 < |lz| < 2 und die letzten
Ziffern von nv/2 und Iz + nv/2 vor dem Komma stimmen nicht iiberein. Damit
stimmen aber auch die n-te und die (n + lk)-te Ziffer von a nach dem Komma
nicht {iberein, Widerspruch. Also ist a irrational. O
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Aufgabe 0.4 (4 P.). Kann ein Prisma in lauter sich nicht iiberschneidende
Pyramiden derart zerlegt werden, dass die Grundfliche jeder Pyramide Teil
einer Grundfléiche des Prismas ist und ihre Spitze auf der anderen Grundfléiche
des Prismas liegt?

LOsunaG. Das Volumen des Prismas berechnet sich als Produkt von Héhe und
Fléche der Grundseite. Das Volumen jeder Pyramide berechnet sich als ein Drit-
tel des Produktes von Hohe und Fliche der Grundseite. Da die Grundseiten
maximal die komplette Unter- und Oberseite des Prismas bedecken kénnen und
die maximale Hohe der Pyramiden mit der Hohe des Prismas iibereinstimmen,
konnen die Pyramiden maximal zwei Drittel des Volumens des Prismas nicht
jedoch das ganze fiillen. O

Aufgabe 0.5 (7 P.). Essei 1+ 3+---+ 1 = %= mit teilerfremden natiirlichen
Zahlen a,,, b, . Zeige, dass es unendlich viele Indizes n gibt mit b,4+1 < b,,.

Losuna. Siehe Aufgabe M.6 O

Aufgabe 0.6. Wir sagen, dass die Karten eines 52-Kartendecks reguldr ge-
ordnet sind, sofern je zwei benachbarte Karten entweder die gleiche Farbe (Pik,
Kreuz, Herz, Karo) oder den gleichen Wert (Zwei bis Zehn, Bube, Dame, Ko-
nig, Ass) haben. Das Gleiche muss auch fiir die oberste und die unterste Karte
gelten. Ferner muss noch die oberste Karte Pik Ass sein. Zeigen Sie, dass die
Anzahl aller moglichen regulidren Anordnungen durch

(a) (3P.) 12!
(b) (5P.) 13!
teilbar ist.

LoOsuna. Hier wird der Teil b gezeigt, welcher natiirlich Teil a beinhaltet.

Wir ordnen die Karten — entsprechend ihrer Reihenfolge im Stapel — im Kreis
an. Zwei Anordnungen der Karten im Kreis wollen wir auch dann gleich nennen,
wenn sie durch Drehung des Kreises auseinander entstehen (da sie die gleiche
Anordnung in einem Stapel mit dem Pik Ass ganz oben liefern). Um zu zeigen,
dass die Gesamtzahl aller reguldren Anordnungen durch 13! teilbar ist, werden
wir alle reguldren Anordnungen derart auf Mengen verteilen, dass jede Menge
genau 13! Anordnungen enthilt; hieraus folgt offensichtlich die Behauptung.

Aus einer regulidren Anordnung kénnen wir stets eine neue reguldre Anord-
nung gewinnen, indem wir die Werte permutieren, also etwa jede Neun dorthin,
wo vorher der Konig gleicher Farbe war, etc. Lésst sich eine Anordnung A aus
einer Anordnung B durch Permutation der Werte gewinnen, so ldsst sich B
auch aus A durch eine geeignete Permutation der Werte gewinnen. Wir kénnen
also jeweils genau die reguldren Anordnungen in einer Menge zusammenfassen,
welche sich durch Permutation der Werte auseinander gewinnen lassen. Da es
genau 13! Permutationen der Werte gibt, hat jede solche Menge 13! Elemen-
te, vorausgesetzt, dass verschiedene Permutationen verschiedene Anordnungen
liefern.

Um dies zu beweisen, nehmen wir zunéchst an, dass sich aus der reguléren
Anordnung A durch zwei verschiedene Permutationen die Anordnung B gewin-
nen lisst, dementsprechend lésst sich auch A aus B durch zwei verschiedene
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Permutationen gewinnen. Dann gibt es offenbar neben der trivialen Permutati-
on (man vertausche nichts) eine weitere Permutation o, die A nicht verédndert.
Wir wollen dies zu einem Widerspruch fiihren.

Wir sagen, bei einer Karte findet ein Farbwechsel statt, wenn die in A fol-
gende Karte den gleichen Wert hat, anderenfalls sagen wir, es findet ein Wert-
wechsel statt. Es konnen nicht nur Farbwechsel stattfinden, es gibt also eine
Farbe — ohne Einschrinkung Kreuz —, so dass bei einer Karte dieser Farbe ein
Wertwechsel stattfindet. Allerdings kann nicht bei allen Karten der Farbe Kreuz
ein Wertwechsel stattfinden, es gibt unter diesen Karten also sowohl Farb- als
auch Wertwechsel.

Nun sehen wir uns die Reihenfolge an, in der die Karten der Farbe Kreuz
auftreten. Da A durch o nicht verdndert wird, wird auch diese Reihenfolge
nicht verdndert, die Karten der Farbe Kreuz werden also innerhalb der von
ihnen eingenommenen Positionen lediglich um eine feste Anzahl von Plétzen
verschoben. Mit anderen Worten, es gibt ein k, so dass ¢ jede Karte der Farbe
Kreuz auf den Platz der k.-nichsten Karte der Farbe Kreuz verschiebt. Nach
Wahl von ¢ ist k # 0, also 1 < k < 12.

Wir zéhlen nun die Karten der Farbe Kreuz in einer bestimmten Reihen-
folge auf: Wir beginnen mit dem Kreuz Ass, dann das k.-néchste Kreuz, dann
das k.-nichste Kreuz hiernach, und so weiter, bis wir wieder zum Kreuz Ass
gelangen. Jede Karte wird also durch o auf die Position genau jener Karte ver-
schoben, welche in dieser Reihenfolge als néichste kommt. Da aber unter diesen
Karten sowohl Farb- als auch Wertwechsel auftreten, gibt es zwei in dieser Rei-
henfolge aufeinander folgende Karten, so dass bei einer Karte ein Wertwechsel
und bei der anderen ein Farbwechsel stattfindet. Die Situation bei der ersten
dieser beiden Karten hat sich durch o also veréndert, weswegen A durch ¢ nicht
unverdndert bleiben kann.

Somit liefern zwei verschiedene Permutationen stets verschiedene Anordnun-
gen, weswegen jede von uns konstruierte Menge genau 13! reguldre Anordnun-
gen enthélt. Also ist die Gesamtzahl der reguldren Anordnungen durch 13! teil-

bar. O
Aufgabe O.7. Es seien x1, 2, ..., 2y positive Zahlen mit

3 3. ... 3
x%—&—x%—i—-.-—i—mi < 21+ T2 —’2_ + T und  x1t+xot- -t < i —g +$k.

(a) (3 P.) Zeigen Sie: k > 50;
(b) (3 P.) Geben Sie ein konkretes Beispiel fiir irgend ein & an;
(¢) (3 P.) Finden Sie das kleinste k, fiir das ein solches Beispiel existiert.

LOSUNG. (a) Wir schreiben S; := z% + ab 4+ -+ + i fiir i = 1,2,3. Die
geforderten Ungleichungen sind in dieser Schreibweise 255 < S und 257 <
Ss.
Hieraus folgt 45, < S3. Wire x; < 4 fiir jedes 1 < j < k, so wére auch
485 > S3, also ist ohne Einschriinkung x; > 4. Damit ist 223 — z; > 28.
Betrachten wir nun fiir ein j > 2 die Differenz z; — 23:? = z;(1 — 2z;),
stellen wir fest, dass diese fiir z; = § maximal ist, ndmlich z;(1—2x;) = §.

1
Aus der Ungleichung 255 < S; folgt somit & > 1 + 28 - 8 = 245.
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(b) Sei k =2001, 21 = 10 und o = 23 = -+ = x;, = +. Dann folgt

1
S1 =10+ 2000 - 1= 510
1
Sy =100 + 2000 - 6= 225
1
S35 =1000 + 2000 - 61 1031, 25

und somit 255 = 450 < 57 und 257 = 1020 < Ss.

(¢) Wir geben an dieser Stelle lediglich eine Skizze des Beweises, da der voll-
stdndige Beweis zu lang wére. Sollten wir noch zu einem kiirzeren Beweis
gelangen (etwa aus Moskau), werden wir ihn hier gegebenenfalls einfiigen.

Das minimale k, fiir welches eine Losung existiert, ist £k = 516. Eine da-
zugehorige Losung ist etwa zq7 = 5,2 und x; = 0,12745 fiir ¢ > 2. (Die
Angabe einer Losung ist fiir diese Aufgabe nicht nétig. Es ist ebenfalls
moglich, die Existenz einer Losung zu beweisen, ohne eine solche explizit
anzugeben.)

Zum Beweis, dass dies das minimale k ist, zeigt man zunéchst, dass fiir
alle ¢ entweder x; < % oder z; > /2 gilt. Als nichstes zeigt man, dass es
nur ein 4 mit z; > /2 gibt, dies sei ;. (In beiden Féllen kann man zeigen,
dass es ansonsten eine Losung mit weniger xz; gébe.)

x?72zl
2xf—$1
Erfiillung von S5 > 257 beitragt, geteilt durch das ,,Defizit“, welches x1 zur
Erfiillung von S7 > 255 beitrégt), so findet man genau eine Zahl z, < %,
welche das gleiche Verhiltnis hat. Nun beweist man, dass man annehmen
kann, dass x; < xopy gilt fiir jedes ¢ > 2 (grob gesagt verlieren Werte
Ti > Topt zu viel bei x? — 2x; im Verhéltnis zu dem, was sie bei x; — Qx?
gewinnen). Nun kann man mittels xop, abschiitzen, wie viele ,kleine” z;
man braucht, um die (positive) Differenz x? — 2x; auszugleichen.

Betrachtet man das Verhéltnis (also das ,,Guthaben“, das z; zur

Zuletzt muss man noch bestimmen, fiir welche x; dieser Wert minimal ist.
Man kann dann sehen, dass dieser Wert stets grofler als 514 ist und dass
fir x1 = 5,2 gerade 515 ,kleine” x; ausreichen, jeweils etwas kleiner als
Topt = -

O

Fragen und Anmerkungen. Schicken Sie diese bitte an Prof. Dr. Helmut
Miiller <mueller@math.uni-hamburg.de>. An den Losungen haben auflerdem
mitgewirkt: Thomas Kecker, Jan Christoph Kinne, Klaus Sielaff, Philipp Spriis-
sel und Jan Henrik Sylvester.



