Beispiele stetiger Funktionen:
1) Konstante Funktionen f : D — W, f(x) = a € W sind stetig.
2) Die ldentitat auf einem normierten Vektorraum ist stetig
f V=V f(z)==x

3) Die Polynomfunktionen

y=f(x) =Y apzF
k=0

als Funktionen f : K — K mit K = R oder K = C sind stetig.

4) Polynomfunktionen in n Variablen

m
k k
f(x1,...,2n) = Z akl,...,kn'rll O AL
Ky, fon=0

sind stetig
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Beispiele stetiger Funktionen: (Fortsetzung)
5) Die Funktion ¥z : [0,00) — R ist stetig auf [0, co)

6) Potenzreihen der Form

o
Z CLka
k=0
sind auf dem Bereich der absoluten Konvergenz der Reihe stetig.
Beispiele: exp(z),In z,sinz,cos z,tan z, . ..
7) Sind die Funktionen f(z) und g(z) stetig im Punkt x(, so auch

/(@)
oy (g0 £0)

8) Die Komposition stetiger Funktionen ist wieder eine stetige Funktion
Beispiel: f(z,y) = sin(y/z2 + y2) ist auf dem ganzen R? stetig
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f@)+g(@), X flz), flz)- g(=),




Satz: (ohne Beweis) Sei f : [a,b] — R eine stetige, reellwertige Funkti-
on, [a, b] C R abgeschlossen und beschrankt.

1) Existenz einer Nullstelle:

fla) - f(b) <O = 3F=zo € (a,b) 1 f(zg) =0
2) Zwischenwertsatz:

fla) <e<f(b) = 3Fzo€(ab) @ flwo) =c

3) Stetigkeit der Umkehrfunktion:
Ist f(z) streng monoton wachsend, d.h. mit x < y folgt f(z) < f(y),
so ist auch die Umkehrfunktion f=1 : [f(a), f(b)] — R stetig und
streng monoton wachsend.

4) Min—Max—Eigenschaft:
Es gibt 1, x> € [a, b] mit:

f(z1) = min_ f(z)  f(x2) = max_ f(z)
z€[a,b]

x€[a,b]
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Wichtige Bemerkung:

Bei der Min—Max—Eigenschatft ist es wesentlich, dass man ein kompaktes
(d.h. beschranktes und abgeschlossenes) Intervall [a, b] betrachtet. Sonst
gilt die Aussage nicht!!!

Beispiel:

Betrachte die Funktion f : D — R mit D = (0,00) C R und

fa) ="

X
Es qilt
D' = [0, c0), DND = (0,0)
Die Funktion ist auf D N D’ = (0, co0) stetig, nimmt aber weder ein Mini-
mum noch Maximum an.
Min—Max—Eigenschatft ist nicht anwendbar, da D nicht kompakt ist!!!
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Min—Max—Eigenschaft bei Funktionen mehrerer Veranderlicher:

Definition: Eine Menge D C R" heil3t kompakt (folgenkompakt), falls
jede Folge (x)ren: Xk € D, eine in der Menge D konvergente Teilfolge
Xp; — X0 € D (5 — oo) besitzt.

Satz: Ist D C R"™ eine kompakte Menge und ist die Funktion f : D — R
stetig, so gibt es Punkte x1,x> € D mit

f(x1) = )rpeig fx)  f(x2)= max f(x)

Merkregel:

Eine stetige Funktion nimmt auf einem Kompaktum ihr Minimum und
Maximum an.
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Satz: (Kriterien fir Kompaktheit)

Fur eine Menge D C R sind die folgenden Eigenschaften aquivalent:
1) D ist kompakt
2) D ist abgeschlossen und beschrankt

3) Heine—Borel-Uberdeckung:
Jede Uberdeckung von D aus offenen Mengen besitzt eine endliche
Teiliberdeckung:

k
Dc U, Upoffen = Fiy,...,izel : DC |J U
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Beispiel: Sei S”~1 die Einheitssphare in R™ beziiglich der Norm || - ||:
"= {x e R"| x| = 1}

Offensichtlich ist S"~1 kompakt (abgeschlossen und beschrankt). Damit
existieren fur jede gegebene Matrix A € R(™n) zwei Vektoren X1,Xp €
S mit

[Axq]| = min [[Ax||  [JAxz|| = max [Ax]]
xesn—1 xegn—1
Dies folgt aus der Min—Max—Eigenschatft, denn die Funktion

o R'SR,  o(x) = |Ax|

ist stetig.
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Gleichmalige Stetigkeit:

Definition:  Eine Funktion f : D — R™, D C R" heil3t gleichmalig
stetig, falls gilt:

Ve>0 :36>0 : Vx,xge D :

[x —xol| <6 = [If(x) —f(x0)ll <e

Satz:

Jede stetige Funktion auf einem Kompaktum D ist gleichmalig stetig.

Beispiel: Die Funktion f(x) = exp(xz) ist offensichtlich stetig auf R.
Ist f(x) auch gleichmaRig stetig?
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