
Kapitel 1: Aussagen, Mengen, Funktionen

1.3 Funktionen

Definition: Seien M und N Mengen. Unter einer Funktion (oder Abbildung ) von

M in N verstehen wir eine Vorschrift, die jedem Element x ∈ M genau ein Element y ∈ N

zuordnet.

Notationen und Bezeichnungen.

• f : M → N, y = f(x) bzw. x 7→ f(x) für alle x ∈ M. Somit gilt:

f : M → N ⇐⇒ ∀x ∈ M : ∃1y ∈ N : y = f(x).

• M heißt Definitionsbereich (oder Urbildbereich ) von f;

• N heißt Zielmenge (oder Bildbereich ) von f;

• Die Menge

graph(f) = {(x, f(x))|x ∈ M} ⊂ M×N

heißt Graph der Funktion f.
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Kapitel 1: Aussagen, Mengen, Funktionen

Beispiel.
• Funktion f : [0, 1] → [0, 1], definiert durch f(x) = x2

•M = [0, 1] Definitionsbereich;

•N = [0, 1] Zielmenge.
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Graph von f(x) = x2.
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Weitere Notationen und Bezeichnungen.

Sei f : M → N eine Funktion.

• Zu A ⊂ M heißt die Menge

f(A) = {f(a) |a ∈ A} ⊂ N

das Bild von A unter der Funktion f.

• Zu B ⊂ N heißt die Menge

f−1(B) = {a ∈ M | f(a) ∈ B} ⊂ M

das Urbild von B unter der Funktion f.
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Surjektive, injektive und bijektive Funktionen.

Definition . Sei f : M → N eine Funktion.

Dann heißt f surjektiv , falls die Gleichung f(x) = y für jedes y ∈ N mindestens eine

Lösung x ∈ M besitzt, d.h.

∀y ∈ N ∃ x ∈ M :y = f(x).

Weiterhin heißt f injektiv , falls die Gleichung f(x) = y für y ∈ N höchstens eine

Lösung x ∈ M besitzt, d.h.

∀x1, x2 ∈ M : f(x1) = f(x2) =⇒ x1 = x2.

Schließlich heißt f bijektiv , falls f injektiv und surjektiv ist. �
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Beispiele.
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f : R → [0,∞), f(x) = x2

surjektiv, nicht injektiv.
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f : R → R, f(x) = x3

bijektiv.
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f : R → [0,∞), f(x) = exp(x)

injektiv, nicht surjektiv.
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f : R → [0,∞), f(x) = exp(−x2)

weder injektiv noch surjektiv.
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Bemerkungen.

• Eine injektive Funktion f : M → N lässt sich invertieren, denn zu jedem y ∈ f(M)

existiert genau ein x ∈ M mit y = f(x).

• Für eine injektive Funktion f : M → N wird deren Umkehrfunktion

f−1 : f(M) → M definiert durch

f−1(y) = x für y ∈ f(M), wobei f(x) = y.

• Falls f : M → N bijektiv ist, so gilt f(M) = N und f−1(N) = M, d.h.

M
f→ N und N

f−1

→ M.

Beispiel.
• f : [0, 1] → [0, 1], definiert durch f(x) = x2.

• f−1 : [0, 1] → [0, 1] mit f−1(x) =
√
x.

• Dann: f−1(f(x)) = f−1(x2) =
√
x2 = x für alle x ∈ [0, 1].

• Ebenso: f(f−1(x)) = f(
√
x) = (

√
x)2 = x für alle x ∈ [0, 1].
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Bemerkung und Beispiel.

Sei f : M → N eine reellwertige injektive Funktion einer reellen Variablen,

d.h. M,N ⊂ R. Dann erhält man den Graphen der Umkehrfunktion f−1 aus dem Graphen

von f durch Spiegelung an der Diagonalen x = y.
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Konstruktion der Umkehrfunktion.
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Komposition von Funktionen.

Definition: Seien f : M → N und g : N → P Funktionen. Dann ist die Komposition

g ◦ f von f und g eine Funktion, definiert durch

g ◦ f : M → P (g ◦ f)(x) = g(f(x)), für x ∈ M.

M
f→ N

g
→ P

M
g◦f
−→ P
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Eigenschaften von Kompositionen.

• Assoziativit ät . Für Funktionen f : M → N, g : N → P, h : P → Q gilt

h ◦ (g ◦ f) = (h ◦ g) ◦ f

• Kompositionen sind im Allgemeinen nicht kommutativ, d.h.

g ◦ f 6= f ◦ g.

Gegenbeispiel: Seien f, g : R → R Funktionen, definiert durch

f(x) = x2 + 2x,

g(x) = x+ 1.

Dann folgt

(g ◦ f)(x) = g(x2 + 2x) = x2 + 2x+ 1 = (x+ 1)2,

(f ◦ g)(x) = f(x+ 1) = (x+ 1)2 + 2(x+ 1) = x2 + 4x+ 3,

und somit gilt g ◦ f 6= f ◦ g.
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Die symmetrische Gruppe.
Definition: Sei M eine nichtleere Menge. Dann heißt die Menge

S(M) = {f : M → M | f bijektiv }

die symmetrische Gruppe von M. Die symmetrische Gruppe S(M) enthält die

Identit ät idM : M → M, definiert durch idM(x) = x für alle x ∈ M. �

Die symmetrische Gruppe S(M) von M erfüllt die Gruppenaxiome .

(G1) Es gilt das Assoziativgesetz

h ◦ (g ◦ f) = (h ◦ g) ◦ f für alle f, g, h ∈ S(M).

(G2) Die Identität idM ist das neutrale Element in S(M), d.h. es gilt

f ◦ idM = idM ◦ f = f für alle f ∈ S(M).

(G3) Jede Funktion f ∈ S(M) besitzt ein Inverses f−1 ∈ S(M) mit

f ◦ f−1 = f−1 ◦ f = idM für alle f ∈ S(M).
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Elementare reelle Funktionen.

• Affin-lineare Funktionen :

f(x) = a1x+ a0 für a0, a1 ∈ R.
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Die affin-lineare Funktion f(x) = 2x+ 1.
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• Polynome :

f(x) = anx
n + an−1x

n−1 + · · ·+ a1x+ a0 für a0, . . . , an ∈ R mit an 6= 0.
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Das kubische Polynom

f(x) = 0.5x3 − 2.7x2 − 7.1x+ 1.5.
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• Die Exponentialfunktion : f(x) = ax für Basis a > 0.

Spezialfall: Basis e, wobei die Eulersche Zahl e definiert ist durch

e =

∞∑

n=0

1

n!
= 2.7182818284590452353 . . .
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Die Exponentialfunktion f(x) = exp(x) = ex.

Es gilt die Funktionalgleichung

ax+y = ax · ay für alle x, y ∈ R.
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• Der Logarithmus , Umkehrfunktion der (injektiven) Exponentialfunktion,

f(x) = loga(x) : (0,∞) → R für Basis a > 0.

Spezialfall: Basis e, log(x) = loge(x), der nat ürliche Logarithmus .
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Der natürliche Logarithmus f(x) = log(x).

Es gilt die Funktionalgleichung

loga(x · y) = loga(x) + loga(y) für alle x, y > 0.
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Trigonometrische Funktionen.

sin : [0, 2π) → [−1, 1] (Sinus )

cos : [0, 2π) → [−1, 1] (Cosinus )
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cos : [0, 2π) → [−1, 1].

41



Kapitel 1: Aussagen, Mengen, Funktionen

Eigenschaften trigonometrischer Funktionen.

• Für alle ϕ ∈ [0, 2π) gilt

sin2(ϕ) + cos2(ϕ) = 1.

• Symmetrie :

sin(−ϕ) = − sin(ϕ) für alle ϕ ∈ [0, 2π)

cos(−ϕ) = cos(ϕ) für alle ϕ ∈ [0, 2π)

• Periodizit ät :

sin(ϕ) = sin(ϕ+ 2π)

cos(ϕ) = cos(ϕ+ 2π)

somit sind Sinus und Cosinus auf ganz R definiert,

sin : R → [−1, 1] und cos : R → [−1, 1].
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Weitere Eigenschaften trigonometrischer Funktionen.

• Wertetafel:

ϕ 0 π/6 π/4 π/3 π/2

sinϕ 0 1/2
√
2/2

√
3/2 1

cosϕ 1
√
3/2

√
2/2 1/2 0

• Additionstheoreme : Für alle α,β ∈ R gilt

cos(α+ β) = cosα cosβ− sinα sinβ

sin(α+ β) = sinα cosβ+ cosα sinβ
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2 Zahlenbereiche

2.1 Natürliche Zahlen

Die Menge

N = {1, 2, 3, . . .}

der nat ürlichen Zahlen wird formal durch die Peano-Axiome definiert:

(A1) 1 ∈ N;

(A2) n ∈ N =⇒ n+ 1 ∈ N für alle n ∈ N;

(A3) n 6= m =⇒ n+ 1 6= m+ 1 für alle n,m ∈ N;

(A4) n ∈ N =⇒ n+ 1 6= 1 für alle n ∈ N;

(A5) Für A ⊂ N gilt das Vollst ändigkeitsaxiom :

1 ∈ A∧ (∀n : [n ∈ A ⇒ (n+ 1) ∈ A]) =⇒ A = N.

Bemerkung: Die Nachfolgeabbildung n 7→ n+ 1 ist injektiv.
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Beweisprinzip der vollst ändigen Induktion.

Dabei ist die Gültigkeit einer Aussage A(n) für alle n ∈ N zu beweisen,

d.h. es ist zu zeigen

∀n ∈ N : A(n),

wobei A(n) eine Aussageform ist, die von n ∈ N abhängt.

Beweisschritte der vollst ändigen Induktion.

(I1) Induktionsanfang: n = 1

Zeige A(1);

(I2) Induktionsannahme:

Es gelte A(n);

(I3) Induktionsschluss: n → n+ 1

Zeige die Implikation A(n) =⇒ A(n+ 1).

Falls Schritte (I1)-(I3) durchführbar, so gilt die Aussage A(n) für alle n ∈ N.
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Beispiel 1.

Bestimme die Anzahl tn der Teilmengen einer n-elementigen Menge

An = {a1, . . . , an}.

Vorgehen: Betrachte zunächst kleine n ∈ N, z.B. n = 1, 2, 3.

• n = 1: Die Menge A1 = {a1} besitzt nur die Teilmengen ∅, {a1}.

Somit t1 = 2.

• n = 2: Die Menge A2 = {a1, a2} besitzt die vier Teilmengen

∅, {a1}, {a2}, {a1, a2},

und somit gilt t2 = 4.

• n = 3: Die Menge A3 = {a1, a2, a3} besitzt t3 = 8 Teilmengen.

Vermutung: Es gilt tn = 2n für alle n ∈ N.
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Satz: Eine n-elementige Menge An = {a1, . . . , an} besitzt tn = 2n Teilmengen.

Beweis: durch vollständige Induktion über n.

• Induktionsanfang (n = 1): Es gilt t1 = 2 = 21.

• Induktionsannahme: Es gelte tn = 2n für n ∈ N.

• Induktionsschluss (n → n+ 1):

Zu zeigen: An+1 = {a1, . . . , an, an+1} hat tn+1 = 2n+1 Teilmengen.

Schreibe P(A) = K1 ∪ K2 für die Potenzmenge von An+1, wobei

T ∈ K1 ⇐⇒ an+1 /∈ T

T ∈ K2 ⇐⇒ an+1 ∈ T

Nach Induktionsannahme besitzt K1 genau tn = 2n Elemente.

Ebenso besitzt K2 nach Induktionsannahme tn = 2n Elemente.

Weiterhin gilt K1 ∩ K2 = ∅ nach Konstruktion.

Somit hat P(A) insgesamt tn+1 = tn + tn = 2n + 2n = 2n+1 Elemente.
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Beispiel 2.
Bestimme die Anzahl pn der verschiedenen Anordnungen (Permutationen ) für die

Elemente einer n-elementigen Menge An = {1, . . . , n}.

Vorgehen: Betrachte zunächst kleine n ∈ N, z.B. n = 1, 2, 3.

• n = 1: Das Element in A1 = {1} besitzt nur eine Anordnung, (1). Somit

p1 = 1.

• n = 2: Für die Elemente in A2 = {1, 2} gibt es zwei Anordnungen,

(1, 2), (2, 1).

Somit gilt p2 = 2.

• n = 3: Für die Elemente in A3 = {1, 2, 3} gibt es sechs Anordnungen,

(1, 2, 3), (1, 3, 2), (2, 1, 3), (2, 3, 1), (3, 1, 2), (3, 2, 1).

Somit gilt p3 = 6.

Vermutung: Es gilt pn = n! := 1 · 2 · . . . · n für alle n ∈ N.
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Satz: Es gibt pn = n! Permutationen für das n-tupel (1, 2, . . . , n).

Beweis: durch vollständige Induktion über n.

• Induktionsanfang (n = 1): Es gilt p1 = 1.

• Induktionsannahme: Es gelte pn = n! für n ∈ N.

• Induktionsschluss (n → n+ 1):

Es gibt nach Induktionsannahme je n! Permutationen für die (n+ 1)-Tupel





(i1, i2, . . . , in−1, in, n+ 1),

(i1, i2, . . . , in−1, n+ 1, in),

...

(i1, n+ 1, i2, . . . , in−1, in),

(n+ 1, i1, i2, . . . , in−1, in)






i1, . . . , in ∈ {1, . . . , n} paarweise verschieden.

und somit gilt pn+1 = n! + . . .+ n!︸ ︷︷ ︸
(n+ 1)-fach

= (n+ 1) · n! = (n+ 1)!
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Folgerung: Eine n-elementige Menge {a1, . . . , an} besitzt genau
(

n

m

)

=
n!

m!(n−m)!
, für n,m ∈ N0 : 0 ≤ m ≤ n,

m-elementige Teilmengen. Dabei setzt man 0! = 1.

Beweis: Es gibt n! Permutationen von (a1, . . . , an), bezeichnet mit

(ai1 , . . . , ain), wobei {i1, . . . , in} = {1, . . . , n}.

Betrachte nun die ersten m Plätze in (ai1 , . . . , ain). Die n! möglichen Permutationen

(ai1 , . . . , aim , aim+1
, . . . , ain)

von (a1, . . . , an) führen genau m!(n−m)!-mal auf die gleiche Teilmenge

{ai1 , . . . , aim } ⊂ {a1, . . . , an},

denn die m! Permutationen der ersten m Plätze und die (n−m)! Permutationen der

restlichen n−m Plätze verändern {ai1 , . . . , aim } nicht. Somit gibt es n!
m!(n−m)!

=
(

n
m

)

m-elementige Teilmengen von {a1, . . . , an}.
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