4 KONVERGENZ VON FOLGEN UND REIHEN

4 Konvergenz von Folgen und Reihen

4.1 Konvergenzkriterien flr reelle Folgen

Definition: Eine reelle Folge (an, )nen heilt

monoton wachsend <= Vn<m:a, < am
streng monoton wachsend — m<m:ap, < anm
nach oben beschr ankt <<= dCeR:Yn:a, <C

Analog definiert man die Begriffe

monoton fallend & n<m:a, > anm
streng monoton fallend — Yn<m:a, > anm

nach unten beschr ankt <= dCeR:Vn:a, >C
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4.1 Konvergenzkriterien fir reelle Folgen 4 KONVERGENZ VON FOLGEN UND REIHEN

Satz: Eine monoton wachsende, nach oben beschrankte reelle Folge () nen ist
konvergent mit Grenzwert

im a,, = sup{a, |n € N}
n—oo
Beweis: Sei (ay, )nen Nach oben beschréankt. Dann gilt

s = sup{an, |n € N} < oo.
Sei nun ¢ > 0 gegeben. Dann existiert ein N = N (&) mit

s—e<an <s

Die Folge (an, )nen ist monoton wachsend, also folgt
s—e<an <an <s Vn>N,

d.h.
s—an|<e Vn>N=N()
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Folgerung (Prinzip der Intervallschachtelung ):
Sei (an )nen eine monoton wachsende reelle Folge und (b, )nen €ine monoton fallende

reelle Folge mit
an < bp fur allen € N.

Dann sind beide Folgen konvergent. Gilt weiterhin

im (a,, —bn) =0,

n—oo

so haben (an )nen und (bn )nen denselben Grenzwert, d.h. es gibt ein & € R mit
&= lim a, = lim by,.
n—oo n—oo

Weiterhin gelten in diesem Fall die Fehlerabschatzungen

\Cln—5| < ‘bn_anl und ‘bn_a < |bn_an-
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Beispiel.
Definiere fir 0 < a < b zwei Folgen (a, ) und (b, ) rekursiv durch

(lo = a bo = b

Ani1 = A, bn bne1 = (ap+bn)/2 furm > 0.

Die Folgen (a, ) und (b, ) bilden Intervallschachtelung, und es gilt

b, — an
(bn+1 — aTH—]) < 2

Der gemeinsame Grenzwert von (a, ) und (b )

im a, = lim by
n—oo n—oo
heilt arithmetisch-geometrisches Mittel von a und b. []
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Die Bernoullische Ungleichung.

Es qilt
Vx>—-1,neN:(1+x)">14nx,

wobei Gleichheit nur fur n = 1 oder x = O gilt.

Beweis: vollstandige Induktion.

Die Geometrische Folge.

Sei (an )nen reelle Folge mit a,, := q™ fir q € R. Dann gilt

q>1 : limys0q™ =400 (q"=(0+(q—1))">1+n(q—1))
q=1 : limho g™ =1
O<g<1 & limnseoq™ =0 (qn = T < 1+n(1]/q—1))
—1<q<0 : lmoeoq™=0 (Iq"=Iq")
q=—1 : (q™) beschrankt, aber nicht konvergent (q™ € {—1,1})
q<—1 : (q™) divergent, kein uneigentlicher Grenzwert
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Weitere Rechenregeln.

Satz: Seien (an )nen und (bn )nen konvergente reelle Folgen. Dann gilt

(@) liMn_00(@n - bn) = (lIMpseo An) - (iMoo bn)

a lim an
() VN:bpy Z0 A liMpoo bn #0 = liMpbeo | — | = 222
b, lim b,

n—oo

C© Vn:an, >0 /A meN = lmy_ o ¥Van = Vimn o an

Beweis: Seien (an )nen und (b )nen zwei konvergente Folgen mit

im a, =a und im b, =D
n—oo n—oo
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Beweis von (a): Fire > Oundn > N = N(¢) gilt

lanbn, —abl = |apbn —anb+ a,b— ab|
< l|an|:|bn—0bl+ bl |an — q|
< Cq:lbpy—0bl+|b| ]a, —q]
< (Cq+1bl)e

Beweis von (b): Da by, # 0 und b # 0 existiert eine Konstante Cp, > 0 mit
Cp < |by] furallen € N.

Damit gilt

‘b—bn 1 1
— £

.
— — by —bl< .
|bn b| bnb onl- b " Cp - [bl

fur hinreichend groBe n > N = N(¢).

Nun folgt die Aussage in Teil (b) direkt aus Teil (a), denn es gilt 1/b,, — 1/b.
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Beweis von (c): Wir setzen hierzu folgenden Satz voraus.

Satz: Zu a > QO und m € N existiert genau eine Zahl w > 0 mit w™ = a. Diese Zahl wird
mit w = %/a bezeichnet.

Fall 1: Sei (a, ) eine Nullfolge und € > O vorgegeben.
anp < e™ Vn>N(e™m)

Daraus folgt
0< Wan < ¢

und daher /a,, — O furn — oo.
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4 KONVERGENZ VON FOLGEN UND REIHEN

4.1 Konvergenzkriterien fir reelle Folgen

Fall 2: Sei a > 0. Verwende die Identitat

m
(x—y) ) x™ Ty
j=1
= (x—y)- (xm_1yo +x™ 2y —|—...+xoym_1)
_ meO +§m—1y1 _|_”._|_X1ym—1 _Xm—1y1 . _X1ym—l_xoym
_ Xm_ym -
Setze nun x = /a, undy = %/a. Dann folgt fir ¢ > O undn > N(¢):
[an — al

Vo= Vel = gt (YT

l[an — al
(/a)m-T
< C-¢ H
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Beispiel.

Gegeben sei die Folge (a, )nen mit

an:=vVnZ+5m+1—n

Es gilt

(M?+5n+1)—n’ = (\/n2—|—5n+1 —n) (\/nz—|—5n+1 —I—n),

woraus folgt

1

. C (n*+5n+1)—n* Sn + 1 B 5+E
T VM2 5n+14n vnZ+5n+1+n 5 1
1—1———|——Z—|—1
n n
und somit

. 540 5
im a, = ~.

n—oo VIt0+1 2
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Der Satz von Bolzano-Welerstrals.

Satz (Bolzano-Weierstralf3 ):
Jede reelle beschrankte Folge besitzt eine konvergente Teilfolge.

Beweis: Sei (an )nen eine reelle beschrankte Folge. Dann gibt es ein Intervall [A, B] mit
Vn:a, € A, B]. Betrachte nun die folgende Bisektionsmethode.

A1 ::A;
B1 Z:B;
FORk =1,2,3,...

C:=(Ax +Bx)/2
IF {n]|a, € [Ax, Cl}unendlich THEN
Ayt = Ayx; Byy1 =G
ELSE
Axt1:=C; Bxs1 =By
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Beobachtung: Die Folgen (A ) und (By ) bilden eine Intervallschachtelung,
d.h. Vk:Ax < By, und es gibt einen gemeinsamen Grenzwert

EZ lim AkZ lim Bk.

k—o0 k—oo
Definiere nun eine Teilfolge (a,, ) von (a,, ) wie folgt.
e Setze ni := 1;

e FORKk = 2,3,4,...
wahle My > N1 mitan, € Ay, Byl

Wegen
Ax < an, < By, fur alle k € N,

gilt dann limy 00 an, = &. |

Definition: Sei{an, jken eine konvergente Teilfolge einer Folge (an )1 en. Dann wird der
Grenzwert der Teilfolge {an, Jxen als Haufungspunkte  der Folge (an )nen
bezeichnet. []
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Das Cauchysche Konvergenzkriterium.

Satz: Der Korper R ist vollst ~ andig , d.h. jede reelle Cauchyfolge konvergiert.

Beweis: Zeige, dass jede Cauchyfolge beschranktist: Fir n.und N = N{(¢€) gilt

lan| =lan —an + an| < Jan —an| + |an| < € + |an]

Nach dem Satz von Bolzano-WeierstraR besitzt (a,, ) einen Haufungspunkt &. Dann gilt fur
m,ny > N(E/Z)

am — & = |lam —an, +an, —§

< Lam = ankj\+ \\ank — EJ <

Cauchyfolge = Haufungspunkt

Notation:
liminf a,, = kleinster Haufungspunkt, lim sup a,, = grof3ter Haufungspunkt.
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4.2 Konvergenz in normierten Vektorr aumen

Beispiel. Betrachte den Vektorraum C[0, 1] aller stetigen Funktionen auf [0, 1].

Fur jedes n > 2 liegt die Funktion

’

nx furx € [0, 1/n];
folx) =<9 2—mx furx e [1/n,2/n; f ()
. 0 furx € [2/n, 1]
in C[0, 1], d.h. f, € C[0, 1] fiir alle . > 2. A -

Der Graph von f,,(x).

Beobachtung: {fy, }n>2 bildet eine Folge von Funktionen in C[0, 1].
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Wie sieht es mit der Konvergenz von ~ f, in C[0, 1] aus?

Fall 1. Verwende die Euklidische Norm || - ||2. Dann gilt
o 1/n 2/n 1
2 2 ) 2
[frll2 = | fnlx)dx = x|~ dx+ 2—nx|* dx+ Odx =...= —

und somit ||y, [|2 < 1/4/nfurm > 2. Die Folge {fy }n>2 ist somit beziiglich der
Euklidischen Norm eine Nullfolge in C[0, 1], d.h. {fn }n>2 konvergiert gegen Null.

Fall 2. Verwende die Maximumnorm || - ||oo. Dann gilt
[frlleo = max [fn(x)] =1, fir alle n > 2,
x€[0,1]

und es gibt keine stetige Funktion f € C[0, 1] mit ||f;; — f||cc — O firn — oo.

Somit divergiert die Folge {fn Jn>2 in C[0, 1] bezuglich der Maximumnorm.

Fazit: Die Konvergenz einer Folge (a,, )y, istim Allgemeinen nicht nur abhéangig vom
zugrunde liegenden Vektorraum V/, sondern auch (und vor allem!) von der verwendeten
Norm || - ||. ]

103



4.1 Konvergenzkriterien fir reelle Folgen 4 KONVERGENZ VON FOLGEN UND REIHEN

Konvergenz in endlichdimensionalen Vektorr  aumen.

Bemerkung: In endlichdimensionalen Vektorraumen ist die Konvergenz (und der
Grenzwert) einer Folge jedoch lediglich von dem jeweiligen Vektorraum abhangig, nicht von

der zugrunde liegenden Norm.

Satz (Normaquivalenzsatz ): Sei V ein endlichdimensionaler Vektorraum, und seien

| < || und || - ||" zwei Normen auf V. Dann gibt es Konstanten C, C" > 0 mit
Clvl < [vII" < Cfivll,  furallev €V,
d.h. die beiden Normen || - || und || - || sind &aquivalent  auf V. ]

Fazit: Eine Folge (ay, ), die in einem endlichdimensionalen Vektorraum V beziiglich einer
Norm || - || in V gegen einen Grenzwert a € V konvergiert, konvergiert ebenso beziiglich

jeder anderen Norm || - ||"in V gegen a. ]

e Beispiele fur endlichdimensionale Vektorr  aume: R, C, R™, C™.

e Beispiel fiir einen unendlichdimensionalen Vektorraum: Cla, b].
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Konvergenz von Folgenim [R™,

Folgerung: Eine Folge (X, ) im R™ konvergiert genau dann, wenn alle n

Koordinatenfolgen (xgm))meN, j = 1,...,n,in R konvergieren. Der Grenzwert der Folge

j
(xm ) 18sst sich komponentenweise berechnen.

Beweis: X ,; — X ist aquivalent zu
||Xm—XHooHO — V]S]STL|XJ(m)—X)|%O, m — 00,

und somit X-(m)

; — X5, M — oo, firallej = 1,...,n. H

Beispiel: Fiir die Folge (X, ), gegeben durch

1 1 242 !
Xm = | —,1+exp| — ,m Tim S cR> firmeN.
m m 2m?2 — 1

gilt
im xm = (0,2,1/2)" € R3.

m—00

105



4.1 Konvergenzkriterien fir reelle Folgen 4 KONVERGENZ VON FOLGEN UND REIHEN

Konvergenz in endlichdimensionalen Vektorr  aumen.

Folgerung: In endlichdimensionalen Vektorraumen gilt

e das Cauchysche Konvergenzkriterium

Ja : a;, — a(m — oo)

& Ve>0 IN=N(e) : myn>N : |lam —an| < ¢

e der Satz von Bolzano-Welerstrald

Jede beschrankte Folge besitzt eine konvergente Teilfolge.

Beispiel: Fir a, := z™, z € C gegeben, gilt

1zl >1 =— |an| = |z|™ unbeschrankt —> (a,,) divergent;
zZl <1 = Japu/=zZ"—>0(n—>00) =— Im z" =0.

n—oo
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