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Die ins Netz gestellten Kopien der Anleitungsfolien sollen nur die Mitarbeit während der Veranstaltung erleichtern. Ohne die in der

Veranstaltung gegebenen zusätzlichen Erläuterungen sind diese Unterlagen unvollständig (z. Bsp. fehlen oft wesentliche Voraussetzungen).

Tipp– oder Schreibfehler, die rechtzeitig auffallen, werden nur mündlich während der Veranstaltung angesagt. Eine Korrektur im Netz

erfolgt NICHT! Eine Veröffentlichung dieser Unterlagen an anderer Stelle ist untersagt!



Reelle Zahlenreihen

Wiederholung: Gegeben Zahlenfolge (ak)∈N0. Definiere neue Fol-

ge

sn := a0 + a1 + a2 + · · ·+ an =

n
∑

k=0

ak .

Die Folge (sn)n∈N
dieser Partialsummen wird

(unendliche) Reihe genannt.

Man sagt, die Reihe konvergiere genau dann wenn die Folge sn
konvergiert. Im Falle der Konvergenz, heißt

s := lim
n→∞

sn =
∞
∑

k=0

ak := lim
n→∞

n
∑

k=0

ak Grenzwert der Reihe.
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BEISPIEL: GEOMETRISCHE REIHE

Bekannt aus Vorlesung 1: Für eine feste reelle Zahl q 6= 1 gilt mit

ak := qk :
n
∑

k=0

ak =
n
∑

k=0

qk =
1− qn+1

1− q

lim
n→∞

n
∑

k=0

qk = lim
n→∞

(

1− qn+1

1− q

)

=

Die geometrische Reihe konvergiert genau dann, wenn |q| < 1.

3



Harmonische Reihe:

∞
∑

k=0

1

k + 1
ist divergent! Beweis: Cauchy-Kriterium

Alternierende harmonische Reihe:

∞
∑

k=0

(−1)k
1

k + 1
ist konvergent: Leibniz Kriterium

−→ Absolut konvergente Reihen : Beamerfolie 48

Definition: eine Reihe
∞
∑

k=0

ak heißt absolut konvergent, wenn

die Reihe
∞
∑

k=0

|ak| konvergiert.
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Konvergenzkriterien: Beamerfolie 49

•
∞
∑

k=0

ak absolut konvergent

⇐⇒

Folge bn :=
n
∑

k=0

|ak| beschränkt

Folge ist monoton steigend, also genau dann konvergent, wenn

beschränkt
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• Majorantenkriterium: Folie 49

Gegeben:

absolut konvergente Reihe sn :=

∞
∑

k=0

ak und

Folge (bk)k∈N mit |bk| ≤ |ak| für alle k ≥ k0 ∈ N

=⇒ die Reihe
∞
∑

k=0

bk ist auch absolut konvergent.
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BEISPIEL: sn :=
n
∑

k=1

1

k(k + 1)

1

k
−

1

k + 1
=

n
∑

k=1

1

k(k + 1)
=

=

=

lim
n→∞

n
∑

k=1

1

k(k + 1)
=
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Jetzt: sn :=
n
∑

k=1

1

k2

ak+1 =
1

(k + 1)2
<

1

k(k + 1)

n
∑

k=1

1

k2
=
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Wie sieht es mit sn :=
n
∑

k=1

1

km
, m > 2
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• Quotientenkriterium: Beamerfolie 49

lim
k→∞

∣

∣

∣

∣

ak+1

ak

∣

∣

∣

∣

= d















< 1 =⇒ absolute Konvergenz

> 1 =⇒ Divergenz

= 1 =⇒ keine Aussage

Beweis der ersten Aussage:
∣

∣

∣

∣

ak+1

ak

∣

∣

∣

∣

≤ q < 1 für k ≥ n0

∣

∣

∣

∣

ak+1

ak

∣

∣

∣

∣

≤ q ⇐⇒
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• Wurzelkriterium: Beamerfolie 49

k
√

|ak| ≤ q < 1 für k groß genug =⇒
n
∑

k=0

|ak| konvergent.

k
√

|ak| ≤ q ⇐⇒

Beispiel:

∞
∑

k=1

2k

5k

n
∑

k=1

1

k(k + 1)
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Grenzwerte von Funktionen

Definition: Beamerfolie 50, Prof. Hinze

Sei D ⊂ R , f : D → R

Man sagt f(x) strebt/ konvergiert für x → a gegen den Grenzwert

c und schreibt

lim
x→a

f(x) = c ,

wenn für jede Folge (xn)n∈N
in D mit lim

n→∞

xn = a, xn 6= a

lim
n→∞

f(xn) = c gilt.
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Linksseitige bzw. rechtsseitige Grenzwerte

lim
x→a,x<a

f(x) = lim
x→a−0

f(x) = c .

lim
x→a,x>a

f(x) = lim
x→a+0

f(x) = c .

Beispiel 1:
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Heavyside Funktion

y

x

h : R → R

h(x) :=















0 x < 0

0 x = 1

1 sonst.
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Rechenregeln: Beamerfolie 51, Prof. Hinze

Beispiel 2 Beamerfolie 52, Prof. Hinze:

s : R \ {0} → R , s(x) := sin(x)
x

.

limx→0 f(x) = ?
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Definition: Beamerfolie 53, Prof. Hinze

Sei D ⊂ R , f : D → R. f heißt stetig in x0 ∈ D, wenn

für jede Folge (xn)n∈N
in D mit lim

n→∞

xn = x0 :

lim
n→∞

f(xn) = f(x0) gilt, also g.d.w.

lim
x→x0

f(x) = f(x0)

f heißt linksseitig (bzw. rechtsseitig) stetig in x0 ∈ D, wenn

für jede Folge (xn)n∈N
, xn < x0 ( bzw. xn > x0) in D

lim
n→∞

xn = x0 =⇒ lim
n→∞

f(xn) = f(x0)
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Definition: ǫ− δ Beamerfolie 54, Prof. Hinze

Beispiele: Beamerfolien 55-59, Prof. Hinze:
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