Funktionen und Stetigkeit
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Grenzwert von Funktionen Buch Kap. 2.4

Definition 2.10": (Grenzwerte einer Funktion)
Sei f : D — R eine Funktion. Wir sagen, dass f(x) fur x — a gegen g
strebt, falls fir jede Folge (x,) C D, x, # a, mit nli_)m Xn = agilt, dass

(xn) = 9.

lim f
n—oo
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Definition 2.10": (Grenzwerte einer Funktion)

Sei f : D — R eine Funktion. Wir sagen, dass f(x) fur x — a gegen g
strebt, falls fir jede Folge (x,) C D, x, # a, mit nli)m Xn = agilt, dass

e ) = 9

Definition 2.10": (linksseitiger Grenzwert)

Sei f : D — R eine Funktion. Wir sagen, dass f(x) fir x — a von links
gegen g strebt, falls fur jede Folge (x,) C D, x, < a, mit n“_>"<lo Xp=a
gilt, dass lim f(x,) = g.

n—oo

Definition 2.10": (rechtssseitiger Grenzwert)

Sei f: D — R eine Funktion. Wir sagen, dass f(x) flr x — avon
rechts gegen g strebt, falls flr jede Folge (x,) C D, x, > a, mit
I|m Xn = aqgilt, dass I|m f(xn) = g.
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Grenzwert von Funktionen Buch Kap. 2.4

Notation
e g= >I£>na f(x) g Grenzwert
e g= xl—i>r2— f(X) 2 lews Cosy = liw  (rn 9 linksseitiger Grenzwert
¥ Al *-ra.-o
@ g= lim f iti
g=lim (x) = lim Cor = 1. foy g rechtsseitiger Grenzwert
\"‘UR b s WY

Beachte: a muss kein Element von D sein, und g muss nicht Element
des Wertebereichs der Funktion f sein.
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Grenzwert von Funktionen

Beispiele
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Grenzwert von Funktionen Buch Kap. 2.4

Bemerkungen zu Definition 2.10’:

@ Der Grenzwert einer Funktion an der Stelle x = a existiert genau
dann, wenn dort links- und rechtseitiger Grenzwert existieren und
gleich sind.
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Grenzwert von Funktionen Buch Kap. 2.4

Bemerkungen zu Definition 2.10’:

@ Der Grenzwert einer Funktion an der Stelle x = a existiert genau
dann, wenn dort links- und rechtseitiger Grenzwert existieren und
gleich sind.

@ Die Betrachtung von XIi_)m f(x) und Xli)T f(x) ist ebenfalls
moglich.
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Grenzwert von Funktionen

Rechenregeln:
Es werden jeweils Grenzwerte fir einen der Falle

XxX—a x—a+0, x—-a—-0, x— oo,

Buch Kap. 2.4

X — —00

betrachtet. Falls die entsprechenden Grenzwerte lim f, lim g und lim h

existieren, gelten die Regeln
(i) lim(f+g) =limf+limg,
(ii) I|m(f g)=Ilimf-limg,
(ili) lim £ = gml falls  limg #0,
(iv) f<g$||mf< limg,
)

(v) f<g<hAlimf=limh=y = limg=y.
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Grenzwert von Funktionen Buch Kap. 2.4

. sin X :
lim =7 si
x—0+0 X

sin(x)/x

Beispiel
Was ist

sin(x)/x

-0.2

-0.
~100 -80 -60 -40 -20 0 20 40 60 80 100
x—Achse
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Stetigkeit von Funktionen Buch Kap. 2.4
Definition 2.18:(Stetigkeit einer Funktion)
Eine Funktion f : D — R heift linksseitig stetig im Punkt xo € D, falls

lim f(x) = f(xo)

X—Xp—0

gilt.
Eine Funktion f : D — R heiB3t rechtsseitig stetig im Punkt xo € D, falls

lim f(x) = f(xo)

X—Xo+0

gilt.
Eine Funktion f: D — R heif3t stetig im Punkt xo € D, falls

lim f(x)= lim f(x)= lim f(x) = f(x0)

X—Xp+0 X—Xxo—0 X—Xo
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Stetigkeit von Funktionen

Beispiele
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Stetigkeit von Funktionen Buch Kap. 2.4

Satz 2.5:(e — §-Kriterium)

Die Funktion f: D — R ist stetig im Punkt xo € D, genau dann, wenn
zu jedem € > 0 ein § > 0 existiert, so dass

xeDAIXx—Xx| <d=|f(x)—f(X0)| <€

gilt, oder kurzer

x € (Xo—0,X + )N D= f(x) € (f(x0) — €, f(x0) + ¢€).

________________________________________
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Stetigkeit von Funktionen Buch Kap. 2.4

Rechenregeln fur stetige Funktionen
Sind f und g stetig im Punkt xp, so sind auch

f+g, f—-g, f-g und é (falls g(x0) # 0)

stetig in xo. )
f(w\ = ¥ Src!(), ““-C (14
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Stetigkeit von Funktionen Buch Kap. 2.4

Satz 2.8: Verkettung stetiger Funktionen, etc.

@ Wenn f: A— Biin xp stetigist,und g : B — C in f(xp) stetig ist,
dann ist die verkettete Funktion (g o f)(x) = g(f(x)) : A — C stetig
in X0-

@ Elementare Funktionen f : D — R sind auf jedem Intervall / ¢ D
stetig. Dabei bezeichnet D den jeweiligen Definitionsbereich der
elementaren Funktion, siehe Kap 2.3.

@ Sei f: | — R eine streng monotone und stetige Funktion und / ein
Intervall, dann ist die Umkehrfunktion =1 stetig auf D = (/).
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