Kapitel 8: Potenzreihen und elementare Funktionen

8.2 Potenzreihen

Definition: Eine Reihe der Form
(e.@]

f(z) = Zak(z—zo)k mit ay, zp,z € C
k=0

heiBt (komplexe) Potenzreihe zum Entwicklungspunktzy € C.

Beispiel: Die (komplexe) Exponentialfunktion ist definiert durch die Potenzreihe

> _k

exp(z) = Z o z e C.
k=0

Weiterhin: Elementare Funktionen sind tUber Potenzreihen definiert:

log(z), cos(z),sin(z), ...
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Taylor-Reihenentwicklung.

Betrachte fur f : R — R, f € C*°, die Taylor-Reihe

= f(k) (x0) k .
T(x) :ZT(X—X()) mit Xp, X € R.
k=0
Bemerkungen.
e Die Taylor-Reihe einer C°°-Funktion ist im Allgemeinen nicht konvergent.
e Konvergiert die Taylor-Reihe T(x), so nicht notwendigerweise gegen f(x).

e Falls

)=y T

k!
k=0

so nennt man die Funktion f reell -analytisch.
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Konvergenzradius einer Potenzreihe.

Satz: Zu jeder Potenzreihe
o
Zak(z—zo)k mit ay,zo,z € C
k=0
gibt es eine Zahl v > 0 mit den Eigenschaften

o0
|z —zol <1 = Z ax(z — zo)® absolut konvergent
k=0

(e.@]
|z —zo| > — Z ax(z —zo)® divergent
k=0

Die Zahl v > 0 heiRt Konvergenzradius der Potenzreihe.

Die Potenzreihe konvergiert fiir alle p mit 0 < p < 1 auf
Ko(zo) ={z € C |z —zo| < p}

sogar gleichmalig.
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Beweis: Definiere
o
T:=supX wl: Z axw® konvergent
k=0

e Dann gilt 0 < r < oo und fiir |z — zg| > 1 ist die Potenzreihe divergent.
e Gilt 1 = 0, so ist die Potenzreihe nur fiir z = z¢ (absolut) konvergent.

e SeinuntT > Ound 0 < p < 1. Dann gibt es ein w € C mit [w| > p, so dass

00
E Clka
k=0

konvergiert. Insbesondere ist die Folge (axw®)

eine Schranke M > 0 mit

k>0 beschrankt, d.h. es gibt

!akwk} <M fur alle k > 0.
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Firz € Cmit |z — zo| < p < [W] gilt somit

k k
k k!l |2 — 20 Z—Z0
lax(z —z0)*| = |aw"]| <M
w w
und weiterhin
k
Z—Zo Z—Z0 .
<1 furalle k > 1,
w w
so dass die geometrische Reihe
k
Z— Z9

>

k=0

w

konvergiert. Mit dem Majorantenkriterium von Weierstraf3 konvergiert die Potenzreihe

[ee)
Z ak(Z - Zo)k
k=0

absolut und gleichmaRig fiir alle z € C mit |z — zo| < p.
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Die Formel von Cauchy-Hadamard.

Satz: Den Konvergenzradius v > O einer Potenzreihe
(e @)
Zak(z—zo)k mit ay,zo,z € C
k=0

kann man mit der Formel von Cauchy-Hadamaxrd berechnen:

T

1
lim sup /|ax|

k—o0

Beweis: Verwende hierzu das Wurzelkriterium, zusammen mit der Aquivalenz

Vk > Koy —zo)¥| < 1 i \ —zo)*| < 1
> ko \/‘ak(z Z0) ]_q< — |I]r<11j(l;lop \/]ak(z Zp) ‘<

& limsup v/]ak|lz — zo] < 1

k—o0

— z—z9l <

1
limsup /|ay]

k—o0
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Konvergenz von Potenzreihen.

o0
Satz: Fir eine Potenzreihe Z ax (z — zo)¥ gelten folgende Aussagen.
k=0

(a) Falls einer der beiden Grenzwerte

Ay

T = lim oder v = Ilim

1
k—oo 1k/|ak| k—o0

existiert (oder falls 1 = 00), so stimmt dieser Grenzwert mit dem Konvergenzradius der

Ak+1

Potenzreihe Uberein.

(b) Differenziert man die Potenzreihe, so erhalt man wiederum eine Potenzreihe,
o
/ k—1
f(z) = ) axk(z—z)* ',
=1

deren Konvergenzradius mit dem Konvergenzradius 1 der Ausgangsreihe tbereinstimmt,

auchim Fall v = 0 oder r = o0.
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Beweis: Der erste Teil von (a) folgt aus der Formel von Cauchy-Hadamard.

Verwende fur den zweiten Teil von (a) das Quotientenkriterium:

k+1
Ax+1\Z2 — 2o Ax+1
sl )k <1 &= lz—zl || <1
ax(z — zo) ax
und somit
k+1
, Ak+1(Z2— 20 , Ak
lim il )k <1 & |z—zil < Im
k—o0 ak(z — Zo) k—oo | Ak 41
|
Zu Teil (b): Berechne den Konvergenzradius mit Cauchy-Hadamard, womit
limsup \/k|ax| = limsup /|ax]
k—o0 k—o0
wegen W — 1 fir k — o0. Somit sind die Konvergenzradien der beiden Potenzreihen
identisch. |
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Beispiele.
(o e]
e Die Reihe Z k!z* konvergiert nur fiir z = 0, denn (k!z*)k >0 ist fur z # O keine

k=0
Nullfolge. Der Konvergenzradius ist in diesem Fall 1 = 0.

o
e Die geometrische Reihe Z zX hat den Konvergenzradius r = 1.

k=0
> _k
z
e Die Exponentialreihe Z — hat den Konvergenzradius v = 00.
k!
k=0
-] (0. @)
e Aus der Differentiation der geometrischen Reihe i = Z zk ergibt sich:
T =0
1 = ikzk_1:1+22+3z2+4z3+ fur |z| <1
(1—2)2
k=1
1 = 1ik(k—])zk2:1(2—|—6z—|—1222—|- ) fir |z| < 1
(1—2)3 2 2 o
k=2
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Potenzreihenentwicklung des Logarithmus.

e Beachte: Die integrierte Potenzreihe

= a
C+ E k;1(,7,—zo)k+1
k=0

besitzt den gleichen Konvergenzradius wie die Potenzreihe

oo
Z ax(z —zo)*.
k=0

e Anwendung: Die Integration der Potenzreihe

1 (o @]
— = Z(—])kzk fir |z| < T.
14z =

liefert eine Potenzreihenentwicklung der Logarithmusfunktion

log(1+x) = Z (
k=0

—1k
k—l—)1 x K+ fir —1<x<1.
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Potenzreihenentwicklung von arctan.
e Weitere Anwendung: Integration der Potenzreihe

d 1 - k. 2k N
&arctan(x):]_i_ixz:‘;)(—ﬂ X fur — T <x<1

liefert Potenzreihenentwicklung

arctan 2k+ 1

Zk fur — 1T <x < 1.

Bemerkungen:
e Eine Potenzreihe ist innerhalb ihres Konvergenzkreises K. (zg) stetig.
e Reelle Potenzreihen sind C°°-Funktionen auf (xg — 1,X0 + T).

e Eine reelle Potenzreihe stimmt mit einer Taylor-Reihe lberein:

> flk)
f(x) :Z%O)(x—xo)k fur [x —xo| <1
k=0 '
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Identitatssatz und Abelscher Grenzwertsatz.

e Tdentitatssatz fuUr Potenzreihen: Sind

Zakx xo un Zbkx xo

reelle Potenzreihen, die in einem Intervall (xg — €, Xo + €) die gleiche Funktion

darstellen, so gilt
ax = by fur alle k > 0.

e Nbelscher Grenzwertsatz: Reelle Potenzreihen der Form

oo
= Z ak(x —xo)*
k=0

sind Uberall dort stetig, wo sie konvergieren, insbesondere in den Randpunkten ihres

Konvergenzintervalls.
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Beispiel.
Die Reihe
lwﬂ+m%:§it4txm” fur — 1 <x<1
oo T

konvergiert auch fiir x = +1. Somit ist nach dem Abelschen Grenzwertsatz insbesondere
die Gleichung
— (=1
og(1+1) =) 11
o141 =2 15
k=0
gultig. Daraus folgt die Darstellung

log(2) = Z )
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Rechenregeln fir Potenzreihen.

Satz: Seien
f(z) = Z az® und g(z) = Z by z®
k=0 k=0

Potenzreihen mit den Konvergenzradien 1 > 0 und r2 > 0. Dann gilt:

(@) N
f(z) +g(z) = ) (ar+bi)z",  firlzl < min(ry,72);
k=0
(b)

o
A-f(z) = Z Aaz®, fur |z| < r7und mitA € C;
k=0
(c) Cauchy-Produkt fur Potenzreihen
oo
=0

k
f(z)-g(z) = Z (Z agbkg> A fir |z| < min(rq,712). O
k=0 \£=0
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Weitere Rechenregeln fur Potenzreihen.
Satz: Seien f(z) = Y |~ , axz®und g(z) = Y -, bz Potenzreihen. Dann:

(d) Ist f(0) = 0, so 1aRt sich die Potenzreihe f(z) in die Potenzreihe g(z) einsetzen,
d.h. es gibt ein T3 > 0 und eindeutige Koeffizienten ¢, € C mit

(gof)(z) = g(f(z)) = ) ez,  furlzl <73

(e) Ist f(0) #£ 0, so besitzt die Funktion 1/f(z) eine Potenzreihenentwicklung, d.h. es gibt
ein T4 > 0 und eindeutige Koeffizienten d, € C mit

1
Z de , fur |z| < 14;

f
die sich nach dem Cauchy-Produkt in (c) wie folgt rekursiv berechnen.
k—1
apdo =T, aodk:—Zdzak_e, firk=1,2,.... O
=0
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Beispiele zu den Rechenregeln fiir Potenzreihen.
Beispiel 1. Wir definieren den cosinus hyperbolicus furx € R mit

cosh(x) = ! (e* + e*")

2

und ersetzen e* durch die Potenzreihe exp(x) = Zk:O w7 - Dann gilt

cosh(x) = % <Z %Xk + Z 1!(—x)k)

Analog erhalt fir x € R den sinus hyperbolicus mit

o0

. _] X —x\ __ ] 2k+1 ..
smh(x)—z(e e ) = ];)(Zk+1)x ,  furallex € R.
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Beispiele zu den Rechenregeln fiir Potenzreihen.

Beispiel 2. Fur

erhalten wir

cos(x) = (—1)k =
- (a5

k=0

x?  x*

- (1—2—!+4—!:F...>-(1—|-x—|—xz—|—...)

1 ) 1 3
= 1+x+<1—2—!>x +(1—2—!>x

1 1 4 )
+<1—?+47>X —+ ... fuar — 1 <x < 1.
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