Kapitel 10: Anwendungen der Integralrechnung

Die Bogenlangenfunktion einer C'-Kurve.

Definition: Seic : [a, b] — R eine C'—Kurve.

e Die Funktion

S(t)i= | el

a
hei3t die Bogenlangenfunktion von c.

e Istcglatt, soist S : [a, b] — [0,L(c)] ein C'-Parameterwechsel.

e Die Umkehrabbildungt = S~ '(s),0 < s < L(c), ist dann ebenfalls ein

C'-Parameterwechsel.

e Die Parametrisierung

&(s)=c(S"(s)) fur0<s<Lc)

von ¢ nennt man die Parametrisierung nach der Bogenlange.
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Eigenschaften der Bogenlangenparametrisierung.

Bemerkung: Fiir die Bogenlangenparametrisierung ¢(s) = c¢(S~'(s)) gilt:

e Die Ableitung von &(s) ist gegeben durch

1
e(STT(s))|

&'(s) =¢(S7'(s))

Daher ist &' (s) ist ein Einheitsvektor, d.h. mit dieser Parametrisierung wird die

Kurve mit konstanter Geschwindigkeit 1 durchlaufen.
Weiterhin ist &’ (s) der Einheitstangentenvektor von c.

e Aus (¢'(s), ¢ (s)) = 1 folgt durch Differentiation

17

(€ (s),&(s))=0

d.h. der Beschleunigungsvektor ¢ (s) beziglich der Bogenlange steht

senkrecht auf dem Geschwindigkeitsvektor &' (s).

126




Kapitel 10: Anwendungen der Integralrechnung

Hauptnormale und Krimmung.

Definition: Sei &(s) = c(S~'(s)) die Bogenlangenparametrisierung der Kurve c.

e Dann bezeichnet man den Vektor

als den Hauptnormalenvektor von C.

e Die Funktion
k(s):=|¢ (s fir0 <s < L(c)

nennt man die Krummung von C.

Beispiel: Mit der Parametrisierung des Einheitskreises nach der Bogenlange:

¢(s) = (cos(s),sin(s)) fur0 <s < 2m
n(s) = & (s)=—(cos(s),sin(s))
K(s) = 1
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Parametrisierungen von Funktionsgraphen.

Betrachte Graph von Yy = y(x) als Kurve im R?, d.h. ¢(x) = (x,y(x))". Dann:

X)) = (L)' ds = 1+ y'(x))?dx

_ (° x))2 _ y” (%)
L) = JovT+ ()7 dx <) = )

Betrachte analog firr y(x) und z(x) die Kurve c(x) = (x,y(x),z(x))T € R3:

d(x) = (L,y(x),zZx)"
ds = \/1 + (y’'(x))% + (z/(x))2dx  (Bogenldngenelement)

b
Le) = | T+ @ ar
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Polarkoordinaten und Kugelkoordinaten.

e Fiir die Polarkoordinatent = 1(t), @ = @(t) im R? gilt:

c(t) = (rcos(g),rsin(@))" fira<t<

b
Lic) = J’ V2 +1r2p2dt.

b

e Fiir die Kugelkoordinatent = r(t), @ = @(t),p = P(t) im R3 gilt:

c(t) = (rcos(¢)cos(ip), Tsin(¢)cos(ih), rsin(1h))’
b
Lc) = J \/Tz—l—rz('pzcosz(ll))—l—rzll)zdt.
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Beispiel: Kardioide in Polarkoordinaten.

Betrachte die Kardioide (Herzlinie) in Polarkoordinaten:

r=a(1+ cos()) fira > 0,0 < ¢ < 2m.

Fir den Umfang (d.h. Bogenlange) der Kardioide gilt:

27

27
L(c) = Jo \/a2 sin? (@) 4+ a?(1 +cos(@))2 de = ZaJO
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Kapitel 10: Anwendungen der Integralrechnung

Die von einer Kurve umschlossene Flache.

Satz: Fiir die von einer C'-Kurve c(t) = (x(t),y(t))T € R? uberstrichene Flache gilt:

Beweisskizze: Summiere fiir eine Zerlegung Z € Z[a, b] uiber die Flachen

1 1 )
Fil = EHC(ti) X c(tiv1)] = E(Xiyiﬂ —Xi+1Yyi)  fur0 <i<m-—1.

m—1 m—1
1 1 XiVi+1 — Xi+1Yi
F(Z) = = iYi+1 —Xi+1Yi) = 5 Aty
~F(Z) Zé(xyﬂ Xl =3 2 T
m—1
1 Yit1 —Yi  Xip1 —Xi
= 3 i - i] Aty
2 ; (X T -
1 b
= 5| KOYO—xty®) d. =
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Beispiel: Die Archimedische Spirale.
Die Archimedische Spirale istin Polarkoordinaten gegeben durch
x=a@ cos(p), y=ae sin(@), fira >0, p eR

Berechnung des Umfangs (Bogenlange) und der Flache der innersten Schleife:

/2
L(c) = J vaz+a2e2de

—7/2

/2
- % [(p\/]+(pz+log ((p+\/1+(p2)] ~ 4.158a
—7t/2
und mit
xy —xy =17¢
gilt

1 /2 az 7w/2
F= J r?de = — J ©? do ~ 1.292a°.
—7t/2
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10.3 Kurvenintegrale

Definition: Sei f : D — R, D C R™, eine stetige Funktion und ¢ : [a, b] — D eine
stiickweise C'-Kurve. Dann wird das Kurvenintegral (Linienintegral)von

f(x) langs ¢ definiert durch

b
J f(x) ds ::J fle(t) [le(t)] dt.

Notation: Fur eine geschlossene Kurve ¢ schreibt man auch

jgc f(s) ds.

133

Kapitel 10: Anwendungen der Integralrechnung

Parametrisierungsinvarianz von Kurvenintegralen.
Satz: Das Kurvenintegral ist unabhangig von der Parametrisierung der Kurve.

Beweis: Fiir einen Parameterwechsel h : [, 3] — [a, b] einer Kurve c gilt

B
J f(x)ds = f(c(h(T))) Hdic(h(’t))H dt
coh Jx T
B
- f(c(h(T))) [le(h(T))]| h/(T) dT
b
= | flc(t)) [le(t)] at
= " f(x) ds
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Beispiel. Betrachte einen krummlinigen mit Masse belegten Draht, beschrieben durch

eine C'-Kurve ¢ und mit der (inhomogenen) Massendichte p.

e Fir die Gesamtmasse des Drahtes bekommt man

b
J p(x) ds:= J p(c(t)) [le(t)]] dt.

a
e Der Schwerpunkt des Drahtes liegt bei

- Jeex)xds
xs = J.p(x)ds

e Das Tragheitsmoment des Drahtes ist gegeben durch
0= J p(x)r%(x) ds
C

wobei T(x) der Abstand von der Drehachse ist.

135




