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Definition 3.17:(periodische Funktion)
Eine Funktion f : R→ R, welche

f (x + T ) = f (x)

für alle x ∈ R erfüllt, heißt periodisch mit Periode T > 0. Das kleinste
solche T , heißt die Minimalperiode oder auch primitive Periode von f .

Bemerkung
Ist f T –periodisch und integrierbar (über endlichen Intervallen), so gilt∫ T

0
f (t) dt =

∫ a+T

a
f (t) dt

für beliebige a ∈ R.
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Abbildung 3.20: L-periodische Funktion mit Periodizitätsintervallen
[x0 + kT , x0 + (k + 1)T ), x0 ∈ R
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Ziel
Entwicklung einer periodischen Funktion f in eine Fourier-Reihe

f (t) =
a0

2
+
∞∑

k=1

[ak cos(kωt) + bk sin(kωt)]

Grundschwingungen: cos(ωt), sin(ωt)

Oberschwingungen: cos(kωt), sin(kωt), k = 2,3, . . .
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Bemerkungen
Eine Reihe der Form

f (t) =
a0

2
+
∞∑

k=1

[ak cos(kωt) + bk sin(kωt)] mit ak ,bk ∈ R (oder C)

heisst Fourier-Reihe. Dabei sei

ω =
2π
T

> 0.

Die zugehörigen Partialsummen

fn(t) =
a0

2
+

n∑
k=1

[ak cos(kωt) + bk sin(kωt)] mit ak ,bk ∈ R (oder C)

der Fourier-Reihe f (t) heißen trigonometrische Polynome vom
Grad n.

Analysis I June 21, 2018 160 / 173
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Komplexe Schreibweise der Fourier-Reihe
Es gilt

cos(x) =
1
2

(
eix + e−ix

)
und sin(x) =

1
2i

(
eix − e−ix

)
Damit gilt für die trigonometrischen Polynome

fn(t) =
a0

2
+

n∑
k=1

[ak cos(kωt) + bk sin(kωt)]

=
a0

2
+

n∑
k=1

[
ak

2

(
eikωt + e−ikωt

)
+

bk

2i

(
eikωt − e−ikωt

)]

=
a0

2
+

n∑
k=1

[
ak − ibk

2
eikωt +

ak + ibk

2
e−ikωt

]
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Komplexe Schreibweise der Fourier-Reihe
Somit kann man die trigonometrischen Polynome schreiben als

fn(t) =
n∑

k=−n

γkeikωt für t ∈ R

mit den Koeffizienten

γ0 = 1
2a0, γk = 1

2(ak − ibk ), γ−k = 1
2(ak + ibk ),

womit gilt a0 = 2γ0, ak = γk + γ−k , bk = i(γk − γ−k ).

Für die Darstellung der Fourier-Reihe bekommt man somit

f (t) = lim
n→∞

n∑
k=−n

γkeikωt =
∞∑

k=−∞
γkeikωt =

∑
k∈Z

γkeikωt für t ∈ R.
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Wichtigste Fragen
Wie komme ich an die Koeffizienten ran?
(Wann) konvergiert die Fourier-Reihe (punktweise oder
gleichmäßig)?
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Satz
Die Funktionen eikωt , k ∈ Z, ω = 2π/T , bilden ein Orthonormalsystem
bezüglich des Skalarprodukts

〈u, v〉 :=
1
T

∫ T

0
u(t)v(t) dt .

Beweis
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Satz
Konvergiert die Fourier-Reihe

lim
n→∞

fn(t) = lim
n→∞

n∑
k=−n

γkeikωt

auf [0,T ] gleichmäßig gegen eine Funktion f , so ist f stetig und es gilt:

γk =
1
T

∫ T

0
f (t)e−ikωt dt für k ∈ Z.

Beweis
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Fourier-Koeffizienten in R

∫ T

0
cos(kωt) cos(`ωt) dt =


0 : k 6= `
T/2 : k = ` 6= 0
T : k = ` = 0∫ T

0
sin(kωt) sin(`ωt) dt =

{
0 : k 6= `
T/2 : k = ` 6= 0∫ T

0
sin(kωt) cos(`ωt) dt = 0

ak =
2
T

∫ T

0
f (t) cos(kωt) dt für k ≥ 0

bk =
2
T

∫ T

0
f (t) sin(kωt) dt für k > 0
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Fourier-Koeffizienten in R

∫ T

0
cos(kωt) cos(`ωt) dt =


0 : k 6= `
T/2 : k = ` 6= 0
T : k = ` = 0∫ T

0
sin(kωt) sin(`ωt) dt =

{
0 : k 6= `
T/2 : k = ` 6= 0∫ T

0
sin(kωt) cos(`ωt) dt = 0

ak =
2
T

∫ T

0
f (t) cos(kωt) dt für k ≥ 0

bk =
2
T

∫ T

0
f (t) sin(kωt) dt für k > 0
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Definition
Für eine integrierbare Funktion f : [0,T ]→ C werden die
Fourier-Koeffizienten von f (t) definiert durch

γk :=
1
T

∫ T

0
f (t)e−ikωt dt für k ∈ Z

Dabei ist ω = 2π/T die Kreisfrequenz.
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Bemerkung
Mit den (komplexen) Fourier-Koeffizienten γk bekommt man die
(reellen) Fourier-Koeffizienten

ak :=
2
T

∫ T

0
f (t) cos(kωt) dt für k ≥ 0

bk :=
2
T

∫ T

0
f (t) sin(kωt) dt für k > 0

Definition
Die mit den Fourier-Koeffizienten gebildete Reihe

Ff (t) =
∞∑

k=−∞
γkeikωt =

a0

2
+
∞∑

k=1

[ak cos(kωt) + bk sin(kωt)]

heißt die Fourier-Reihe von f (t).
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Beispiel
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Beispiel
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