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FOURIER-Reihen Buch Kap. 3.9

Definition 3.17:(periodische Funktion)
Eine Funktion f : R — R, welche

f(x + T) = f(x)

fur alle x € R erfullt, heit periodisch mit Periode T > 0. Das kleinste
solche T, heiBt die Minimalperiode oder auch primitive Periode von f.

v

Bemerkung
Ist f T—periodisch und integrierbar (Uber endlichen Intervallen), so gilt

/on(t) dt = /:+Tf(t) dt

fir beliebige a € R.
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Buch Kap. 3.9
f(x)
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Abbildung 3.20: L-periodische Funktion mit Periodizitatsintervallen
[Xo + kT, X0+ (k+1)T), xo € R

Analysis | June 21, 2018 158/173
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Buch Kap. 3.9
Ziel
Entwicklung einer periodischen Funktion f in eine Fourier-Reihe

f(t) = % + 3 lak cos(kwt) + by sin(kwt)]
k=1

Grundschwingungen: cos(wt), sin(wt)

Oberschwingungen: cos(kwt), sin(kwt), k = 2,3, ...
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Bemerkungen

@ Eine Reihe der Form

f(t) = %+Z [ax cos(kwt) + besin(kwt)]  mit ax, bx € R (oder
k=1

heisst Fourier-Reihe. Dabei sei

w:277r>0.

@ Die zugehdrigen Partialsummen

n
£.(t) = %Jrz [ak cos(kwt) + bysin(kwt)] it ax, by € R (oder
k=1

der Fourier-Reihe f(t) hei3en trigonometrische Polynome vom
Grad n.
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Komplexe Schreibweise der Fourier-Reihe
@ Es gilt

1 eX + e und  sin(x) = l X — e
2i

cos(Xx) = 5

@ Damit gilt fir die trigonometrischen Polynome

fn(t) = % = i [ak cos(kwt) + by sin(kwt)]
=7

n
ap ak ( ikwt —ikwt) by ( ikwt —ikwt)
— — (e e — (€ — e
+> [ > + o

n o g

Qo Z [ak — bk _jkwt , 8k + ibk —ikwt]

— -+ = _"¢
k=1 2 2

2
[ 40T o’
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Komplexe Schreibweise der Fourier-Reihe
@ Somit kann man die trigonometrischen Polynome schreiben als

n
= Y we"™t  firteR
k=—n
mit den Koeffizienten

Y0 = %ao, Y = 3(ak — ibk), vk = 5(ak + ibx),

womit gilt ay =270, @k =k + 7k bk = i(% — 7-k)-
@ Fir die Darstellung der Fourier-Reihe bekommt man somit

— Ilm elkwt
i 3
k=—n

far t € R.

v
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Wichtigste Fragen
@ Wie komme ich an die Koeffizienten ran?

@ (Wann) konvergiert die Fourier-Reihe (punktweise oder
gleichmanig)?
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Orthonormalitat der Basisfunktionen

Buch Kap. 3.9
Satz {
Die Funktionen e*“! k € 7, w = 2x/T, bilden ein Orthonormalsystem
beziiglich des Skalarprodukts o } .
T o T
(U, v) == Hv(t) dt.
T
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Berechnung der Fourier-Koeffizienten Buch Kap. 3.9

Satz
Konvergiert die Fourier-Reihe &
-Cu- = g Y Y

n [ 2.
. : Kwt J
||m fn(t) = n||_)n;o Z ,.ykel w u&': e_kul—

n—oo
k=—n

auf [0, T] gleichmaBig gegen eine Funktion f, so ist f stetig und es gilt:

1 /T ,
Yk = 7/ f(t)e "kt dt fir k € Z.
0

Beweis - E
- € = C% Qv U = : S =
€ g (L‘,‘l u“» J‘-v\“ﬂ LI > ‘iz-m\’t s.)'l'&:-? h‘(
T A ¢ ok %;
A{SO EK * <c|. q""u‘t) - < C'-ulﬁ.-) = :'.: Scttl':l 0“" s
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Berechnung der Fourier-Koeffizienten

Fourier-Koeffizienten in R

-
/ cos(kwt) cos({wt) dt
0
-
/ sin(Kkwt) sin(fwt) dt
0
.
/ sin(kwt) cos(wt) dit
0

ak

by

e ILSEESTRN)

i
"

k0
k=040
k=0=0

k¢
k=£+£0

) cos(kwt) dt

t)sin(kwt) dt

Buch Kap.

firk >0

fark >0

3.9
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Fourier-Koeffizienten in R

-
/ cos(kwt) cos({wt) dt
0
-
/ sin(Kkwt) sin(fwt) dt
0
.
/ sin(kwt) cos(wt) dit
0

ak

by

e ILSEESTRN)

i
"

k0
k=040
k=0=0

k¢
k=£+£0

) cos(kwt) dt

t)sin(kwt) dt
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firk >0

fark >0

3.9
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Berechnung der Fourier-Koeffizienten

Buch Kap. 3.9
Definition

Fur eine integrierbare Funktion f : [0, T] — C werden die
Fourier-Koeffizienten von f(t) definiert durch

T .
e ;:l/ (e tdt  firk ez
T Jo

Dabei ist w = 27/ T die Kreisfrequenz.

. ¥

% 7 = § 0w contwry ot
o
+ T

Lo = = g('n\ St (wwt) o F

-4
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Bemerkung
Mit den (komplexen) Fourier-Koeffizienten v, bekommt man die

(reellen) Fourier-Koeffizienten

ax = / ) cos(kwt) dt firk >0

be = ?/ f(t)sin(kwt)dt  firk >0
0

Definition
Die mit den Fourier-Koeffizienten gebildete Reihe

o0 o0
t) = Z ket = % 4= Z[ak cos(kwt) + by sin(kwt)]
k=1

k=—o0

hei3t die Fourier-Reihe von f(t).
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Beispiel ces (ry) =(Cafc
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Berechnung der Fourier-Koeffizienten

Beispiel

G T O
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Buch Kap. 3.9
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Beispiel
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