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Interpolation Buch Kap. 2.17

Problemstellung

Gegeben: Diskrete Werte einer Funktion f : R — R an n+ 1
Stltzstellen

Eingabedaten: (Xo, fo), (X1, f1) (Xn, fn)
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Gegebene Daten (x;, ;).
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Interpolation Buch Kap. 2.17

Problemstellung
Gesucht: Simple Funktion p: R — R, die die Daten interpoliert, d.h.

p(x;) = f; faralle i=0,1,...,n,

z.B.: p Polynom, trigonometrisches Polynom, rationale Funktion.

Fragen
@ Gibt es so ein p? Falls ja, ist p eindeutig?
@ Wie sieht die Lésung p aus und wie berechnet man p?

o
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Interpolation Buch Kap. 2.17
Klassische Polynom-Interpolation
Bestimme ein Polynom (héchstens) n-ten Grades

Pn(X) = ay + a1 x + axx® + ... + apx",

das die gegebenen Daten interpoliert, so dass pn(xj) = f;, 0 <i < n.

v

Erster Losungsansatz:
Die Interpolationsbedingungen ergeben lineares System

N s Ayt aiXo+axg ... +apxy = h ({- o e i _‘%-\_
Flxay = o+ a1X1 + a2x12 T o000 AR anX1n = fi PRURE I, RN
W.mm;

@) ao—i—a1xn—|—82X,2,—i-...-l-«ﬁ‘nxrry7 = 1
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Interpolation

Klassische Polynom-Interpolation (Beispiel)
(5o, C,) = (0. 4) | (%, 0)=(2,9) (e £V =(3,40)
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Interpolation Buch Kap. 2.17
Klassische Polynom-Interpolation (Beispiel)
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Interpolation Buch Kap. 2.17
Klassische Polynom-Interpolation

Die Koeffizientenmatrix des linearen Systems

1 X0 Xg 500 Xé7 ap fo
1T x x2 ... X ay fi
. . . . . = )
1 X x2 ... XJ an fa

kurz V - a = f, hei3t Vandermonde-Matrix.

Satz
Fur die Determinante der Vandermonde-Matrix V = V(xo,. .., Xn) gilt

det(V) =[] (x—x).

0<i<j<n

v
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Existenz und Eindeutigkeit der Polynom-Idgdiprigtinn

Folgerung

Falls Stltzstellen xo, .. ., X, paarweise verschieden, so ist V eine
invertierbare Matrix. )

Satz
Zu paarweise verschiedenen Stiitzstellen

X ={X0,X1,...,Xn} CR

und Funktionswerten
fo.fi....,[heR

gibt es genau ein interpolierendes Polynom p, vom Hoéchstgrad n mit

pn(Xx;) = f; fralle0 <i<n.
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Interpolation Buch Kap. 2.17

Klassische Polynom-Interpolation (Beispiel)
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Interpolation

Lagrange-Darstellung
Definiere Lagrange-Polynome

Li(x) = (X=X0) - .. (X = X1) - (X = Xj31) ... - (X — Xn)
T =) o (= X1) - (= ) - (= x0)
n
- X% fro<j<n
io Xi — Xi
i

Dann ist L; ein Polynom vom Grad n, und es gilt

1 furi=j " -
L/(x,)_{0 filr i  j faro0 <i,j<n.
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Interpolation Buch Kap. 2.17

Lésung mit der Lagrange-Darstellung
Die Interpolationsaufgabe

pn(Xxi) = f; firalle0 <i<n

wird geldst durch das (eindeutige) Polynom

o) <(oLolo) + .+ o= Y AL ().
i=0

Die obige Darstellung von p, heif3t Lagrange-Darstellung.
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Interpolation

Lagrange-Darstellung (Beispiel)
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Interpolation Buch Kap. 2.17

Lagrange-Darstellung (Beispiel)
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Interpolation Buch Kap. 2.17

Lagrange-Darstellung (Beispiel)
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