Integration rationaler Funktionen Buch Kap. 2.13
Ziel: Integration rationaler Funktionen

R(x) = P obei p(x) = Zn: akx®,  q(x) = i by x*.
q(X) k=0 k=0

Methode: Partialbruch-Zerlegung von rationaler Funktion R(x).

Ansatz
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Integration rationaler Funktionen Buch Kap. 2.13
Erlauterungen

@ Ohne Einschrankung: p(x) und g(x) haben keine gemeinsamen
Nullstellen.

@ Das Polynom py(x) tritt nur auf, falls

deg(p) > deg(q).

@ In diesem Fall berechnet man py(x) mit Polynomdivision, und es
gilt

2RO -p0) = R =) a0+ pal),
mit deg(pz) < deg(q).
@ Das Nennerpolynom q(x) besitze

die reellen Nullstellen x; mit Vielfachheit k;;
die komplexen Nullstellen z; = &; + ib; mit Vielfachheit k;

und damit komplex konjugierte Nullstellen z; = a; — ib;.
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Integration rationaler Funktionen Buch Kap. 2.13
Ansatz der Partialbruch-Zerlegung

Qjo jk;
R(x) = J I .
) +Z ol +(x—xj)k/]
n
aX 40 '7'k-X+5'k»
THD S e I . Lo
j=ni+1 ((x—aj)2+bj?) ((x—aj)z-i-bf)

Unbekannte Parameter, die bestimmt werden muissen:

Qg j:1,...,n1,£:1,...,kj;
Yo,  J=mA1, 0, m 0=1,..k;
O,  J=mA1,m =1, k.

Diese Parameter werden durch Koeffizientenvergleich berechnet,

die rechte Seite wird dabei auf den Haugtnenner gebracht.
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Integration rationaler Funktionen

Beispiel
1—x
R(Xx) = ————
(*) x2(x2 4+ 1)
Ansatz: X Geta 1)
/ e Cxbia) 5
1" ap  NX A0
Rx) = —+—=+-"—"—"F——
0 = T+Et e O
= 1-x = x(®+1)as+ (2+1)02+X2(V1X+51)
!
axy4 N-x = Suf,\.l.—;cvn fx(a.gz., X +25 we " Six *
Ausmultiplizieren: 1 —X = (a1 + 71 )x + (a2 + 61) + a1 X + as

Koeffizientenvergleich: a1 +v1 =0, ap +61 =0, a1y = -1, ar =1

—1
_+F+X2+1® Buz A

Partialbruchzerlegung: R(x) = — L

Buch Kap. 2.13
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Integration rationaler Funktionen Buch Kap. 2.13

Beispiel
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Integration rationaler Funktionen Buch Kap. 2.13

Beispiel
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Integration rationaler Funktionen
Buch Kap. 2.13

Vier Grundtypen der Integration rationaler Funktionen.
I: Polynome:

S S
c
/Z cxfax =) ﬁxk“ +C
k=0 k=0
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Integration rationaler Funktionen
Buch Kap. 2.13

Vier Grundtypen der Integration rationaler Funktionen.
I: Polynome:

S S
c
/Z cxfax =) ﬁxk“ +C
k=0 k=0

Il: Inverse Potenzen:

log(|x — Xol) + C firi =1 u=r-x,
ax

_ V4 .
(X — xo) 1_K-(X_XO)Z_HFC fr¢=2,3,...
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Integration rationaler Funktionen

Buch Kap. 2.13

Beispiel
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Integration rationaler Funktionen
Buch Kap. 2.13

Vier Grundtypen der Integration rationaler Funktionen.
li:

1
= ——v f
o /(x2+1)5dx rfeN

o FUr ¢ =1 qilt

]
h = /m dx = arctan(x) + C

e FUr ¢ > 1 kann man /, wie folgt rekursiv berechnen.

1 X .
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— A
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‘. (A+x*) 2(1-2) [ ‘_;” 4 J
- oarchkom Cx )
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Integration rationaler Funktionen Buch Kap. 2.13

Herleitung der Rekursion.

e Substitution: Setze u = x2 + 1 in

/xgg)?U /Q uf1

- 1—z (x2+1)‘f 7O

Analysis |
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Integration rationaler Funktionen Buch Kap. 2.13
Herleitung der Rekursion.

o Substitution: Setze u = x?+ 1 in g e
(x2en )
2x du 1 1
/ ) ol My py M7= I
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Integration rationaler Funktionen
Herleitung der Rekursion.

e Substitution: Setze u = x2 + 1 in

/(z—de: dU:L

x2 1) w14

Buch Kap. 2.13

e Partielle Integration:

1 X2 +1
o = [ | Gy

/X 2—X£dx+/£

2 (x2+1)
= X - dp1 + 1,
T 21— 0@+t 21 —p TTH
Somit:
he = @20 - X fiir ¢ =2,3
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Integration rationaler Funktionen Buch Kap. 2.13

Grundtypen der Integration rationaler Funktionen.

IV: (—(orie)) (x—co —iL3)
FS
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Integration rationaler Funktionen Buch Kap. 2.13

Grundtypen der Integration rationaler Funktionen.

1V:
/ cx +d dx
((x — a)2 + b2)

/(X a) —l—b2)

ax
((x — a)2 + )"

x+(d+ca)/

e Erstes Integral:

2
/m /O mit u = (x — a)® + b2
Iog

2+ b%) +C fur ¢ =1
= 1 1
10 ((x—a)2+p2)"!
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Integration rationaler Funktionen Buch Kap. 2.13

Grundtypen der Integration rationaler Funktionen.

1V:
/ cx +d dx
((x - a)2 + b?)

_c 2(x — a) ax
2 / ((x — a)2 + b?)" o+ (d+ Ca)/ ((x — a)? + bR)

e Zweites Integral: Z-4 [4 — J&
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Integration rationaler Funktionen Buch Kap. 2.13

Beispiel
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Integration rationaler Funktionen

Buch Kap. 2.13

Beispiel
Betrachten erneut die rationale Funktion
1—x
R = —
) x2(x2+1)

11 X1

x  x2 ' x241

Somit bekommt man

ax

[reoo =[5+ aralwi]

= —log(|x])— = —l— 5 Iog(X + 1) —arctan(x) + C

X2+ 1
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Integration rationaler Funktionen

Beispiel
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Buch Kap. 2.13
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Integration rationaler Funktionen

Substitution bei verwandten Integralen.
Sei R(x) eine rationale Funktion.
Dann lassen sich die folgenden Integrale durch Substitution

vereinfachen.
/ R(e") dx = / A

@ Mit t = tan(x/2) bekommt man

Buch Kap. 2.13

@ Setze t = €eXin

1-1

= 1-|-—t2 und sin(X) = el

il <5 8

cos(x)

und somit durch Substitution in

1—2 2t 2
R [ =[R
/ (cos x, sin x) dx / <1+t2’1+t2)1+t2 dt
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Beispiel
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