
Integration rationaler Funktionen Buch Kap. 2.13

Ziel: Integration rationaler Funktionen

R(x) =
p(x)

q(x)
wobei p(x) =

n∑
k=0

akxk , q(x) =
m∑

k=0

bkxk .

Methode: Partialbruch-Zerlegung von rationaler Funktion R(x).

Ansatz

R(x) = p1(x) +

n1∑
j=1

[
αj1

(x − xj)
+

αj2

(x − xj)2 + . . .+
αjkj

(x − xj)
kj

]

+

n2∑
j=n1+1

 γj1x + δj1(
(x − aj)2 + b2

j

)1 + . . .+
γjkj x + δjkj(

(x − aj)2 + b2
j

)kj
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Erläuterungen
Ohne Einschränkung: p(x) und q(x) haben keine gemeinsamen
Nullstellen.
Das Polynom p1(x) tritt nur auf, falls

deg(p) ≥ deg(q).

In diesem Fall berechnet man p1(x) mit Polynomdivision, und es
gilt

p2(x)

q(x)
= R(x)− p1(x) ⇐⇒ p(x) = p1(x) · q(x) + p2(x),

mit deg(p2) < deg(q).
Das Nennerpolynom q(x) besitze

I die reellen Nullstellen xj mit Vielfachheit kj ;
I die komplexen Nullstellen zj = aj + ibj mit Vielfachheit kj

und damit komplex konjugierte Nullstellen z̄j = aj − ibj .
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Ansatz der Partialbruch-Zerlegung

R(x) = p1(x) +

n1∑
j=1

[
αj1

(x − xj)
+

αj2

(x − xj)2 + . . .+
αjkj

(x − xj)
kj

]

+

n2∑
j=n1+1

 γj1x + δj1(
(x − aj)2 + b2

j

)1 + . . .+
γjkj x + δjkj(

(x − aj)2 + b2
j

)kj


Unbekannte Parameter, die bestimmt werden müssen:

αj`, j = 1, . . . ,n1, ` = 1, . . . , kj ;

γj`, j = n1 + 1, . . . ,n2, ` = 1, . . . , kj ;

δj`, j = n1 + 1, . . . ,n2, ` = 1, . . . , kj .

Diese Parameter werden durch Koeffizientenvergleich berechnet,
die rechte Seite wird dabei auf den Hauptnenner gebracht.
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Beispiel

R(x) =
1− x

x2(x2 + 1)

Ansatz:

R(x) =
α1

x
+
α2

x2 +
γ1x + δ1

x2 + 1
⇒ 1− x = x(x2 + 1)α1 + (x2 + 1)α2 + x2(γ1x + δ1)

Ausmultiplizieren: 1− x = (α1 + γ1)x3 + (α2 + δ1)x2 + α1x + α2

Koeffizientenvergleich: α1 + γ1 = 0, α2 + δ1 = 0, α1 = −1, α2 = 1

Partialbruchzerlegung: R(x) = −1
x

+
1
x2 +

x − 1
x2 + 1

.
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Beispiel
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Vier Grundtypen der Integration rationaler Funktionen.
I: Polynome: ∫ s∑

k=0

ckxk dx =
s∑

k=0

ck

k + 1
xk+1 + C

II: Inverse Potenzen:

∫
dx

(x − x0)`
=


log(|x − x0|) + C für ` = 1

1
1− `

· 1
(x − x0)`−1 + C für ` = 2,3, . . .
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Vier Grundtypen der Integration rationaler Funktionen.
III:

I` :=

∫
1

(x2 + 1)`
dx für ` ∈ N

• Für ` = 1 gilt

I1 =

∫
1

x2 + 1
dx = arctan(x) + C

• Für ` > 1 kann man I` wie folgt rekursiv berechnen.

I` =
1

2(1− `)

[
(3− 2`)I`−1 −

x
(x2 + 1)`−1

]
für ` = 2,3, . . . .
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Herleitung der Rekursion.

• Substitution: Setze u = x2 + 1 in∫
2x

(x2 + 1)`
dx =

∫
du
u`

=
1

1− `
· 1

u`−1 + C

=
1

1− `
· 1

(x2 + 1)`−1 + C

• Partielle Integration:

I`−1 =

∫
1

(x2 + 1)`−1 dx =

∫
x2 + 1

(x2 + 1)`
dx =

∫
x
2
· 2x

(x2 + 1)`
dx + I`

=
x

2(1− `)(x2 + 1)`−1 −
1

2(1− `)
· I`−1 + I`

Somit:

I` =
1

2(1− `)

[
(3− 2`)I`−1 −

x
(x2 + 1)`−1

]
für ` = 2,3, . . . .
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Grundtypen der Integration rationaler Funktionen.
IV: ∫

cx + d

((x − a)2 + b2)
`

dx

=
c
2

∫
2(x − a)

((x − a)2 + b2)
`

dx + (d + ca)

∫
dx

((x − a)2 + b2)
`
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dx

((x − a)2 + b2)
`

• Erstes Integral:

∫
2(x − a)

((x − a)2 + b2)
`

dx =

∫
du
u`

mit u = (x − a)2 + b2.

=


log
(
|(x − a)2 + b2|

)
+ C für ` = 1

1
1− `

· 1

((x − a)2 + b2)
`−1 + C für ` = 2,3, . . . .
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Grundtypen der Integration rationaler Funktionen.
IV: ∫

cx + d

((x − a)2 + b2)
`

dx

=
c
2

∫
2(x − a)

((x − a)2 + b2)
`

dx + (d + ca)

∫
dx

((x − a)2 + b2)
`

• Zweites Integral:

∫
dx

((x − a)2 + b2)
`

=
1

b2`−1

∫
dt

(t2 + 1)`
mit t =

x − a
b

.
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Integration rationaler Funktionen
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Beispiel
Betrachten erneut die rationale Funktion

R(x) =
1− x

x2(x2 + 1)

= −1
x

+
1
x2 +

x − 1
x2 + 1

Somit bekommt man∫
R(x) dx = −

∫
dx
x

+

∫
dx
x2 +

1
2

∫
2x

x2 + 1
−
∫

dx
x2 + 1

= − log(|x |)− 1
x

+
1
2

log(x2 + 1)− arctan(x) + C
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Beispiel
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Substitution bei verwandten Integralen.
Sei R(x) eine rationale Funktion.
Dann lassen sich die folgenden Integrale durch Substitution
vereinfachen.

Setze t = ex in ∫
R(ex ) dx =

∫
R(t)

t
dt

Mit t = tan(x/2) bekommt man

cos(x) =
1− t2

1 + t2 und sin(x) =
2t

1 + t2

und somit durch Substitution in∫
R(cos x , sin x) dx =

∫
R
(

1− t2

1 + t2 ,
2t

1 + t2

)
2

1 + t2 dt
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