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Uneigentliche Integrale
Buch Kap. 2.16

Satz 2.41: (Cauchy Kriterium für uneigentliche Integrale)
Die Funktion f (x) sei über jedem abgeschlossenen Teilintervall
[a,b] ⊂ [a,∞) Riemann integrierbar.
Das Integral ∫ ∞

a
f (x) dx

ist konvergent genau dann, wenn

∀ε > 0 ∃X > a ∀X < x1 < x2 : |
∫ x2

x1

f (x) dx | < ε
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Abbildung 2.63: Zur Konvergenz uneigentlicher Integrale der Form∫∞
a f (x) dx
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Uneigentliche Integrale Buch Kap. 2.16

Abb. 2.64: Zum Integral
∫∞

0 sin x dx ,

Abb. 2.65: Zum Fresnel Integral
∫∞

0 sin(x2) dx
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Uneigentliche Integrale Buch Kap. 2.16

Satz 2.42
Sei f (x) ≥ 0 und monoton fallend.∫ ∞

a
f (x) dx konvergent =⇒ lim

x→∞
f (x) = 0.

Satz 2.43: Majorantenkriterium
f (x) ≥ 0 und g(x) ≥ f (x) auf [a,∞), dann:∫ ∞

a
g(x) dx konvergent =⇒

∫ ∞
a

f (x) dx konvergiert

∫ ∞
a

f (x) dx divergent =⇒
∫ ∞

a
g(x) dx divergiert .
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Uneigentliche Integrale

Buch Kap. 2.16

Satz 2.44∫∞
a |f (x)|dx konvergent =⇒

∫∞
a f (x) dx konvergent.

Satz 2.45
f sei über jedes beschränkte Teilintervall von [a,∞) (a > 0)
integrierbar, c ≥ a und M > 0.

a) f (x) ≤ M
xα∀x≥c mit α > 1 =⇒

∫∞
a f (x) dx konvergent,

b) f (x) ≥ M
xα∀x≥c mit α ≤ 1 =⇒

∫∞
a f (x) dx divergent.
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Integralkriterium für Reihen

Buch Kap. 3.1

Satz 3.12: (Integralkriterium für Reihen)
Ist f auf [m,∞) (m ganzzahlig) positiv und monoton fallend, so haben
die Reihe

∞∑
k=m

f (k)

und das uneigentliche Integral∫ ∞
m

f (x)dx

gleiches Konvergenzverhalten.
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Integration bei Polen am Rand

Buch Kap. 2.16

Erinnerung
Die Funktion f sei auf dem rechts offenen Intervall [a,b) erklärt und auf
jedem Intervall [a, c] , c < b, Riemann integrierbar. Wir setzen

a)
∫ b

a
f (x) dx := lim

c→b−0

∫ c

a
f (x) dx , falls b <∞,

Analoges gilt bei Funktionen auf dem links offenen Intervall (a,b].
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Uneigentliche Integration
Buch Kap. 2.16

Was ist... ∫ a

−∞
f (x)dx ?
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Uneigentliche Integration
Buch Kap. 2.16

Was ist... ∫ ∞
a

f (x)dx ,

wobei f : (a,∞)→ R?
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Uneigentliche Integration
Buch Kap. 2.16

Was ist... ∫ b

a
f (x)dx ,

wobei f : [a,b] \ {c} → R?

Analysis I April 30, 2018 77 / 87


