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Gleichmäßige und punktweise Konvergenz Buch Kap. 3

Definition
Sei (fn)n∈N0 , mit fn : D → C für D ⊂ Cm, eine Funktionenfolge. Dann
konvergiert die Folge (fn)n∈N0

punktweise gegen f : D → C, falls gilt

lim
n→∞

fn(z) = f (z), für alle z ∈ D.

gleichmäßig gegen f : D → C, falls gilt

lim
n→∞

sup
x∈D
|fn(x)− f (x)| = 0.

Definition
Wir schreiben bei einer beschränkten Funktion f : D → R

‖f‖∞ := sup
x∈D
|f (x)|.
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Gleichmäßige und punktweise Konvergenz Buch Kap. 3

Gleichmäßige Konvergenz
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Gleichmäßige und punktweise Konvergenz Buch Kap. 3

Bemerkung
Aus gleichmäßiger Konvergenz folgt punktweise Konvergenz. Die
Umkehrung gilt im Allgemeinen nicht.

Gegenbeispiel
Betrachte die Folge (fn)n∈N stetiger Funktionen mit

fn(x) =

{
1− nx für 0 ≤ x ≤ 1/n,
0 für 1/n < x ≤ 1.
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Gleichmäßige und punktweise Konvergenz Buch Kap. 3

Bemerkung
Aus gleichmäßiger Konvergenz folgt punktweise Konvergenz. Die
Umkehrung gilt im Allgemeinen nicht.

Gegenbeispiel
Die Folge konvergiert punktweise gegen die unstetige Grenzfunktion

f (x) =

{
1 für x = 0,
0 für 0 < x ≤ 1.

Allerdings konvergiert (fn)n nicht gleichmäßig gegen f , denn es gilt

‖fn − f‖ = 1 für alle n ∈ N.
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Gleichmäßige und punktweise Konvergenz Buch Kap. 3

Satz
Falls eine Folge (fn)n stetiger Funktionen fn : D → C, D ⊂ Cm,
gleichmäßig auf D gegen f : D → C konvergiert, so ist f stetig auf D.

Beweis
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Gleichmäßige und punktweise Konvergenz Buch Kap. 3

Satz (Majorantenkriterium von Weierstraß)
Sei (fn)n∈N0 eine Funktionenfolge mit fn : D → C, D ⊂ Cm, und gelte

|fn(z)| ≤ bn für alle z ∈ D und
∞∑

n=0

bn <∞

für eine reelle Folge (bn)n∈N0 . Dann ist die Reihe

f (z) :=
∞∑

n=0

fn(z), für z ∈ D,

gleichmäßig und absolut konvergent auf D.
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Gleichmäßige und punktweise Konvergenz Buch Kap. 3

Folgerung
Sei (fn)n∈N0 eine Folge stetiger Funktionen mit fn : D → C, D ⊂ Cm, so
dass

f (z) :=
∞∑

n=0

fn(z), für z ∈ D,

gleichmässig konvergiert auf D. Dann ist f stetig auf D.
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Gleichmäßige und punktweise Konvergenz Buch Kap. 3

Beispiel
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Vertauschbarkeit Differentiation und SummationBuch Kap. 3

Satz
Sei (fn)n eine Folge differenzierbarer Funktionen fn : (a,b)→ R, so
dass

f (x) :=
∞∑

n=0

fn(x) und g(x) :=
∞∑

n=0

f ′n(x), für x ∈ (a,b),

gleichmäßig konvergent auf (a,b) sind. Dann ist die Funktion f
differenzierbar auf (a,b), und es gilt f ′ = g, d.h.

d
dx

∞∑
n=0

fn(x) =
∞∑

n=0

d
dx

fn(x) für alle x ∈ (a,b).
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Vertauschbarkeit Differentiation und SummationBuch Kap. 3

Beispiel
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Vertauschbarkeit Differentiation und SummationBuch Kap. 3

Beispiel
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Vertauschbarkeit Differentiation und SummationBuch Kap. 3

Beispiel
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Potenzreihen Buch Kap. 3

Definition
Eine Reihe der Form

f (z) =
∞∑

k=0

ak (z − z0)k mit ak , z0, z ∈ C

heißt (komplexe) Potenzreihe zum Entwicklungspunkt z0 ∈ C.

Beispiel
Die (komplexe) Exponentialfunktion ist definiert durch die Potenzreihe

exp(z) =
∞∑

k=0

zk

k !
z ∈ C.

Weiterhin: Elementare Funktionen sind über Potenzreihen definiert:

log(z), cos(z), sin(z), . . .
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Taylor-Reihenentwicklung Buch Kap. 3
Betrachte für f : R→ R, f ∈ C∞, die Taylor-Reihe

T (x) =
∞∑

k=0

f (k)(x0)

k !
(x − x0)k mit x0, x ∈ R.

Bemerkungen
Die Taylor-Reihe einer C∞-Funktion ist im Allgemeinen nicht
konvergent.
Konvergiert die Taylor-Reihe T (x), so nicht notwendigerweise
gegen f (x).
Falls

f (x) =
∞∑

k=0

f (k)(x0)

k !
(x − x0)k

so nennt man die Funktion f reell-analytisch.
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Taylor-Reihenentwicklung Buch Kap. 3

Beispiele
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Beispiele
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Beispiele
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