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Horsaaliibung mit Beispielaufgaben zu Blatt 7

Uneigentliche Integrale

Definition:

Sei f : [a,b]— IR in jedem Teilintervall [a,c] C [a,b] mit ¢ < b beschrankt und stetig
bis auf endlich viele Unstetigkeitsstellen.

a) Singularitit an einer Grenze, z.B. Polstelle in b

/b f(z)dz = lim 7£f(w) dz

e—0+

b) einseitig unbeschrankter Definitionsbereich, ’b = oo’

c

/f(x) dr .= lim [ f(z)dx

c—00
a

Falls der entsprechende Grenzwert existiert, so heifit das uneigentliche Integral kon-
vergent, sonst divergent.

Fiir die untere Integrationsgrenze, d.h. f :]a,b] — IR, werden entsprechende uneigent-
liche Integrale definiert.

Konvergenzkriterien fiir uneigentliche Integrale

Definition:

b b
Das uneigentliche Integral / f(z) dz heifit absolut konvergent, falls / |f(x)| dx

a a
konvergiert.
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b

Satz: Konvergenzkriterien fiir uneigentliche Integrale / f(z)dz

a) Ein absolut konvergentes uneigentliches Integral konvergiert auch im
gewohnlichen Sinn.

b) Majorantenkriterium: Gilt fir alle z: |f(z)| < g(z), dann gilt:

b b
/ g(x)dx konvergent = / f(z)dz absolut konvergent .

a

¢) Minorantenkriterium: Gilt fir alle z: 0 < g(z) < f(x), dann gilt:

b b
/ g(x)dr divergent = / f(x)dx divergent .

Aufgabe 25:

a) Man berechne die uneigentlichen Integrale, falls sie existieren

Q) /ﬁm, (i) Zﬁm.

b) Man untersuche die folgenden uneigentlichen Integrale auf Konvergenz (ohne sie
zu berechnen)

[e) 1

. x?+1 N NG
(i) / po dx , (ii) o dzx .
0 0
Losung:
O [ ’
a 1 o . o . 1/3

————dr = lim ————dr = lim 12(z — 1)

1/ (1‘ — 1)2/3 5%0+1+E (;)3 — 1)2/3 e—0+ lte

= lim 12((9 - DY3 — 3y =924
00 e a
(ii) 2 e = dim [ — 2 dr = lim 8 4+ 1)

(;p + 1)3/4 a—00 (ZL’ —+ 1)3/4 a—00 0

0 0

= lim 8((a+1)"*—1) = 0

a— 00
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Bild 25 b): Funktion f(x) =
1

2

1

/ m5 i 5 dx  ist ein bestimmtes Integral mit endlichem Wert.
T

0

2+ 1 r 241
dr = lim dxr  ist ein uneigentliches Integral.
/:c5+3 Hx,/ x5+ 3 & &

1

2?2+1 22+ 2

Firz >1gilt 0< s < P und man erhalt
2?41 41 12
/x5+3dx = im ) g de s m ] oogde
1 1
11 1
a—o0 x 1 a—ro0 a

Damit konvergiert das Ausgangsintegral absolut nach dem Majorantenkri-
terium.

(ii) Das Integral divergiert nach dem Minorantenkriterium,
denn fir 0<x <1 gilt 272 < xh/2
1 1 1

N 1 1
———dx = lim ————dr > lim ———dx
/ x4+ 3 a—0 LE7/2+$5/2 — 450 1’5/2+$5/2
0 a 1 a
5 1 I 1 1
= lim—-—| =lim—— — - = 0.
a0 3x3/2 u a—0 3g3/2 3
3%
1000,
g8oo0}
600/
400}
200}
0.2 0.4 0.6 0.8 1 =

Bild 25 b)(ii): Funktion f(z) = %
X Xz
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Parameterabhangige Integrale

Die reelwertige Funktion f(z,y) sei in [a,b] X [c, d] stetig beziiglich x und integrierbar
beziiglich y, dann ist das folgende parameterabhangige Integral stetig

d
F(z) = / fla,y)dy, a<z<b
Beispiel:

Als Laplace-Transformierte zur Funktion f(t) bezeichnet man das vom Parameter
s > 0 abhangige Integral

F(s) = / ft)e*tdt.

Satz: (Leibniz-Regel)

Ist die Funktion f(z,y) zusétzlich stetig differenzierbar beziiglich  und sind g(z) und
h(x) stetig differenzierbar, dann gilt

h(z) h(x)
Fa) = | [ fedy | = 5@ @) - feg@g @+ [ 5w dy.
(z) 9(x)

Aufgabe 26:

a) Man berechne die Ableitung des parameterabhéngigen Integrals

2x

F(x) :/ et dy

1

(i) durch Integration nach y und anschliefendes Ableiten nach x,

(ii)) durch Ableiten nach x und anschlieflende Integration nach y.

b) Man berechne fiir f(t) = cos(yt) mit v € IR die Laplace-Transformierte F'(s) fiir
5s>0

Fls) = / Ft)e=" dt
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Losung:

2x

a) (1> F(.Z') — / 63x+y dy — 63:c+y fx — 631—1—21 o 6?):t—l—l — 6550 o e3x+l

1
F'(z) = 5™ — 3¢>*!
2x
(ii) F’($) _ 63;1:-1-29: .9 e3x+l X 0+/ 3€3x+y dy
1

— 265:1: + 3€3m+230 _ 3e3x+1 — 5e5z _ 3€3x+1.

b) Die Berechnung erfolgt iiber partielle Integration:

o —st |@ F. —st
/cos(yt)e“ dt = —cos(ﬂyt)6 —/Vsin(yt)e dt
s s
0 0 9
—st |a e—st a ) e—st
= — t in(vyt — t dt
cos(7t)— 0+vsm(v) 7|, /’Y cos(78)—
0
K. . 1 e—st —st |a
= /Cos(’yt)e dt = m(—cos('yt) . + 7 sin(vt) = O)
0
1 1 S

: —st o _
= alggo cos(yt)e " dt = T s 0
0
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Rotationskorper
Gegeben sei die durch
fila, ] - IR
z — f(z)

definierte Funktion. Bei Rotation des Funktionsgraphen von f um die xz-Achse erhalt
man
a) Volumen eines Rotationskorpers

b

Ve Achse = W/ (f(x))* dz

a

b) Mantelfliche eines Rotationskorpers
b
Myosone =2 [ f@VIT ()P do

Entsprechend erhalt man das Volumen eines Rotationskorpers bei Rotation

von f um die y-Achse

f(b)
— 2
V;J—Achse =T (f l(y)) dy .
f(a)
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Aufgabe 27:
Gegeben sei die Funktion
f00,7/2] — IR mit f(z)=sinz.
a) Man berechne das Volumen des Rotationskorpers, wenn der Funktionsgraph von

f um die x—Achse rotiert.

b) Man berechne das Volumen des Rotationskérpers, wenn der Funktionsgraph von
f um die y—Achse rotiert.

¢) Man berechne die Mantelflache des Rotationskorpers, wenn der Funktionsgraph
von f um die x—Achse rotiert.

d) Man zeichne die Mantelfichen der Rotationskorper aus a) und b) mit Hilfe der
MATLAB-Routine ’ezsurf’.

Losung:

a) Mit partieller Integration und Additionstheorem erhdlt man:

/(sin:c)2 dx:/sin:csinxdx: —sinxcos:zc+/(cosa:)2 dr +C
:—sinwcosx—i—/l—(sinxfd:z:—i—é

= —sinzcosx + x — /(sinx)2 dr +C

1
= /(sinx)de—E(w—sinxcosx)—i-C
Damit erhalt man
b w/2
ViAchse = 7T/ (f(z))? do = 7r/ (sinz)” dx
a 0
s . /2 2
= —(r—sinzcosz)| = —
2 0 4

b) Bei Rotation um die y-Achse ist der Abstand vom Funktionsgraphen zur y-Achse
gegeben durch z = f~!(y) = arcsin .

Mit der Substitution y = sinx und partieller Integration erhalt man

£(b) 1 /2
102 . \2 2
Vy—Achse = T / (f (y)) dy = 7r/ (arcsiny)” dy = m / x°cosx dx
fla) 0 0

w/2 /2
2
x2sinx‘g/2—2/xsina:dq: = %+2$COS$|S/2—2/ cosx dx
0

0

Il
3

2 3
=7 (% - 28inx|g/2) = % — 2
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c)

Unter Verwendung von cosh?t — sinh? ¢ = 1 ergibt sich

/\/1+52 ds STmhi /coshztdt:sinhtcosht—/ sinh?t dt
= sinhtcosht—i—t—/cosh%dt—i—é’ =

1
/\/1+s2ds = 5(5\/1+52+arsinhs)+0

Die Mantelflache berechnet sich dann durch:
/2

b
My_ Achse = 27r/ fl@)/ 1+ (f'(2z))? de = 27r/ sinzVv1 + cos? x dx

0

0
=cosT . 1 .
= —27?/ V1i4+s2ds=m (svl + s2 4+ arsinh s) ‘ =7 <\/§ + arsmhl)
0
1

Fiir den Flachenplot muss der Vektor des Funktionsgraphen
v(x) = (f&tx) ) mit 0 < » < 7/2 und f(z) = sinx zunichst in den IR®

x
eingebettet werden, also auf v(x) = | f(z) | erweitert werden.
0

Anschliefend wird v(x) mit der Drehmatrix D(y) multipliziert, wobei eine ganze
Umdrehung durch 0 < ¢ < 27 erreicht wird.

Fiir die Drehung um die z-Achse erhélt man damit die folgende Parameterdar-
stellung der Mantelflache

1 0 0 T T
Uy Achse(T,0) = | 0 cosp —sing sinz | = | cospsinx
0 singp cosy 0 sin @ sin x
DT@) V()

Der MATLAB Plotbefehl fiir Bild 27 a) lautet damit:

ezsurf (’x’,’cos(p)*sin(x)’,’sin(p)*sin(x)’, [0,2*%pi,0,pi/2])
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X = X, Yy = cos(p) sin(x), z = sin(p) sin(x)
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Bild 27 a) Rotation um die z-Achse
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D) vie)

Der MATLAB Plotbefehl fiir Bild 27 b) lautet:

ezsurf (’x*cos(p)’,’sin(x)’, ’x*sin(p) ’, [0,2%pi,0,pi/2])

X = X cos(p), y = sin(x), z = x sin(p)
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Bild 27 b) Rotation um die y-Achse

9
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Kurven und Bogenlange

Definition:
Eine stetige Funktion

.931(75)

(1)

heifit Kurve bzw. Parameterdarstellung einer Kurve. ¢ heifit der Parameter und
la,b] das Parameterintervall.

c(a) = (z1(a),- -+ ,zn(a))" heiBt Anfangspunkt und

c(b) = (z1(b),--- ,2,(b))" Endpunkt der Kurve.

Der Vektor et 4+ h) — c(t) | | .
= (1(1),...,Z,(1))

heifit Tangentenvektor der Kurve ¢ an der Parameterstelle ¢. Ist jede Koordinaten-
funktion ¢;(t) stetig differenzierbar, so bezeichnet man ¢ als C'-Kurve.

c(t) .= ilzlgcl)

Beispiele fiir Parameterdarstellungen

a) Funktionsgraph einer Funktion

f:la,b) = R, x — f(x)

b) Geradengleichung im IR"
ct)=a+tr, teR

Ortsvektor: a, Richtungsvektor: r
Soll die Gerade durch die beiden Punkte a,b € IR" verlaufen, so kann » = b — a

gewahlt werden.

¢) Polarkoordinaten im IR?

d) Schraubenlinie im IR?
cost
c(t)y=| sint |, tel0,6n],aclR.
t



Analysis II, K. Rothe, SoSe 2019, Hoérsaaliibung 7 (Beispielaufgaben 25-28) 11

ezplot3(’cos(t)’,’sin(t)’,’t’, [0,6*pil)

x= cos(t),y= sin(t),z= t

20

Bild Schraubenlinie ¢

Die Bogenlange einer Kurve ¢ im Intervall [a, t] berechnet man durch

L) = [ llewlide (> 0).
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Aufgabe 28:

Man berechne die Bogenldangen der folgenden Kurven ¢ mit

cost
a) c(t) = ( t?}; ) , tel0,1], b) c(t) = | sint | ,te€[0,87].

t/10

und zeichne die Kurven.

Losung:
2t . 9
) C(t)_(t3/2) N c(t)_(3ﬂ/2) N
/||c Ol dt = / + (3Vt/2)2 dt = / 16 + 9t dt
eelos Losnl™ _ L s _ 1g97y — O
= = | Vrde = =2 = - ((25)%% - (16)%%) = —
183{ 5w, T ) =7
cost —sint
b) C(t) = sint = C(t) = cost
t/10 1/10
101
= [l = \/(—sint)2 +(cos ) + (/107 = = =
8T
'v 0 _ /101 Amy/101
||C N2 dt = dt 0 = —%

08l
06f
QOutf*}=

04]

02f

S RS R
05 1.0 15 20

Bild 28 a) c(t) = (2t,t%/2)T Bild 28 b): c(t) = (cost,sint,t/10)T

12



