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18.4 Das Newton-Verfahren

Ziel: Wir suchen die Nullstellen einer Funktion f : D — R™, D C R™:

f(x) =0

e Wir kennen bereits die Fixpunktiteration
x*t = @ (x*)

mit Startwert x° und lterationsvorschrift ® : R™ — R™,

e Konvergenzaussagen liefert der Banachsche Fixpunktsatz.
Vorteil: Dieses Verfahren ist ableitungsfrei

Nachteile:
e numerisches Verfahren konvergiert zu langsam (nur linear),

e es gibt keine eindeutige lterationsvorschrift.
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Zur Konstruktion des Newton-Verfahrens.

Ausgangspunkt: Gegeben sei eine C'-Funktion f : D — R™, D C R™ offen.

Wir suchen eine Nullstelle von f, d.h. ein x* € D mit

f(x*)=0

Konstruktion des Newton-Verfahrens: Die Taylor-Entwicklung von f(x) um
einen Startwert x° lautet

f(x) = fF(x°) + JF(x°) (x —x°) + of[|x — x°||)
Setzen wir x = x*, so folgt

JE(x°) (x* — x°) ~ —F(x°)

Eine N3herungsldsung fiir x* ist dann x', x' ~ x*, die Lésung des linearen

Gleichungssystems
JF(x)(x' — x%) = —f(x°)
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Das Newton-Verfahren als Algorithmus.

Das Newton-Verfahren kann man somit wie folgt als Algorithmus formulieren.

Algorithmus (Newton-Verfahren):
(1) FORk=0,1,2,...
(2a) Lése JF(x¥) - Axk = —F(x*);
(2b) Setze x**! := x* + Ax¥;

e Man l6st im jedem Newton-Schritt ein lineares Gleichungssystem.
e Dessen Losung Ax* heiBt Newton-Korrektur.

e Das Newton-Verfahren ist skalierungsinvariant. [
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Invarianzen des Newton-Verfahrens.

Satz: Das Newton-Verfahren ist invariant unter linearen Transformationen der

Form
f(x) — g(x) = Af(x) fiir A € R™*™ regular,

d.h. die Iterierten fiir f und g sind in diesem Fall identisch.

Beweis: Bildet man das Newton-Verfahren fiir g(x), so lautet die
Newton-Korrektur

Ax® = —(Jg(x*) 7" g(x")
= —(AJf(x*))" " . Af(x¥)
= —(JF(x) " - F(x¥)

womit die Newton-Korrekturen von f und g iibereinstimmen.

Bei gleichem Startwert x° stimmen somit auch alle Iterierten x* iiberein. |
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Zur lokalen Konvergenz des Newton-Verfahrens.

Satz: Sei f : D — R™ eine C'-Funktion, D C R™ offen und konvex. Sei x* € D
Nullstelle von f, d.h. f(x*) = 0. Weiterhin sei die Jacobi-Matrix Jf(x) regular fiir
x € D, und es gelte eine Lipschitz-Bedingung

1(IF(x)) T (IF(y) — IF(x))|| < L|ly — x| fiir alle x,y € D,

mit einem L > 0. Dann ist das Newton-Verfahren fiir alle Startwerte x° €¢ D mit

2
1x0 — x*|| < =T und Ky (x*) € D
wohldefiniert mit x* € K. (x*), k=0,1,2,..., und die Newton-Iterierten x*

konvergieren quadratisch gegen x*, d.h.

L
2
Weiterhin ist x* die eindeutige Nullstelle von f(x) innerhalb der Kugel K, (x*).

e I i [
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Beweis: Betrachte fiir x,y € D die Funktion
o(t) = (JF(x))"" - f(x+ t(y — x)) fir t € [0, 1].
Dann ist ¢(t) stetig differenzierbar mit

O’ (t) = (IF(x)) 7" - If(x + tly —x)) - (y — x)

und daraus folgt

lo’(t) —@"(0)| = [[(JF(x) " (IF(x + tly — x)) — IF(x))(y — x)]|
< () IF(x + tly — x)) — IF(x)][][(y — x|

< L-t-|ly—x)]*

Hieraus erhalt man weiterhin die folgende Abschatzung.
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1)) (Fly) — F(x) — IE)(y — x| = [lo(1) — @(0) — ¢'(0)
1

< [ (¢'(t) — ¢'(0)) dt
0

.
< | lle'(t) — ¢’ (0)] dt
Jo

]
\ L

< | Let-|ly—x|*dt= EHy—XH2
JO

Den Fehler der Newton-Iteration stellen wir folgendermaBen dar.

Xk—|—1 _ x* xk o (Jf(xk))—1f(xk) X

= —(IF(x)TTF(xF) — F(x") + (x* —x*)

= (Jf(x*))! (f(x*) — f(x") — JF(x*) (x* — xk)) .
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Daraus bekommen wir fiir 0 < ||x* —x*|| < r = £ die Abschitzung

L
X = xIF < 5 - rllx =X = I = X7

L

X x| < 5

Die nichtnegative Folge ||x* — x*|| ist somit streng monoton fallend und daher
konvergent, gegen eine reelle Zahl d mit 0 < d<r=2/Lund d <L/2.d?,
woraus d = 0 folgt. Somit konvergiert die Folge {x*}.

Die Nullstelle x* ist eindeutig. Denn gabe es eine weitere Nullstelle x** € K, (x*)

von f, so folgt ein Widerspruch mit

I = x| = J(IF(x) () — F(x*) — IF(x)) (x* — x™) |
L
< Slx7 - |2 < X —x7.
Somit ist x* einzige Nullstelle von f in K, (x*). |
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Das gedampfte Newton-Verfahren.

e Das Newton-Verfahren konvergiert zwar quadratisch, aber nur lokal.

e Globale Konvergenz kann ggf. durch einen Dampfungsterm erreicht werden:

Algorithmus (Gedampftes Newton-Verfahren):
(1) FORk=0,1,2,...

(2a) Lése JF(x¥) - Axk = —f(x*);

(2b) Setze x**! := x* + A Ax¥;

Frage: Wie wahlt man die Dampfungsfaktoren Ay?

Strategie: Verwende eine Testfunktion T(x) = [|f(x)||, womit gilt

T(x) > 0, ¥YxeD

T(x) = 0 — f(x) = 0.
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Wahl des Dampfungsparameters.
Wihle nun Ay € (0, 1], so dass die Folge T(x*) streng monoton fillt, d.h.

IF(xX* )| < [IF(x*)]] fir k > 0.

e /n der Nahe der gesuchten Losung x* sollte Ay = 1 gewahlt werden,
um (lokale) quadratische Konvergenz zu sichern.

Der folgende Satz garantiert die Existenz eines Dampfungsparameters.

Satz: Sei f eine C'-Funktion auf der offenen und konvexen Menge D C R™. Fiir
x® € D mit f(x*) # 0 gibt es dann ein py > 0, so dass

1F(x™ + AAXS) |5 < [|1F(x*)||3 fiir alle A € (0, 1).
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Beweis: Betrachte die C'-Funktion
@A) = |[f(x* + AAXN)|3

fir A € (—e, €), mit € > 0.

Dann gilt
(0) = [If(x*)| >0

sowie

©'(0) = 2(F(x*)) TIF(x¥)Ax* = —2(F(x*)) TF(x*) < 0.

Somit fallt die Funktion @(A) streng monoton in einem (hinreichend kleinen)

Intervall um Null, (0, 1), wo gilt

@(0) = [F(xM)[|3 > |[F(x* +AAXM)[|Z = @(A) fiir alle A € (0, w).
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Dampfungsstrategie.

Fur die Startiteration: k = 0.

0 ) 2) 1>°'°) min

1F(x)||2 > [If(x* 4+ AoAX¥)]|2

moglichst groB, so dass gilt
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Dampfungsstrategie.

Fiir nachfolgende lterationen: k > 0.
e Setze A\p, = Ay_1.
IF ||[F(x®)|]2 > |If(x* + AAx®)||2 THEN
o xKH1 .= xk 4+ A AxK
o A\ =2\, falls Ay < 1.
ELSE
e Bestimme u = max{A/2,A/4, ..., Amin} Mit

Hf(xk)Hz > ||f(xk —I—?\kAxk)Hz

® }\k = MU
END
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Nichtlineare Ausgleichsprobleme.

Aufgabenstellung: Minimiere Funktion

g(x) = [|F(x) — |3 fir x € R™,

wobei y = (y1,...,Um)' € R™ Messdaten, m > n, und
f(t1;%x1,..0,xXn)
F(x) =
i f(tm;x1,.. ., Xn) |

Werte der Ansatzfunktion
y = f(t;x1,...,X%Xn)
zu (verschiedenen) Messzeiten ty,...,ty, und
X=(X7,...,%Xn)" € R"

gesuchte Parameter der Ansatzfunktion.
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Konstruktion des Gaul3-Newton-Verfahrens.

Startpunkt: Sei x° ~ x* Niherung an Lésung x* des Minimierungsproblems.

Konstruktion: Dann gilt mit Taylor-Entwicklung um x

0

~ ||F(x°) + JF(x®)(x — x°) —y||3

in erster Naherung

Algorithmus (GauB-Newton-Verfahren):
(1) FORk=0,1,2,...

(2a) Lose Minimierungsaufgabe

1JF(x*)Ax* — (y — F(x*))[|5 — min
Axy

durch lineare Ausgleichsrechnung.

(2b) Setze x**1 := x* + Ax¥;
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Beispiel.

Betrachte Ansatzfunktion
y = f(t,x) = x1 +x2 - exp(tx3)
und Messdaten

-5 -3 -1 1 3 5
127 151 379 421 460 426

t

Yi

Fiir Startwert x9 = 300, x3 = -1, x§ =—0.3
liefert Gauss-Newton nach 13 lterationen

x] =523.306 x5 =—156.948 x5 = —0.199665
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