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19.2 Kurvenintegrale

Fiir eine stiickweise C'-Kurve c: [a,b] — D, D C R™, und eine stetige skalare
Funktion f : D — R hatten wir das Kurvenintegral 1. Art definiert durch

b
j f(x) ds == J f(e(t))[e(t)]] dt,

a

wobei || - || die euklidische Norm bezeichnet. Weiterhin heiBt
ds := ||¢(t)|| dt
das Bogenelement der Kurve c(t).

Erweiterung: Kurvenintegrale liber vektorwertige Funktionen, d.h.

Jf(x)dx::? furf:D — R"

Anwendung: Ein Massenpunkt bewegt sich entlang c(t) in einem Kraftfeld f(x).

Frage: Welche physikalische Arbeit muss entlang der Kurve geleistet werden?
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Kurvenintegrale zweiter Art.

Definition: Fiir ein stetiges Vektorfeld f : D — R™, D C R™ offen, und eine
stiickweise C'-Kurve c : [a, b] — D definieren wir das Kurvenintegral

2. Art durch .
J f(x)dx:= J (f(c(t)), c(t)) dt
[]

Herleitung: Approximiere die Kurve durch Streckenzug mit Ecken c(ti), wobei
Z={a=to<t1 < <ty =0b}

eine Zerlegung des Intervalls [a, b] ist. Dann gilt fiir die in einem Kraftfeld f(x)
entlang der Kurve c(t) geleistete Arbeit die Naherungsformel:

m—1

Ar ) (Fle(t)),elti) — clt).

1=0

ANALysis 111 TUHH, WINTERSEMESTER 2007 /2008 ARMIN ISKE 161



il KAPITEL 19: INTEGRALRECHNUNG MEHRERER VARIABLER TUHH

Fortsetzung der Herleitung.

Daraus folgt:

3
L
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Fiir eine Folge von Zerlegungen Z mit ||Z|| — O konvergiert die rechte Seite
gegen das oben definierte Kurvenintegral 2. Art

b
J (Flc(t), €(1) dt.

Bemerkung: Fiir eine geschlossene Kurve c(t), d.h. c(a) = c¢(b), schreibt man

£ f(x) dx.
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Eigenschaften des Kurvenintegrals zweiter Art.
(a) Linearitit:

Jc(ocf(x) T Bglx)) dx = ocj

C

f(x)dx + BJ g(x) dx.

(b) Es gilt:
J f(x) dx = —J f(x) dx,
—C C
wobei (—c)(t) :=c(b+ a—1t), a <t <Db, den inversen Weg bezeichnet.
(c) Es gilt:
J f(x) dx:J f(x) dx—I—J f(x) dx,
Cc1+c2 Ci C2

wobei ¢ 4+ ¢, den aus ¢y und ¢y zusammengesetzten Weg bezeichnet, so
dass der Endpunkt von c; der Anfangspunkt von c, ist. []
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Weitere Eigenschaften des Kurvenintegrals 2. Art.

(d) Das Kurvenintegral 2. Art ist parametrisierungsinvariant.

(e) Es gilt:

b
[ #0x ax = | (f(ev), Tew) ferv)at = | 1,7 ds

_€(t)
e

fiir ¢(t) #£ 0.

mit dem Tangenten-Einheitsvektor T(t):

(f) Formale Schreibweise:

L f(x) dx
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mit

b
J fi(X) dXi = J' fi(C(t))C-i(t) dt

a
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Beispiel.
Fiir x € R? sei
f(X) = (_y>X> ZZ)T
c(t) := (cos(t),sin(t),at)’ fur 0 <t <2m

Dann berechnet man

L f(x)dx =

(—ydx + xdy + z*dz)

r27T

[(—sin(t))(—sin(t)) + cos(t) cos(t) + aztza} dt
Jo

r27T

(1+ a3t?) dt
Jo
3

2+ %(271)3

AnNAvLysis IT1
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Die Zirkulation eines Feldes langs einer Kurve.

Definition: /st u(x) ein Geschwindigkeitsfeld eines stromenden Mediums, so

nennt man das Kurvenintegral
# u(x) dx
C
entlang einer geschlossenen Kurve die Zirkulation des Feldes u(x). []

Beispiel: Fiir das Feld u(x,y) = (y,0)" € R? erhilt man lings der Kurve
c(t) = (rcos(t), 1 +rsin(t))T, 0 < t < 2m, die Zirkulation

p27'[

4} u(x)dx = (T4 rsin(t))(—rsin(t)) dt
C JO
pZTC
— (—rsin(t) — T sin?(t)) dt
JO
T‘Z 27T
— |rcos(t) — —(t —sin(t) cos(t)) — —r?
2 0
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Wirbelfreie Vektorfelder.

Definition: Ein stetiges Vektorfeld f(x), x € D C R™, heiBft wirbelfrei, falls
dessen Kurvenintegral lings aller geschlossenen stiickweise C'-Kurven ¢(t) in D
verschwindet, d.h.

# f(x)dx =0 flir alle geschlossenen c.
C

Bemerkung: Ein Vektorfeld ist genau dann wirbelfrei, wenn der Wert des
Kurvenintegrals fc f(x) dx nur vom Anfangs- und Endpunkt des Weges, jedoch
nicht vom konkreten Verlauf der Kurve ¢ abhangt. In diesem Fall nennt man das
Kurvenintegral wegunabhéngig. ]

Frage: Welche Kriterien fiir das Vektorfeld f(x) garantieren die
Wegunabhangigkeit des Kurvenintegrals?
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Zusammenhdngende Gebiete.

Definition: Eine Teilmenge D C R™ heiBt zusammenhangend, falls je zwei
Punkte in D durch eine stiickweise C'-Kurve verbunden werden kénnen:

vx°,y €D : Jc:[a,b] =D : cla)=x° Ac(b)=y°

Eine offene und zusammenhangende Menge D C R™ nennt man auch ein
Gebiet in R™. []

Bemerkung: Eine offene Menge D C R™ ist genau dann nicht
zusammenhangend, wenn es disjunkte, offene Mengen U, U, C R™ gibt mit

U]ﬂD#@, UzﬂD#@, DcUu,ul

Nicht zusammenhangende offene Mengen sind also
— im Gegensatz zu zusammenhangende Mengen —

in (zumindest) zwei disjunkte offene Mengen trennbar. ]
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Gradientenfelder, Stammfunktionen, Potentiale.

Definition: Sei f : D — R™ ein Vektorfeld auf einem Gebiet D C R™. Das
Vektorfeld f(x) nennt man ein Gradientenfeld, falls es eine skalare

C'-Funktion @ : D — R gibt mit

f(x) = Vo(x).

Die Funktion @(x) heiBt dann Stammfunktion oder Potential von f(x), und
das Vektorfeld f(x) nennt man konservativ. ]

Bemerkung: Ein Massenpunkt bewege sich in einem konservativen Kraftfeld
K(x), d.h. K besitzt ein Potential @(x), so dass K(x) = V@(x). Dann liefert die
Funktion U(x) = —@(x) die potentielle Energie

K(x) = mx = —VU(x)

Multipliziert man diese Beziehung mit x, so folgt:

m(x, x) + (VU(x),x) = % (%meHz + U(x)) =0
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Hauptsatz fiir Kurvenintegrale.

Satz (Hauptsatz fiir Kurvenintegrale): Sei D C R™ ein Gebiet und f(x)
ein stetiges Vektorfeld auf D.

(a) Besitzt f(x) ein Potential ¢(x), so gilt fiir alle stiickweisen C'-Kurven
c:la,b] — D:

Insbesondere ist das Kurvenintegral wegunabhingig und f(x) ist wirbelfrei.

(b) Umgekehrt gilt: Ist f(x) wirbelfrei, so besitzt f(x) ein Potential @(x). Ist
x° € D ein fester Punkt und bezeichnet c (fiir x € D) eine beliebige, die
Punkte x° und x verbindende stiickweise C'-Kurve in D, so ist ¢(x)

gegeben durch
@(x) = J f(x) dx + const.

ANALysis 111 TUHH, WINTERSEMESTER 2007 /2008 ARMIN ISKE 170



UH
il KAPITEL 19: INTEGRALRECHNUNG MEHRERER VARIABLER TUHH

Beweis des Hauptsatzes fiir Kurvenintegrale.
(a): Sei f(x) Gradientenfeld mit Potential @(x). Mit der Kettenregel folgt

J f(x)dx = | Vo(x)dx :J Yy g;p (c(t)) é;(t) dt
. ; i=1
= a(cp(C(t))dt:cp(C(b))—cp(C(a))-

(b): Sei f(x) wirbelfrei. Wir zeigen, dass ¢(x) := [_ f(x) dx Potential von f(x):

e(x+ Ax) — @(x) = p f(x) dx—l—J f(x) dx
-1 1
— fi(ci(t))Axq dt + J fo(ca(t))Ax, dt
Jo 0

= f1(x+ &1)Ax + fa(x + &2)Ax,.

Fir Axq,Axy; — 0 bekommt man f;(x) = %‘(":(x), i=1,2, somit f(x) = Vo (x).
H
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Beispiel.
Das zentrale Kraftfeld
X
K(x) :=
1x[[2
besitzt das Potential
1
U(x) = —m = —(X% ‘|‘X% ‘|‘X§) 1/2>
denn es gilt
VU) = (453 +23) (0 w,2)" = 1

Fiir die langs einer stiickweisen C'-Kurve c: [a,b] — R3 \ {0} geleistete Arbeit

gilt dann
1 1

lc(a)]] [le(b)]]"

A:JCK(X) dx =
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Beispiel.
Das Vektorfeld
2xy + 23
f(x) = x? 4 3z
I 3xz? + 3y ]

besitzt das Potential
¢(x) = x*y + xz° + 3yz.
Fiir eine C'-Kurve ¢(t) von P = (1,1,2) nach Q = (3,5, —2) gilt

J f(x)dx = (Q)—@(P)=—9—-15=-24

Interpretiert man f(x) als elektrisches Feld, so gibt das Kurvenintegral zweiter
Art die Spannung zwischen den beiden Punkten P und Q an. L]
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Beispiel.
Wir betrachten das Vektorfeld

1 —Y

. (xy)' €D =R*\{0}
x? + y? X

f(x,y) =

Fiir den Einheitskreis c(t) := (cos(t),sin(t))", 0 < t < 27, bekommt man

pZTE
| foax = | fteren, e at
C JO
P27t _—S. t | _—S- t i
_ in(t) | in(t) it
Jo cos(t) cos(t)
o S )
= J 1dt =2m
0
f(x,y) ist somit nicht wirbelfrei und besitzt auf D kein Potential. ]
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