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19.3 Oberflachenintegrale

Definition: Sei D C R? ein Gebiet und p: D — R> eine C'-Abbildung
x=p(u) mitxeR> undu=(u;,ux)’ €D cCR?

Sind fiir alle u € D die beiden Vektoren

o P
ouq ouy

linear unabhangig, so heiBt
F:={p(u) : ue D}

eine Flache bzw. ein Flachenstiick. Die Abbildung x = p(u) nennt man dann

eine Parametrisierung oder Parameterdarstellung der Flache F. [
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Beispiel.

Wir betrachten fiir gegebenes v > 0 die Abbildung

T cos( @)
p(@,2) = | rsin(o) fiir (@,z) € R”.

Z

Die dadurch parametrisierte Fliche ist ein unbeschriankter Zylinder im R3.
Schranken wir den Definitionsbereich ein, etwa

(¢,2) € K:=[0,2n] x [0,H] C R?,
so erhalten wir einen beschrankten Zylinder der Hohe H.

Die partiellen Ableitungen

0 0
P _ (—rsin(@),rcos(¢@),0)" und P _ (0,0,1)7
(6] 0) 0z
von p(@, z) sind linear unabhingig auf ganz R?. []
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Beispiel.

Der Graph einer skalaren C'-Funktion ¢ : D — R, D C R?, ist eine Fliche.

Eine Parametrisierung ist etwa gegeben durch

p(ur,uz) =

Die partiellen Ableitungen

9P
au1

sind linear unabhangig.

U

uz

und

e(ur,uz)

fir u € D.
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Die Tangentialebene einer Flache.
Die beiden linear unabhangigen Vektoren

P 0 und 2P
ouq ouy

liegen tangential an die Flache F.
Sie spannen die Tangentialebene T,o(F) der Fliche F im Punkt x° = p(u) auf.

Die Tangentialebene hat die Parameterdarstellung

0 0
T.o(F) : x:xo—i—?\—p(uo)—l—p.—p(uo) fir A, n € R.
au1 auz

Frage: Wie kann man den Flacheninhalt einer gegebenen Flache F berechnen?
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Das Oberflachenintegral eines Flachenstiicks.

Definition: Sei p : D — R3 Parameterdarstellung einer Fliche, und sei K C D
kompakt, messbar und zusammenhangend. Dann wird der Flacheninhalt von
p(K) definiert durch das Oberflichenintegral

0 0
J do::J —pu)x—p(u) du
p(K) K 6u1 aLL2
Dabei nennt man den Term
op op
do := d
0 H au1 8 auz .
das Oberflachenelement der Flache x = p(u). ]

Bemerkung: Das Oberflachenintegral ist unabhdngig von der speziellen
Parametrisierung der Flache. Dies folgt direkt aus dem Transformationssatz. [
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Beispiel.
Fiir die Mantelflache des Zylinders Z = p(K) mit
K :=[0,27] x [0, H] C R?

und ) )
T cos( )
x=p(@,z) = | rsin(e) fiir (¢,z) € R?
L Z -
erhalt man mit
op y op .
op 0z

den Wert

O(Z) = Jz do = JK rd(@,z) = Jzﬂ JHrdz de = 2ntrH.
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Beispiel.

Ist die Flache der Graph einer skalaren Funktion, d.h. x3 = @(x1,%2),
so gilt fiir die zugehorigen Tangentialvektoren

op 0 1 | P
P P _ |
aX1 8 aXZ - 0 8 1 - P2
B (pX1 i B (pXZ _ 5 ] _
Damit ergibt sich
op  Op| _ 2 2
‘ aX] X axz _ \/1 —|_ (pX1 —l_ (pXZ
und
O(p(K)) :J( o = [ 1o+ e, i)
p(K K
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Beispiel.
Fiir die Oberflache des Paraboloids P, gegeben durch
P:={(x1,%x2,%x3)" €R> : x3=2—x§ —x5 und x% + x5 < 2},
gilt
o(P) = V1433 + 43 dba, x2)
IxT+x3<2
V2 27 2
— J \/1—|—4T2rd(pdr=7tj V1 +4sds
JO 0 0
1 ? 1 13
[]
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Bemerkung.

Fiir das Kreuzprodukt zweier Vektoren a,b € R? gilt

la > b||* = la]|*[|b]|* — (a, b)".

2 B ap ap 2
aX1 ) aXZ

2

Daraus folgt

zap

aX2

op

aX1

9 9
aX1 aXZ

‘ 2 |

E::‘

Definiert man

op

aX2

op

aX1

)

2
op Op
F:= G:=
’ <aX1’aX2>’ '

so ergibt sich die Beziehung

do = VEG — F2 d(ug,uy).
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BEiSpiEl. Fiir das Oberflachenelement der Sphére
S = {(X],Xz,X3)T ceR> : x§ +x5 —|—x§ :TZ}
ergeben sich mit der Parametrisierung liber Kugelkoordinaten
I X1 | [ cos( @) cos(0) |
: y T T
x2 | =71 | sin(@)cos(0) fur (¢,0) € (0,27 x {—z, 5
X3 I sin(0) ]
die Beziehungen
i —sin(¢) cos(0) | —cos(¢)sin(0) |
P __ 9 d o _ . L
— = u — = _
30 cos(¢) cos(9) 36 sin(¢) sin(0)
I 0 ] cos(0) ]
Daraus folgt
E=1%cos?(0), F=0, G=r°.
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Fortsetzung des Beispiels. Mmit
E=r?cos?(8), F=0, G=r°
folgt aus der Beziehung
do = VEG — F2 d(ug,uy)
daher
2 y T T
do =17 cos(0) d(e, 0), fur (¢,0) € (0,27 x [—E, z}
Wir kénnen nun die Oberflaiche der Sphare wie folgt berechnen.
O = do
Js2
r7t/2 27t
— J 1 cos(0) de do
J—m/2J0
= 2mr©sin Ln/z = 4mre,
[]
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Oberflachenintegrale erster und zweiter Art.

Definition: Sei x = p(u) eine C'-Parametrisierung einer Fliche F = p(K), wobei
K C D kompakt, messbar und zusammenhangend ist.

e Flir eine stetige Funktion f: F — R st das Oberfldchenintegral 1. Art
definiert durch

du

- op op
JF f(x) do := JK f(p(u)) || " X o

o Fiir ein stetiges Vektorfeld f : F — R> jst das Oberflichenintegral
2. Art definiert durch

o op op
JF f(x) do := JK <f(p(u)), o X au2> du
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Alternative Darstellung fiir Oberflachenintegrale.

Andere Darstellungen des Oberflichenintegrals 2. Art:

Der Einheitsnormalenvektor n(x) auf der Flache F ist gegeben durch

o %
au1 auz

Wir schreiben daher auch

L f(x) do

|
T
*
©
c
Q
-
X
Q
©
~_—
o
c

SR
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Interpretation der Oberflachenintegrale.

Bemerkung:

e Ist p(x) die Dichte einer massenbelegten Fliche, so liefert das
Oberflachenintegral 1. Art gerade die Gesamtmasse der Fliache.

e Ist f(x) ein Geschwindigkeitsfeld einer stationaren Stromung, so liefert das
Oberflachenintegral 2. Art die Fliissigkeitsmenge, die pro Zeiteinheit durch
die Flache F stromt, d.h. den Fluss von f(x) durch die Flache F.

e Ist F eine geschlossene Flache, d.h. die Oberflache eines kompakten und
einfach zusammenhingenden Korpers im R3, so schreiben wir

f(x) do bzw. f(x) do.
F F

Die Parametrisierung ist dabei so gewahlt, dass der Einheitsnormalenvektor
n(x) nach auBen weist.

[]
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