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Tragen Sie bitte zunächst Ihren Namen, Ihren Vornamen und Ihre Matrikelnum-
mer in DRUCKSCHRIFT in die folgenden jeweils dafür vorgesehenen Felder
ein.

Diese Eintragungen werden auf Datenträger gespeichert.
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(Unterschrift)

Lösen Sie die 2 angegebenen Aufgaben. Pro Aufgabe werden 10 Punkte vergeben.
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Aufgabe 1:

a) Bestimmen und klassifizieren Sie das lokale Extremum der Funktion

f( x ) := x
T

A x + b
T

x + c ,

mit

x :=

(
x
y

)
∈ R

2 , A :=

(
2 −1

−1 2

)
, b :=

(
1
0

)
, c = 2009 .

b) Gegeben sei die Minimierungsaufgabe

f(x, y, z) := 2x + y + z = min!

unter den Nebenbedingungen

g(x, y, z) := x2 + y2 + z2 = 9.

h(x, y, z) := x2 + (y − z)2 = 1.

(i) Zeigen Sie, dass x 0 = (1, 2, 2)T zusammen mit geeigneten Multi-
plikatoren ein stationärer Punkt der zugehörigen Lagrange–Funktion
ist.

(ii) Zeigen Sie, dass im Punkt x 0 = (1, 2, 2)T ein lokales Maximum der
Funktion f unter den gegebenen Nebenbedingungen vorliegt. Über-
prüfen Sie dazu die hinreichende Bedingung zweiter Ordnung.

Lösungsskizze:

a)

(x, y)

(
2 −1

−1 2

) (
x
y

)
+(1, 0)

(
x
y

)
+c = 2x2

−2xy+2y2+x+c . [1 Punkt]

fy(x, y) = −2x + 4y = 0 ⇐⇒ x = 2y.

fx(x, y) = 4x− 2y + 1 = 8y − 2y + 1 = 0

⇐⇒ y = −
1

6
=⇒ x = −

1

3
. [2 Punkte]

Die Hessematrix H(x, y) =

(
4 −2

−2 4

)
ist positiv definit. Begründung:

Gerschgorin oder
H11 > 0 und det (H) > 0 oder
(4− λ)2 − 4 = 0 ⇐⇒ λ = 4± 2 > 0
Also liegt ein Minimum vor. [2 Punkte]
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b) (i) Notwendige Bedingungen erster Ordnung:

2 + λ · 2x + μ · 2x = 0

1 + λ · 2y + μ · 2(y − z) = 0

1 + λ · 2z + μ · (−2(y − z)) = 0

x2 + y2 + z2 = 9

x2 + (y − z)2 = 1

Für x0 = (1, 2, 2)T lautet das System

2 + 2λ + 2μ = 0

1 + 4λ · + μ · 0 = 0

1 + 4λ · + μ · 0 = 0

1 + 4 + 4 = 9

1 + (0)2 = 1

Das System ist für λ = −1

4
und μ = −3

4
erfüllt. [3 Punkte]

(ii) Die zu untersuchende Hessematrix ist

H(λ, μ) =

⎛
⎝2(λ + μ) 0 0

0 2(λ + μ) −2μ
0 −2μ 2(λ + μ)

⎞
⎠ .

Im Punkt x0 = (1, 2, 2)T zusammen mit den Multiplikatoren λ = −1

4

und μ = −3

4
, also

H =

⎛
⎝−2 0 0

0 −2 3

2

0 3

2
−2

⎞
⎠

Aus dem Satz von Gerschgorin (bekannt aus Lineare Algebra) folgt,
dass kein Eigenwerte von H größer als −2 + 3

2
sein kann.

Alternativ : λ̃1 = −2 (direkt auf der Diagonalen ablesbar),

(−2− λ̃)2
− (

3

2
)2 = 0 =⇒ λ̃2,3 = −2 ±

3

2
.

Alle Eigenwerte sind negativ. Es handelt sich also um ein lokales Ma-
ximum. [2
Punkte]
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Aufgabe 2)

a) Durch
F (x, y) = y2

· x− y · exp(x + y) + 2 = 0

ist in der Umgebung von P0. = (−1, 1) implizit eine Funktion y(x) defi-
niert. Es gilt also lokal

F (x, y) = 0 =⇒ y = g(x), g(−1) = 1 .

Bestimmen Sie das Taylorpolynom ersten Grades der Funktion g(x) zum
Entwicklungspunkt x0 = −1 .

b) Gegeben seien das Kraftfeld K und die Kurve c

K(x, y, z) :=

⎛
⎜⎜⎜⎝

x

z
y

z
x2 + y2

⎞
⎟⎟⎟⎠ , c(t) :=

⎛
⎝t · cos(t)

t · sin(t)
t

⎞
⎠ t ∈ [1, 3] .

Berechnen Sie die Arbeit, die aufgewendet werden muss, um einen Massen-
punkt entlang der Kurve c von c (1) nach c (3) zu bewegen.

c) Berechnen Sie mittels Integration das Volumen des Körpers K ⊂ R
3 ,

K =

⎧⎨
⎩

⎛
⎝x

y
z

⎞
⎠

∣∣∣∣ x2 + y2
≤ 2, 0 ≤ z ≤ x2 + y2

⎫⎬
⎭ .

Lösung zu Aufgabe 2)

a) [3 Punkte] F (x, y) = y2 ·x− y · exp(x+ y)+2 = 0 Nach denm Satz
über implizite Funktionen gilt

g′(x) = −Fx/Fy =
y2 − y exp(x + y)

2xy − exp(x + y)− y exp(x + y)
=⇒

g′(−1) =
1− 1 exp(0)

−2− 1− 1 exp(0)
= 0

Alternativ: implizites Differenzieren

d

dx
F (x, y) = 2yy′

· x + y2
− y′

· exp(x + y)− y · exp(x + y) · (1 + y′) = 0 =⇒

0 = −2y′(−1) + 1− y′(−1) · exp(0)− exp(0) · (1 + y′(−1)) = −4y′(−1) .

T1(x;−1) = g(−1) + g′(−1)(x + 1) = 1 .
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b) [4 Punkte]

K( c (t)) :=

⎛
⎝cos(t)

sin(t)
t2

⎞
⎠ , ċ(t) :=

⎛
⎝cos(t)− t · sin(t)

sin(t) + t · cos(t)
1

⎞
⎠ t ∈ [1, 3] .

∫
3

1

< K(c(t), ċ(t) > dt =

∫
3

1

(cos2(t)− t sin(t) cos(t) + sin2(t) + t sin(t) cos(t) + t2) dt

=

∫
3

1

(1 + t2) dt =

[
t +

t3

3

]3

1

= 2 + 9−
1

3
=

32

3
.

c) [3 Punkte] Übergang zu Polarkoordinaten in x, y ergibt

V =

∫
K

1 d(x, y, z) =

∫ √
2

0

∫
2π

0

∫ r2

0

r dz dϕ dr

=

∫ √
2

0

∫
2π

0

r3dϕ dr = 2π

∫ √
2

0

r3 dr

= 2π

[
r4

4

]√
2

0

= 2π .


