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1.2 Das vollstindige Differential { D CE —9 Z e
Definition: e""“ VE
Sei D C R" offen, xY € Dund f : D — B™. Die Funktion f(x)
heiRt differenzierbar in x° (oder vollstandig bzw. total differen-
zierbar), falls es eine lineare Abbildung

1(x,x% = A (x—x%

mit einer Matrix A € R(7:1) gibt, flir di= die Approximationseigen-
schaft

£0) =12 + A - (x—x%) +of|x =)

f(x\—f(xo)—A (x—x%) C
é [l —x© _\
erfilllt ist. \_//

fdem: n=t=A & A¥A [l
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Bemerkung:
Es gelten die folgenden Rechenregeln
div(af + 8g) = adivf+4 gdivg
div(e-f) = (Vo) + pdive
Bemerkung:
Ist [ : D — R eine C2-~Funktion, so gilt fiir den Laplace-Operator
Af =div(Vf)
Definition:
Fiir partiell differenzierbares VektorfeldimR3, f : D — R, D c B3
offen, definiert man die Rotation durch

i}
rot £(x0) = %-%ﬂ_ﬂﬂ_% Lo
Grp Oy Oz  Oxy 0x;  Owp) X

@Start| = ert-Certer £ onll_04.11.09 - SNART. € |[= anarysisiiipdr - ad_. [EECET ¥

Andere Notationen:

rotf(x) =V x f(x) =

()
)

f3 -e
[
Bemerkung:
Es gelten die folgenden Rechenregeln:

rot(af + Bg) = arotf 4+ Srotg
rot (_\p—-_f) = (Vi) x f+ protfl
Bemerkung: o Sthol, .F T

Iste: D —R, D C RR3, eine C2—Funktion, so folgt aufgrund des
Vertauschbarkeitssatzes von Schwarz

rot(Ve) =0,
d.h. Gradientenfelder sind stets rotationsfrei.
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Andere Notationen:

divi(x) = VT (x) = (V,f(x))
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W)= 2 3 (e fi) - Zdk oL 3
Bemerkung: YLfolw'-f 4 \7?‘_

Es gelten die folgenden Rechenregeln:
div(af + 8g) = adivf+ 3dive
C div(p £) = (Ve.f) + pdivE

Bemerkung:
Ist f : D — R eine C2—Funktion, so gilt far den Lapl:a::e—Operr—:tq4
Laplice F F=div(Vs) = zax & f) ]C
Definition:
Fiir partiell differenzierbares Vektorfeld im R3f:D—R3DC ]R3
offen, definiert man die Rotation durch [/ (. Lo s for (5%
T
ot£(0) = (23 202 001083 912 _on\"|
Oxy  Ozz drvz  dwy dzp  Oxp :
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Beweis von a):

Ist f in x© differenzierbar, so gilt nach Definition
1nx" diterenzierbar,

fim f(x) - f(x%) —A - (x —x9)

x—x0 I —x9| =0
Daraus folgt aber @
Jim 1£Ge) - £x0) - A (x - x°)|ﬂ—(o
und wir erhalten )(b
[£6) — £ = 660 — £(x) — A (x = x| + |4 (x =x9)|

— 0 firx—x°

Danmit ist die Funktion f stetig im Punkt x°.

WALl £ ) el =<,
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Satz: Seif: D —R™ x% DR D offen.
a) Istf(x) in x? differenzierbar, so ist f (x) auch stetig in x°.
b) Ist f(x) in x© differenzierbar, so ist das Differential und damit
auch die Jacobi-Matrix eindeutig bestimmt und es gilt f 5 -
4 Ve
o9f1, o 91, 0 -
D 500 DAE®) | n=en/
Jf(x%) = : = > A
«)f”. (XU) 8 fm 9fm .0y Dfin(x9) gussho A
Oxn
¢) Ist f(x) eine C 1—Funkllcxn auf D, soist f(x) auf D (vollstandig)
differenzierbar.
Bemerkung:
Man beachte, dass differenzierbar hier vollstandig/total differen-
zierbar bedeutet.
2
) stort| 24 St Lerter 58] onll_04.11.09 - SWART.. ©3 [ anacvstsmrodr - ad_. [OECE

Beweis von b):
Seix =x0 4 te,, |t| <e,ic{1,..., n}.
Da f im Punkt x© differenzierbar ist, folgt
jim £ - f(x9) — A (x—x9 _

0
xR0 % = x0floo

Wir schreiben nun

f(x) — f(x9) — A - (x —x9) £(x0 + te;) — £(x9) _tAe;

x— <0 ] [
-t (M,A)
izl :
— 0 (t—0)
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Daraus folgt

_ 0
%(X} ) f(x +te:) fx%) _

—7 w=
Beispiel: n
a) Betrachte die skalare Funktion f(z1,25) = @1€2"2. Dann lau-
tet die Jacobi-Matrix:

If(a1.a2) = Df(ay,a2) = e¥2(1,20y) A X%
b) Betrachte die Funktion f : B3 — R2 definiert durch 1~ 3, - z
x1X023
f(z1, =
(#1,22,23) ( sin(xy + 2z5 + 3z3) )
Die Jacobi—Matrix ergibt sich in der Form
2xX 5
on on oh
Oz Ozp Owm T2T3 T1T3 LT
It Jag) = | D21 OG22 Oaz |
(o1, 22, 23) Of2 0f2 9f2 coss 2coss 3Coss
Oz, Oz, Oz -
wobei s = z1 + 2z + 3z3.
29
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Beispiele:
¢) Sei f(x) = Ax, A € R(™™) und x € R™. Dann gilt
Jf(x)=A v¥xeR"
d) Sei f(x) = x"Ax = (x,Ax), A € R("™ und x € R". Dann

gilt - e
af %ﬂ‘ 8 \
o = (e, Ax) + (x, Ae;) T T
Oy , , el Ax o @' A
= e; Ax+x" Ae; !
IT T ' wed s fru@m
= x' (A" + A
—_— - T 7.
Daraus folgt x' Ae

Jf(x) = Df(x) =x"(AT + A4)

foll #=AT Jt61- 2 oth "
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Satz: (Differentiationsregeln)
1) Linearitat Sind f,g : D — R™ differenzierbar in x° € D, D
offen, so ist auch a f(x%) 4+ 8 g(x?), a, 3 reell, differenzierbar
inx° und es gilt
d(af +82)(x%) = adf(x?) +8deg(x")
Iaf 4+ 82)(x%) = aJi(x") 4+ 8T(x%)
2) Kettenregel Istf : D — R™ differenzierbar in x° € D, D
offen, und ist g : E — RF differenzierbariny? = f(x°) € E C
R™, E offen, so ist g o f ebenfalls in x° differenzierbar. " O™
Fir die Differentiale gilt L=k
d(g o £)(x°) = da(y°) o df(x") T2k
und analog fur die Jacobi-Matrizen
I(goH)(x0) = Ta(x°) - JH(x) QB f Jtse
e
B imyh 3
-~

ko

Beispiel:  (zur Kettenregel)

Seih : I — R™ [ C R Intervall, eine in tg € I differenzierbare

Kurve mit Werten in D C R™, D offen, und f : D — R eine in

x0 = h(tp) differenzierbare skalare Funktion. K hs P

Dann ist auch die Hintereinanderausfiihrung L
e o K

(foh)(#) = f(hi(t), ..., ha(t) f: L, K <2 1
oh:

in tg differenzierbar, und fur die Ableitung gilt:
N

X A
(Fom)(to) = J7(h(to)) - h(to)

= Df(h(to)) - 1'(t0)
A XA

- 3 Of
= k;aq(h“"”'h’“(m
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