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Buch Kap. 5.5 – Partielle Ableitung

Defintion 5.23: Sei die Funktion f : D → R, D ⊂ Rn, wobei D eine
offene Menge ist, gegeben. Existiert der Grenzwert

lim
h→0

f (x + hej )− f (x)

h
,

dann ist die Funktion f an der Stelle x partiell differenzierbar nach xj

und durch den Grenzwert

∂f (x)

∂xj
:= lim

h→0

f (x + hej )− f (x)

h

ist die partielle Ableitung nach xj von f an der Stelle x definiert.
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Buch Kap. 5.5 – Partielle Differenzierbarkeit

Defintion 5.24: f : D → R ist auf A ⊂ D, A offen, partiell differenzierbar
nach xj , falls f in allen Punkten x ∈ A partiell nach xj differenzierbar ist.

f ist partiell nach xj differenzierbar, falls f auf D partiell nach xj

differenzierbar ist.

Für die partielle Ableitung nach xj wird auch die Bezeichnung fxj

verwendet.

f heißt partiell differenzierbar, falls alle partiellen Ableitungen
existieren.
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Buch Kap. 5.5 – stetige Ppartielle Differenzierbarkeit

Defintion 5.25: f : D → R, D ⊂ Rn offen, heißt in D stetig partiell
differenzierbar, falls in D alle partiellen Ableitungen existieren und
zugleich stetig sind.
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Buch Kap. 5.5 – Partielle Ableitung einer Funktion

Abbildung 5.16: Graph von f (x1, x2) = 1
x1x2

, Abbildung 5.17: Graph von
f∗(x1) := f (x1,3) = 1

3x1
einschließlich Tangente an f∗.
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Buch Kap. 5.5 – Gradient einer Funktion

Sei f : D → R, D ⊂ Rn offen, f partiell differenzierbar.
Der Vektor

grad f (x) :=


∂f
∂x1

(x)
∂f
∂x2

(x)

...
∂f
∂xn

(x)

 ∈ Rn

heißt Gradient der Funktion f bei x .

Die Abbildung grad f : D → Rn ist eine vektorwertige Abbildung, d.h.
jedem x ∈ D wird mit grad f (x) ein Vektor aus dem Rn zugeordnet.
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Buch Kap. 5.5 – höhere partielle Ableitungen

Defintion 5.26: Sei f : D → R, D ⊂ Rn offen, f partiell differenzierbar.
Falls die partielle Ableitung

∂

∂xi
(
∂f
∂xj

)

existiert, heißt

fxi xj (x) :=
∂

∂xi
(
∂f
∂xj

)(x)

zweite partielle Ableitung von f nach xj und xi .
Existieren alle zweiten partiellen Ableitungen fxi xj für i, j = 1,2, ..., n,
heißt f zweimal partiell differenzierbar.
Höhere partielle Ableitungen (k−te partielle Ableitungen oder auch
partielle Ableitungen k -ter Ordnung) werden entsprechend rekursiv
definiert;

∂k f
∂xi1∂xi2 ...∂xik

(x) =: fxi1
xi2
...xik

(x), mit 1 ≤ k ≤ p,
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Buch Kap. 5.5 – Satz von Schwarz

Satz 5.3: Ist eine Funktion f : D → R, D ⊂ Rn, p− mal stetig partiell
differenzierbar, so ist

∂k f
∂xi1∂xi2 ...∂xik

= fxi1
xi2
...xik

, mit 1 < k ≤ p,

unaghängig von der Reihenfolge der xi1 , xi2 , ..., xik . Die Indizes
i1, i2, ..., ik sind dabei beliebige Elemente der Menge {1,2, ..., n}.
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Buch Kap. 5.5 – Partielle Ableitung Vektor Funktion

Defintion 5.27: Sei f : D → Rm, D ⊂ Rn offenen, f(x) =


f1(x)
f2(x)

...
fm(x)

 .

f ist partiell differenzierbar in x0 ∈ D, partiell differenzierbar auf A ⊂ D
bzw. partiell differenzierbar, falls alle fj (j = 1,2, . . . , n) partiell
differenzierbar in x0 ∈ D, partiell differenzierbar auf A ⊂ D bzw. partiell
differenzierbar sind.
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Buch Kap. 5.6 – Ableitungsmatrix bzw. Jacobi Matrix

Sei f : D → Rm,D ⊂ Rn, in x0 partiell differenzierbar, dann heißt die
Matrix

f′(x0) :=


∂f1
∂x1

(x0) ∂f1
∂x2

(x0) . . . ∂f1
∂xn

(x0)
∂f2
∂x1

(x0) ∂f2
∂x2

(x0) . . . ∂f2
∂xn

(x0)

...
∂fm
∂x1

(x0) ∂fm
∂x2

(x0) . . . ∂fm
∂xn

(x0)


Jacobi Matrix bzw. Ableitungsmatrix oder einfach Ableitung von f in x0.
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Buch Kap. 5.6 – HESSE−Matrix

Die HESSE−Matrix einer Funktion f : D ⊂ Rn → R ist gegeben durch

Hf (x) :=


∂2f

∂x1∂x1
(x) ∂2f

∂x1∂x2
(x) . . . ∂2f

∂x1∂xn
(x)

∂2f
∂x2∂x1

(x) ∂2f
∂x2∂x2

(x) . . . ∂2f
∂x2∂xn

(x)

...
∂2f

∂xn∂x1
(x) ∂2f

∂xn∂x2
(x) . . . ∂2f

∂xn∂xn
(x)

 .


