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Definition: (Gradient des Skalarfeldes)
Sei ¢ : D — R, D C R", stetig partiell diff'bares Skalarfeld. Dann ordnet der

Operator grad, definiert durch
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gradg = :
9¢
0%,
dem Skalarfeld ¢ das Vektorfeld grad¢ : D — R"™ zu. Der Vektor grad¢ heiBt
Gradient von ¢.

Vorbemerkungen:



Erinnerung

Definition: (Gradient des Skalarfeldes)
Sei ¢ : D — &, D C R", stetig partiell diff'bares Skalarfeld. Dann ordnet der
Operator grad, definiert durch

%
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dem Skalarfeld ¢ das Vektorfeld grade : D — R™ zu. Der Vektor grado heiBt
Gradient von o.

gradg =

Vorbemerkungen:

e Falls ¢ : D — R, D ¢ R?, zweimal stetig partiell diff’bares Skalarfeld. Sei
v = prade ein Vektorfeld. Dann kann man die Jacobi-Matrix Jy, bilden:
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Beobachtung: Die Jacobi-Matrix von v = gradd ist gleich der Hesse-Matrix
von ¢.

» Verwende den Begrill der Spur der Matrix A: Spur{A) := ayy + uz + agg.
Dann gilt
A = Spur( Jyvaas (X))

Rechenregeln:

Sel ¢ D= R Le R, en zweimal stetig diff*bares Skala-feld und v : D — B
ein 2weimzl stetig di’f' bares Vektorfe d (Falls ror verveadat wird, neamen wirw — 3
an). Jann gelten dc Keger
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Vorbemerkungen:

e Falls o : D — R, D € R?, zweimal stetig partiell diff'bares Skalarfeld. Sei
v = grad¢ ein Vektorfeld. Dann kann man die Jacobi-Matrix .J,, bilden:
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Beobachtung: Die Jacobi-Matrix von v = grad¢ ist gleich der Hesse-Matrix
von @.

e Verwende den Begriff der Spur der Matrix A: Spur(A) := a11 + a2 + ass.

Dann gilt
A¢ = Spur(Jgradgs(x))

Rechenregeln:
Seidv: D— R. DeR" ein zweimal stetig diff'bares Skalarfeld und v : D — R"



Rechenregeln:

Sei ¢ : D — R, D € R™, ein zweimal stetig diff'bares Skalarfeld und v : D — R"
ein zweimal stetig diff'bares Vektorfeld (Falls rot verwendet wird, nehmen wir n = 3
an). Dann gelten die Regeln

1. rot(grad¢) = 0 (Satz von Schwarz)
div(rotv) =0
div(grad¢) = A¢

~ W DN

div(¢v) = grade - v + ¢divv

O

rot(¢v) = grade x v + ¢(rotv)
6. rot(rotv) = grad(divv) — Av



Motivation

Beobachtung: Aus jedem Skalarfeld ¢ kann mittels V-Operator
ein Vektorfeld v erzeugt werden, mit grad¢ = v.

Frage: Geht das umgekehrt auch?

Definition: (Potential, Potentialfeld)
Sei v ein Vektorfeld und ¢ ein differenzierbares Skalarfeld. Falls gilt

gradg = v,

so nennt man ¢ ein Potential (oder Stammfunktion) von v.
Falls es zu v ein Skalarfeld mit obiger Eigenschaft gibt, so nennt
man v ein Potentialfeld (oder Gradientenfeld, oder konservatives Feld).

Vereinbarungen:
e Sei t ein Kurvenparameter (nicht notwendig die Zeit).

e Verwende die Schreibweise % = i fiir die Ableitung nach ¢.



Beobachtung: Aus jedem Skalarfeld ¢ kann mittels V-Operator
ein Vektorfeld v erzeugt werden, mit gradg = v.

Frage: Geht das umgekehrt auch?

Definition: (Potential, Potentialfeld)
Sei v ein Vektorfeld und ¢ ein differenzierbares Skalarfeld. Falls gilt

gradg = v,

so nennt man ¢ ein Potential (oder Stammfunktion) von v.
Falls es zu v ein Skalarfeld mit obiger Eigenschaft gibt, so nennt
man v ein Potentialfeld (oder Gradientenfeld, oder konservatives Feld).
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Vereinbarungen:

e Sei t ein Kurvenparameter (nicht notwendig die Zeit).

dx

e Verwende die Schreibweise 7% = & fur die Ableitung nach ¢.



Exkurs
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Zusammenfassung: {Algorithmas “Cr skalores Kurvenintugrs )
1 Parametriserung car Kure o : iy, 5, — R*

2 Rerachaung der Funkrianswarta £

1 Bererhaung vor 5ith

2. Berechwng des Karveninsgrals |, NSO
DeHnirion: o sles Kaneameg |
R o £ e etre N el & L bl K
- detes e Veturnd
ermehaingen, S o et -1,
riner
[——
+ Vaeres Begeadement: da = 1(f) &
+ S Ko sea m Kaneratices Deen debire

Jxoae Y ke
IR S————

fra

ey geecriossans Kuve (€0



Erinnerung:
Sei y(t) = (z1(t), z2(t))" eine Kurve im R2.

e Das skalare Bogenelement ds der Kurve ist gegeben:

ds = \/2% + @3dt = |¥(t)|dt.

e Die Bogenlange s(t) des Kurvenstiicks zum Parameterintervall [t,,t] ist:

t t
stz/ :i:2+:i:2dt:/ A (t)|dt.
(t) ta\/l > tal()l

e Die Bogenlange der gesamten Kurve ist:

te te
L= / ds = / \/ 12 + 23dt = / 1y(t)|dt.
7 . 1 2 .

e Entsprechende Verallgemeinerungen fur Kurven v im R" sollen gelten.



Definition: (skalares Kurvenintegral einer Funktion)
Sei v : [ta,te] — R™, eine Kurve und f : v([ta,te]) — R eine auf der Kurve ~

stetige Funktion. Dann heiBt

/fds—/f (t)|dt.

das skalare Kurvenintegral der Funktion f.



Bemerkung: (Riemannsches Integral)
Die Kurvenintegrale konnen im Riemannschen Sinn verstanden werden: Als Gren-
zwert von Riemannschen Summen bei verfeinerten Zerlegungen von [t,, t].

e Zerlegung des Intervalls [t,,t.]:

lo =t <t <---<tph—1 <ty =te.

e Zerlegung der Kurve: v(to),v(t1),. .., Y(tn=1),7(tn).
e Zwischenwerte t3: ¢, <t} <t, (v=1,...,n) mit Kurvenpunkten ~(¢}).

e Mit At, =1, —t,_ erhalte 1(to)
= |y(t,) = y(tu-1)|l = [3(t;)|Aty. X,

e Die Riemannschen Summen:
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Zusammenfassung: (Algorithmus fiir skalares Kurvenintegral)
1. Parametrisierung der Kurve v : [t,,tc] = R”
2. Berechnung der Funktionswerte f(v(t))

3. Berechnung von |¥(?)|

4. Berechnung des Kurvenintegrals [ f ds = ft v (t)]| dt.



Satz: (Rechenregeln fur Kurvenintegrale und Mittelwertsatz)
Sei v : [tq,te] = R™ Kurve und f, g : v[tq,tc] — R stetige Funktionen, sei a € R.
Dann gilt:

1. Additivitat des Integrals: fv(f +g) ds = f7 f ds+ fyg ds,
2. Homogenitat des Integrals: f7 af ds = af7 f ds,
3. Mittelwertsatz: [ f ds = f(v(7))- L,

wobei L die Lange der Kurve und ~(7) ein geeigneter Kurvenpunkt ist.



Definition: (vektorielles Kurvenintegral)

Sei v : [ta,te] — R, eine Kurve und k : ¥([ta,tc]) — R™ ein auf der Kurve
v definiertes stetiges Vektorfeld. Dann wird das Integral des Vektorfeldes (andere
Bezeichnungen: Arbeitsintegral, oder vektorielles Kurvenintegral) durch

[reas= | k(y(8)) - 5(0) de

definiert.



Bemerkungen:
o Vektorielles Bogenelement: ds = (%) dt.

e Sei v Kurve aus m Kurvenstiicken 71, ...,7m,. Dann definiere

/k-dszzi/ k - ds.
Y i=1 i

o Ist v geschlossene Kurve (d.h. v(t,) = v(tc)), dann verwende Nomenklatur

j{k-ds
¥



Satz: (Rechenregeln fiir vektorielle Kurvenintegrale)

Sei v : [ta,te] — R™ Kurve und vi,ve,v : y[te,te] — R™ stetige Vektorfelder,
sowie o € R. Dann gilt:

1. f,Y(Vl -|-V2) -ds = fnyl . dS—l— f7V2 . dS,
2. Homogenitat des Integrals: f,y av -ds = O‘fvv - ds,

3. Ist v* die Kurve, die aus v durch Umkehrung des Durchlaufsinns hervorgeht
(v*(t) :==(ta +te — 1), t € [ta,te]), so folgt

/ V-ds:—/v-ds
v g

wobei L die Lange der Kurve und ~(7) ein geeigneter Kurvenpunkt ist.



Potentialfelder

Satz: (Erster Hanptsatz fiir Potentialfeldzr)
Sei D¢ R™ein Gevel und v - D — R® 2in Potentialfele mit Stammfunkiion |
d.h. gracf = v. Dann gilz fur jede in £2 verlaufende Kurve 3 ]

f’v-ds= 1 i 0

Satz: [Kurvenintegra'e unc Potentialfelder) D,eﬁmtmm (Doppelpunktff:ethglt) .
S¢i 0 87 ein Gebier, 7 1, » X" cine Kur in D und v i L2 ¢ E® cin Eine Kurve v : [t,, .| — E" heiBt doppelpunktfrei, wenn
stetiges Vextorfeld, Dann sind folgends Aussazen aquivalent:

Yt} # lts) Tl Lo Gk € [tente)

und ¥(ta) # ~(t) fir b € [to, 1]

1. W bhi

it des Kurven Is: Fur alle Kurven 5 hangt ‘f_x veds

BIES
nur vom Anfangs- und Endpunkt der Kurve abs.

2. Filr alle gescalossenen Kurven {dh. itz = (1) ist § v-da=1. _ (\
3. v ist <in Potentizlfe/d. © / \ v

Ziel: Finde hinreichende Kriterien fur Gradientenfelder!

Definition. {Einfach euzammeahingendes Gebiel)
Satz: (zweter Hauptsatz fur Potentialfelder) - e D R [y iBL & nTac ammenhi ierbar
52 st i G (0 2) D X Rk e o -yt ioriy iy
statig, dfferenziertares Vektorfeld Joe & peeip : 64 ®

Dann ist v genau dann ein Potentialfeld, wena die Jacobi-Matrix Jy (x) fiir alle cusamimen gecozen werden kann.
X € 1) symmetrach it

Jo(x) = J(x) (4]

Bemerkungen.

o Die Fordarung nach Symmetde van J, 13 aenat man Ietegrasilittsiecinang

eTwro-tste

v matrie Scuiv

< 2ur Glaichung

solvix; = 0.
Nichz 2infach zusammerhingende Cebiete in K unc -
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Satz: (Erster Hauptsatz fiir Potentialfelder)
Sei D C R™ ein Gebiet und v : D — R" ein Potentialfeld mit Stammfunktion f,
d.h. gradf = v. Dann gilt fiir jede in D verlaufende Kurve v : [t,,te] = R"”

2,

/ v-ds = f(y(t)) — f(r(ta)).

Definition:
v - L 7 ain Eine Kurve -



Satz: (Kurvenintegrale und Potentialfelder)
Sei D C R™ ein Gebiet, v : [tq,tc] — R™ eine Kurve in D und v : D — R" ein
stetiges Vektorfeld. Dann sind folgende Aussagen aquivalent:

1. Wegunabhangigkeit des Kurvenintegrals: Fur alle Kurven v hangt f,yv - ds
nur vom Anfangs- und Endpunkt der Kurve ab.

2. Fiir alle geschlossenen Kurven (d.h. y(t,) = y(t.)) ist $,v-ds =0.

3. v ist ein Potentialfeld. e

Ziel: Finde hinreichende Kriterien fur Gradientenfelder!



Definition: (Doppelpunktfreiheit)
Eine Kurve v : [ty, te] — R™ heiBt doppelpunktfrei, wenn

/Y(tl) 7é /Y(tQ) v tl 7é t27 t17t2 S [ta7t6]7

und y(ty) # ~(t) fur t € [ty te].

Doppelpunkt

Y2

71



Definition: (Einfach zusammenhangendes Gebiet)
Ein Gebiet D C R™ (n > 2) heiBt einfach zusammenhangend oder kontrahierbar,

wenn jede geschlossene, doppelpunktfreie Kurve in D stetig auf einen Punkt x € D
zusammen gezogen werden kann.

Nicht einfach zusammenhangende Gebiete in R? und R?



Satz: (zweiter Hauptsatz fiir Potentialfelder)

Sei D C R"™ ein einfach zusammenhangendes Gebiet (n > 2) und v : D — R” ein
stetig differenzierteres Vektorfeld.

Dann ist v genau dann ein Potentialfeld, wenn die Jacobi-Matrix J,(x) fur alle
x € D symmetrisch ist

Jo(x) = Jy(x)7. o

Bemerkungen:
e Die Forderung nach Symmetrie von J, (x) nennt man Integrabilitatsbedinung.

e Furn = 3 ist die Symmetrie aquivalent zur Gleichung

rotv(x) = 0.
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