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Definition: (Riemannsches Flachenintegral)

® Sei f auf einem regularen Bereich B C R* definiert und beschrinkt. Dann
heiBt f iiber [ im Riemannschen Sinn integrierbar, wenn die Folge der Rie-
mannschen Zwischensummen (S{f, Z;)) fir jede zuldssige Folge von Zer-

legungen ((Z;)) und jede Wahl der Zwisch kte x; gegen d Gren-
2wert | konvergiert.

® Der G t I heiBt Ri hes Flachenintegral der Funktion f iber
dem Bereich 3 und man schreibt:

/;]dF=/ﬂ/(z.y) dF=]nf(x,y] drdy == I.

Definition: {Normalbereiche)

o Ein Bersich B © B heiit Normalbereich vom Typ 1, wenn es eln abgeschlossenes Satz: (Flicheni | iber Normalbereich)
Intervall fa. & und zwei stetig difi ‘bare Funktionen g, : a4 — 12 gibt mit 1. Sei B = {(z,y)" : x € [a,8],9(x) = y < h{z)} ein Normalbereich vom Typ
i) = bl ¥ & (8], und By = {(n, ?;JT r & gin) £y £ ). 1lund f: B —» R stetige (beschrankte) Funktion ist, so gilt:

o phix)
o Ein Bereich 3, C K? neit Normalbereich vom Typ 2. wenn es &in abgeschlossznes ./; fdF= /.. -/m-) Jl dudz.
Intervall ‘. d und zwei stetig diff bare Funktionen g,k : [n.d) — I gibt mit

2. Sei B = {{z,y)" -y e [e.d],gly) < x < k{y)} ein Normalbereich vom Typ

afw) = hiyh ¥y © led), und By il su < fed) gyl S o kil 2und f: B -5 R stetige (beschrinkte) Funktion ist, so gilt:
@ phiy)
: P f far - / /’ [, y) dady.
IR & Je Jain
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Corollar: {Flicheantageal uber Vareinigung von MNormalereichen)

Sei B3 ein Bereich. der sich als encliche Veereinigung B = L,f_l B; von Nermalbere-
ichen Li; des Typs 1 oder 2 darstellen lésst [fir§ /4 gefte 3 (21150 0). Dann
gilt fir § 1 B — B stelige (beschriinkte) Funk

L JaF = 2_:)[5 Lo




Satz: (Eigenschaften von messbaren Mengen und Jordan-Inhalt)
1. Jede Teilmenge einer Nullmenge ist eine Nullmenge.

2. Die beschrinkte Menge M C R? ist genau dann messbar, wenn der Rand
OM von M messbar ist und F(OM) = 0 gilt.

Jedes regulare Kurvenstiick im R? ist eine Nullmenge.

Durchschnitt und Vereinigung zweier messbarer Mengen sind wieder messbar.

Wenn M und N messbar sind, dann auch M\N.

S o AW

Wenn M und N messbar sind und M C N, dann gilt F(M) < F(N)
(Monotonie).

7. Wenn M und N messbar sind und M NN = (), dann gilt FF(M UN) =
F(M) + F(N) (Additivitat).



Definition: (Regularer Bereich)
Eine beschrankte Menge B C R? heiBt regularer Bereich, wenn

1. B abgeschlossen ist,

2. das innere von B (also B\0B) ein Gebiet ist,

3. der Rand OB von B aus endlich vielen regularen Kurvenstiicken besteht.



essbar sind und M N /N = {), dann gilt F(M UN) =
fitivitat).

Definition: (Riemannsches Flachenintegral)

e Sei f auf einem regularen Bereich B C R? definiert und beschrankt. Dann
heiBt f uber B im Riemannschen Sinn integrierbar, wenn die Folge der Rie-
mannschen Zwischensummen (S(f, Zx)) fiir jede zuldssige Folge von Zer-
legungen ((Zx)) und jede Wahl der Zwischenpunkte x; gegen denselben Gren-
zwert I konvergiert.

e Der Grenzwert I heiBt Riemnannsches Flachenintegral der Funktion f uber
dem Bereich B und man schreibt:

/B fdF = /B f(z,y) dF = /B f(z,y) dody = 1.



Definition: (Normalbereiche)

e Ein Bereich B; C R? heiBt Normalbereich vom Typ 1, wenn es ein abgeschlossenes
Intervall [a, b] und zwei stetig diff'bare Funktionen g, h : [a,b] — R gibt mit

g(x) < h(z) Vz € [a,b], und By ={(z,y)" : z € [a,b],9(z) <y < h(z)}).

e Ein Bereich By C R? heiBt Normalbereich vom Typ 2, wenn es ein abgeschlossenes
Intervall [c, d] und zwei stetig diff'bare Funktionen g, h : [¢,d] — R gibt mit

9(y) < h(y) Vy € [¢,d], und By ={(z,y)" :y € [c,d],g(y) <z < h(y)}.

Corollar: (Flachenintegral iiber Vereir



Satz: (Flachenintegral liber Normalbereich)

1. Sei B={(z,y)' :z € [a,b],9(x) <y < h(z)} ein Normalbereich vom Typ
1 und f: B — R stetige (beschrankte) Funktion ist, so gilt:

h(w)
/de / / f(x,y) dydx.
g(z)

2. Sei B={(z,y)" :y € [c,d],9(y) <z < h(y)} ein Normalbereich vom Typ
2 und f: B — R stetige (beschrankte) Funktion ist, so gilt:

h(y)
/de / / f(x,y) dxdy.
9(y)



/.5 /,

Corollar: (Flachenintegral tuiber Vereinigung von Normalbereichen)

Sei B ein Bereich, der sich als endliche Vereinigung B = U;C:1 B; von Normalbere-
ichen B, des Typs 1 oder 2 darstellen lasst (fiir ¢ # j gelte F(B; N B;) = 0). Dann
gilt fir f : B — R stetige (beschrankte) Funktion:

/deF:jz;/ijdF.



Kurven- und Fldchenintegrale
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Satz: (Satz von Green)

Sei D  R? ein Gebiet und B C D ein Bereich mit positiv orientiertem Rand 88
(bestehend aus endlich vielen geschlossenen Kurven). Sei weiter v : D — R? ein
stetig diff"bares Vertorfeld

Dann gilt:
dx = [ [dva(z.w)  Oduvilx.w)
[’ "v dx ./n [ Br oy ]dF.
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Ziel: Zusammenhang zwischen
e Flachenintegral uber Bereich

e Kurvenintegral uber Randkurve des Bereiches



Definition: (Orientierung)
Sei B C R? ein Bereich mit dem Rand OB, der aus endlich vielen Geschlossenen

Kurven ~1,...,7, bestehe. Die Kurven seien parametrisiert, so dass fur jede von

thnen eine Durchlaufrichtung definiert ist.
Dann heiBt 0B positiv orientiert, wenn beim Durchlaufen jeder einzelnen Randkurve

v; (7 =1,...,k) der Bereich B zur Linken liegt.



Satz: (Satz von Green)

Sei D C R? ein Gebiet und B C D ein Bereich mit positiv orientiertem Rand 0B

(bestehend aus endlich vielen geschlossenen Kurven). Sei weiter v : D — R? ein
stetig diff'bares Vertorfeld.

Dann gilt:
/ V,dx:/ l(‘?vz(w,y)_am(fv,y) IR
OB B oz Yy




Bemerkungen:
e Beobachtung: % — %—’;1 = rotv fiir v = (vy,v2,0)' ebenes Vektorfeld!

e Folgerung: In einem einfach zusammenhangenden Gebiet D verschwindet das
Arbeitsintegral eines rotationsfreien ebenen Vertorfeldes langs einer beliebigen
in D verlaufenden geschlossenen Kurve.

e D.h. Aus der Rotationsfreiheit folgt die Wegunabhangigkeit (siehe Satz tiber
Kurvenintegrale und Potentialfelder).

e Aussage des Satzes: Unter geringen Voraussetzungen kann ein Flachen- in
ein Linienintegral umgewandelt werden (und umgekehrt).



Beobachtung:

Sei D C R? ein Gebiet und B C D ein Bereich mit geschlossener, positiv orientierter
Randkurve v(t) = (z(t),y(t)) ", t € [ta,t.] auf OB.

Der nach auBen gerichtete Normalenvektor n(t) an 9B ist gegeben durch

L (i
0= () et

Damit ist n(t) x 4 = |¥|es, das heiBt n, 4 und e3 bilden ein Rechtssystem.

Folgerung:



Folgerung:
Mit den obigen Bezeichnungen und u : D — R einer zweimal stetig diff’baren
Funktion lasst sich v wiefolgt bilden:

_ [y g _ Our _ _
V_<U;c) = 9 By = Ugg + Uyy = Au.

Mit dem Satz von Green folgt dann

/BAu iF = /an-dx:/ta v(v(t)) - 4(t) dt
- / " gradu(y(t)) - n(t)|3(t)] dt

= [ k) ar

ta

ou
_ }é Gmttyds.

e Das Flachenintegral von Au iiber B lasst sich umwandeln in das Kurveninte-
gral von g—:‘l uber dem Rand 0B.

e Falls u in B die Differentialgleichung Au = 0 erfullt, verschwindet das Kur-
venintegral.




Satz: (Flacheninhaltsformel)

Sei B ein Bereich, dessen Rand 0B durch eine doppelpunktfreie geschlossene und
positiv orientierte Kurve v : [tq,t.] — R2, v(t) = (x(t),y(t))", gegeben ist.

Dann gilt fur den Flacheninhalt F'(b):



Lehrevaluation

https ://checking.tuhh.de/ce/158025d2/de.html



Transformationsformel

Varbemerkung:
Fur [ : X — R hallen wir die Subsliluionsreg

gel

- ST deit)
/ JSiw) da — / _f'lolfol,lT db, o= Glil, ¢ injektiv
Ja Seta)

kennen gelernt.

Ziel: Verall inerung auf De lintegrale!

Detinition: (Koordi mation)
Seien 12, )" = K* zwei Gebiete. Eine zweimal stetig diff'bare Funkzion

x: D 1, xiwa = (x':u,t'})
: N i, v)

aeiflt Koordinatentransformation, wenn die Abbildung x injektiv ist und wenn fur
alle (w,v} ¢ D die Funktionzldeterminante

6(.1-.;:,] = det{dulu, v} = der Zalt ) Tolu, ﬂ{ #0
A, ) Wolww)  pelu, vl

Satz: (Transformationsregel fiir Flachenintegrale)
Sei B C R? regularer Bereich und x : B — B’ € R? Koordinatentransformation.
Dann gilt fir jede auf B’ stetige Funktion f: B' —» E

-[:(B)f dF = ‘/;’ flz,y) dedy = /Bf(:r(u, v), y(u,v)) |ZEZ:Z” dudu.

o



Vorbemerkung:
Fur f : R — R hatten wir die

b ¢~ (b)
/ f(z) dz = / FON P a1,z = o(), o inekcti
a ¢~ 1(a)

kennen gelernt.

Ziel: Verallgemeinerung auf Doppelintegrale!



Definition: (Koordinatentransformation)
Seien D, D’ C R? zwei Gebiete. Eine zweimal stetig diff'bare Funktion

x:D— D', x(u,v)= (””(“’“)>

heiBt Koordinatentransformation, wenn die Abbildung x injektiv ist und wenn fur
alle (u,v)" € D die Funktionaldeterminante

oz,y) o wo)) — de Ty (U, v)  Ty(u,v)
3w, ) = det(Jx(u,v)) = det (yu(u,’u) yv(u,v)) # 0.




Satz: (Transformationsregel fir Flachenintegrale)
Sei B C R? regularer Bereich und x : B — B’ C R? Koordinatentransformation.
Dann gilt fiir jede auf B’ stetige Funktion f: B’ - R

O(z,y)

/}((3) [ dF = . f(z,y) dedy = Lf(:v(U, v), y(u,v)) |8(u,fu) dudw.
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