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Punktmengen und Stetigkeit im Rn
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Punktmengen im Rn
Buch Kap. 5.1

Definition 5.1: (Länge, Abstand)
Sei x ∈ Rn.

|x| :=
√

x2
1 + x2

2 + ...+ x2
n heißt Länge von x,

d := |x− y| heißt Abstand zwischen x und y.

Definition 5.2: (Kugelumgebungen)
Die Menge

Kx0,r := {x| |x− x0| < r , r ∈ R, r > 0}

heißt offene Kugelumgebung des Punktes x0 mit dem Radius r ,

K x0,r := {x| |x− x0| ≤ r , r ∈ R, r > 0}

entsprechende abgeschlossene Kugelumgebung des Punktes x0
mit dem Radius r .
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Punktmengen im Rn
Buch Kap. 5.1

Beispiele

Analysis III October 16, 2018 8 / 34



Punktmengen im Rn
Buch Kap. 5.1

Definition 5.3: (offen, innerer Punkt)
M ⊂ Rn heißt offen, wenn zu jedem Element x ∈ M eine Umgebung
Kx,r gefunden werden kann, die in der Menge M liegt, also Kx,r ⊂ M.
Ein Punkt x ∈ M heißt innerer Punkt der Menge M, wenn eine
Umgebung Kx ,r existiert, die ganz in der Menge M liegt. Die Menge
aller inneren Punkte der Menge M bezeichnen wir mit M̊.

Definition 5.4: (Häufungspunkt)
Ein Punkt x0 ∈ Rn heißt Häufungspunkt der Menge M ⊂ Rn, wenn in
jeder Umgebung des Punktes x0, also in Kx0,r , r > 0 beliebig, ein
Punkt der Menge M liegt. Das bedeutet

M ∩ Kx0,r 6= ∅ für alle r > 0.
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Punktmengen im Rn
Buch Kap. 5.1

Beispiele
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Punktmengen im Rn
Buch Kap. 5.1

Definition 5.5: (Randpunkt)
Ein Punkt xr heißt Randpunkt der Menge M, falls in jeder Umgebung
Kx,r sowohl mindestens ein Punkt der Menge M liegt als auch ein
Punkt des Rn, der nicht in der Menge M liegt. Die Menge aller
Randpunkte einer Menge bezeichnet man mit ∂M.

Definition 5.6: (abgeschlossene Menge)
M heißt abgeschlossen, falls sie alle ihre Randpunkte enthält.

Definition 5.7: (berschränkt, kompakt)
Die Menge M ⊂ Rn heißt beschränkt, falls es eine Konstante C > 0
gibt, so dass

|x| ≤ C, für alle x ∈ M.

Die Menge M ⊂ Rn heißt kompakt, falls sie beschränkt und
abgeschlossen ist.
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Punktmengen im Rn
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Punktmengen im Rn
Buch Kap. 5.1
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Kurven und Wege im Rn (Rückblick Analysis II)
Buch Kap. 2.12

Definition 2.30 (vergl. Def. 5.13): (Kurve und Weg im Rn)
Sei G ⊂ Rn und [a,b] ⊂ R ein abgeschlossenes Intervall.
Eine Abbildung

x : [a,b]→ G, x =


x1
x2
...
xn

 =: (x1, x2, . . . , xn)T

mit stetigen und stückweise stetig differenzierbaren (bzw. stetig
differenzierbaren) Funktionen xi : [a,b]→ R (i = 1, . . . ,n) heißt Weg
(bzw. Kurve) in G mit dem Anfangspunkt
x(a) = (x1(a), x2(a), . . . , xn(a))T , dem Endpunkt
x(b) = (x1(b), x2(b), . . . , xn(b))T und der Spur {x(t) |a ≤ t ≤ b}.
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Kurven und Wege im Rn (Rückblick Analysis II)
Buch Kap. 5.1

Definition 5.8: (Verbindungsstrecke, Polygonzug)
Die Menge

[x,y] := {z | z = x + s(y− x), s ∈ [0,1]}

heißt Verbindungsstrecke der Punkte x und y.

Mit
[x0, ...,xp] = ∪p

j=1[xj−1,xj ]

bezeichnet man einen Polygonzug, der die Punkte x0, ...,xp jeweils
durch Verbindungsstrecken verbindet.

Der Polygonzug ist ein Weg.
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Kurven im Rn (Rückblick Analysis II) Buch Kap. 5.1

Beispiele
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Punktmengen im Rn
Buch Kap. 5.1

Definition 5.8: (konvex, zusammenhängend)
Eine Menge M heißt zusammenhängend, falls zwei beliebige Punkte x
und y durch einen ganz in M verlaufenden Weg verbunden werden
können.

Eine Menge heißt konvex, falls mit x und y aus M die
Verbindungsstrecke [x,y] ganz in M liegt.

Eine offene und zusammenhängende Menge heißt Gebiet.

Analysis III October 16, 2018 17 / 34
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Folgen im Rn
Buch Kap. 5.1

Definition 5.9: (Folge in Rn)
Sei a : N→ Rn eine Zuordnungsvorschrift (Abbildung), die jeder
natürlichen Zahl k genau ein Element ak ∈ Rn zuordnet. Den
Wertebereich dieser Abbildung nennen wir Folge im Rn und
bezeichnen ihn durch

(ak )k∈N bzw. abkürzend durch (ak ) .
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Folgen im Rn
Buch Kap. 5.1

Definition 5.10: (Limes in Rn)
Sei (ak ), k ∈ N, eine Folge im Rn. a0 ∈ Rn heißt Grenzwert oder Limes
von (ak ) falls für jede Zahl ε > 0 ein Index k0 ∈ N existiert, so dass

|ak − a0| < ε für alle k ≥ k0

gilt.
Wir schreiben dafür

a0 = lim
k→∞

ak oder ak → a0 für k →∞.
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Folgen im Rn
Buch Kap. 5.1

Satz 5.1: (Limes in Rn)
Der Grenzwert einer Folge im Rn existiert genau dann, wenn die
Grenzwerte der Koordinatenfolgen existieren. Für den Grenzwert a0
der Folge (ak ) gilt dann

a0 = lim
k→∞

ak =


limk→∞ a1k
limk→∞ a2k

...
limk→∞ ank

 .
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