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Beweis:

1

Davl,...,v" eine Basis bilden, ist die Matrix Y (¢g) regular, denn

Y(to) = (v'(t0), - -, y'(to)) = (vl V" )
Weiter gilt fiir
YO =3 ey
k=1

offensichtlich )/ /os >/ g /47

Yy = Z o k(t)— Z A BYR(E)
=1

A frmexl QA@)(Z ckyk(z)) = AW
k=1

Also ist y(t) eine Lésung.
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Die inhomogene Gleichung

Wir betrachten das Anfangswertproblem

Y1) = A@®y®) +h(D)

v(to) = vyo
Zur Lésung der inhomogenen Gleichung verwenden wir wie im skalaren
Fall die Variation der Konstanten: Ls
- 2
y(&) =Y(t) c(t) 7
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et 1 e
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Einsetzen ergibt:

y'(t)
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Jie Funktion y (¢) = Y (t) c(t) l6st die inhomogene Gleichung, falls:
Beweis: (Fortsetzung)

) Sei nun y*(t) eine Losung der Differentialgleichung. Dann setzen wir

Da Y(t) reguldr ist, kdnnen wir dies auch in der Form
() =YL () h(t) & ¢ =Y (1) "'y (to)

P ._ * bai & .
schreiben. Durch Integration erhalt man Dann sind y*(t) und Mbelde Losungen des Anfangswert

. problems — S e
’ * ¥ 7
W =co+ [ Y@ n()dr YO =AWY©),  ylto) =v'(to) = Y] Y= Y& VR
io Da die Lésung aber eindeutig ist, folgt y*(t) = y(t). Also gilt L_\’_T\—/

Satz: Die allgemeine Lésung der inhomogenen Gleichung lautet:

4 V) = Y () < :7‘*@0;
+j Damit ist Teil 1) gezeigt.
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Beweis: (Fortsetzung) Wronski-Determinante
Teil 2) des Satzes besagt, dass Y(¢) fir alle t = R regular ist: Die C1-Funktion
Sei dazu t; # tg fest. Wir zeigen dann folgende Aussage: } 3 W (t) = det (Y(£))
4 E,L - -
1 . o1 = [

Yy €R"3ceR" : Y(t1)c=y )/ Y " nennt man die Wronski—Determinante der linearen Differentialgleichung
denn dann ist Y (¢ ) regular. zum Fundamentalsystems Y ().
Betrachten wir das Anfangswertproblem Die Wronski-Determinante ist selbst Lésung einer (skalaren) linearen

Y () = A)y(t), yv(t1) =y?! DGL, es gilt namlich: 4&/ .
so existiert stets eine eindeutige Lésung, die nach Teil 1) in der Form VV’(t} = Spur (A(t)) . VV(t) 5'91,./\ “
y(#)=Y({#)c Mittels Trennung der Variablen erhalt man die Lésungsdarstellung ,Z Q;; étj
k=n

mit einem geeigneten ¢ € R geschrieben werden kann.
Firt = t; giltdann:

t
W(t) = W (o) exp ( f Spur (A(mm)

to

Wro = w40 ¥

Y(t1)e=yt
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Kapitel 3: Lineare Differentialgleichungen Die homogene Gleichung
31 Systeme erster Ordnung Wir betrachten das Anfangswertproblem
Explizites lineares Differentialgleichungssystem erster Ordnung: Y(t) = A@)y(t)
) V'(t) = A()y(t) + h(t) . . ¥(to) = ¥o
wobei A(t) € RO und h() £ R stetige Funktionen in ¢ sind. == [/'75"1‘ h[‘ Die Lésung ¥(t; to, yo) ist ein Element cles Vektorraums R”.
Das zugehérige Anfangswertproblem mit Anfangswerten (to,yo) € R?+1 Basisdarstellung:
besitzt eine eindeutig bestimmte Losung y(t; tg,yo), die fir alle ¢t € R Seivl,...,v" eine Basis des R". Dann gilt
erklart ist. Zn: i
) - ) y(tito,v0) = > a(t)v:
Satz: Die allgemeine Lésung der DGL (1) ist gegeben durch _— =1
¥(£) = yp(t) + vi,(t) mit der Anfangsbedingung:
W.(.)bel vp(t) eine spezielle L?sung t{er inhomogenen, y;,(t) die allgemeine \/ (-}ﬂ .7{:‘\7)] = yo= Z Q(Q)Vk
Lésung der homogenen GIa/r:hun ist. 5 . / k=1
Ye Ye = /4
7
&etYn)
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Das Reduktionsverfahren:

Annahme: Es sei eine Lésung y™(t) des gegebenen Systems bekannt.
Idee: Setze y"(t) als letzte Spalte einer Fundamentalmatrix und redu-
ziere damit die Dimension.

Ansatz: Such L6 inder F
nsa uche neue Losung In aer Form UML&']’I e
v(t) = wa(t)y"(t) +2(t), wn(t) €R [A[h(-/)‘ z )
wobei wir annehmen, dass y7(t) 7= O gilt. w44
d
Vi) = wpy"+ nEy" z

wpy" Huwp Ay 2/

A (wny™ + 2) — Az + why™" +i
72— Az + w,’ly”’
o0
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Wir setzen

1
= (ﬂn1z1 +. o ann-1zn-1)
i

Dann I8st z,,(t) die lineare, homogene Gleichunnd wir
konnen die einfachste Losung dieser Gleichung wahlen, namlich

zn(t) =0
Damit erhalten wir fir 2q,..., z,,—1 das reduzierte System: Umélﬁ &A ") B~
n-1 n /
Yi
2z = Y agz— { Wi
k=1
n—1 n
¥
= z (HJ\' - "‘nkT,) 2k 2 [ é_,
k=1 Yn 2
Y —t
ni -R
= Z E_)Lk:’"
k=1= 4 20
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Bespiel: Der Vekto ist eine Losung von no 2
dfuy ) _ 01 Y1
dt \ v2 -1t Y2
Anwendung des Reduktionsverfahrens: <)
/2 =

Daraus folgt die Gleichu

t
(1) = Zar=— [
w(t) = f{tmyszf tfe dr
o

2
[ro = wo(1)+(“7)
Fundamentalsystem: (Y (t) = (y1(t),¥2(1))-
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Daraus folgt:
vV=Ay & (Z=Az-w)y"

d.h. unser Ansatz fiir y(t) ist eine Lsung, falls z(t) eine Lésung des li-
nearen, inhomogenen Systems

z = Az — wﬁ.‘_y”
ist.

Die komponentenweise Darstellung dieses Systems lautet

n
Ho‘”"]” =3 apzmp—wpyl, i=1,...,n

k=1
Wir haben noch die Freiheit wy, (t) zu wahlen: DGL fiir z,(t) ist

’ /
h’jte 2, = an121 4 ...+ Gnpzn — Wy,

LI, —on
’
Hon = anpzn@ wpYy +an121+ .t 1201
—

'S
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Reduktionsverfahren: \7
L
1) Man setze:
e
big 1= G — A, Lk=1,...,n—1
Yn

2) Man bestimme die (allgemeine) Losung des Systems

L0=B0 0. O FED) 2,20

3) Zu jeder Lésung z(i) = O istdann

Y@ = u'n(f)y"(t)ﬁ»(zg’)) mit

t
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Idee:
Betrachte die folgenden n Anfangswertprobleme (k =1,...,n)
d 3
SV = AWy ©)
vi(to) = ¥* (waH */a)
Definiere die Fundamentalmatrix bzw. das Fundamentalsystem . \
)
Y() = (A0, @Y e RO Yh | (V1Y )

Satz: Die Matrix Y (t) € R(""™) sei ein (beliebiges) Fundamentalsystem.
Dann gilt:
1) Die allgemeine Lésung der homogenen Gleichung lautet:
n
v =Y(W) c= Y ayft), ceR"
k=1
2) Die Fundamentalmatrix ist fur alle ¢ € R regular.

Tt) = (V= V) agpet,
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