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Aufgabe 1)

a) Gegeben ist die Randwertaufgabe
2y — 3zy’ + 3y = h(x) r €]l,2]

y(1) +y'(1) =m
y(2> + Oéy/(2> =72 a,71, V2 € R.
(i) Bestimmen Sie die allgemeine Losung der homogenen Differentialglei-
chung
22y" —3zy' + 3y =0 r€]l,2]
mit Hilfe des Ansatzes y(x) = 2".

(ii) Fiir welche Werte von « ist die Randwertaufgabe fiir beliebige 1, 72 €
R und beliebige auf dem Intervall [1,2] stetige Funktionen h(z) ein-
deutig l6sbar?

b) Gegeben ist die inhomogene Differentialgleichung
y'(z) = cos(x)y(z) + xe@
(i) Bestimmen Sie die allgemeine Losung der zugehorigen homogenen Dif-

ferentialgleichung.

(ii) Bestimmen Sie die allgemeine Losung der inhomogenen Differential-
gleichung mittels Variation der Konstanten.

Losung zur Aufgabe 1

a) (i) [2 Punkte] Einsetzen des Ansatzes in die Dgl. ergibt
" (k(k—1)—-3k+3)=0<+= k=1V k=3

Die Funktionen

vi(x) =z, Yo () = z?

sind Losungen der homogenen Differentialgleichung.

Die beiden Losungen bilden ein Fundamentalsystem.

(ii) [4 Punkte]

(v1) (1) ) =2
Ri(y2) =92(1) +42'(1) = 4,
Ro(y1) =p1(2) + ayn'(2) =2+,
Ro(y2) =v2(2) + aya'(2) =8+ 12a
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Die RWA ist genau dann fiir alle v;,7, € R, h(x) eindeutig l6sbar,
wenn die Martrix

R — Ri(y1) Ra(ye) _ 2 4
C o \Fa(y1) Ra(ye) 2+a 8+ 12a
regulér ist. Also genau dann, wenn

2
detR=8—|—20a7é0<:>oz7é—g.

b) (i) [2 Punkte]
Homogene Differentialgleichung:

d d
% = cos(z) yp, = / % = /cos(x)dx

Wir erhalten also
In|ys| = sin(z) + k < yp(z) = c- @ cER.
(ii) [2 Punkte] Variation der Konstanten liefert

Cl(l,)esin(a:) _ xesin(z) é C,(l') —

Man kann also C(l‘) = 302_2 wahlen und erhilt yp(l') - % . eSin(x)

Die allgemeine Losung der inhomogenen Aufgabe ist

y(l') = c- 6sin(:):) + % . 6sin(:):)
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Aufgabe 2: Gegeben ist das Variationsproblem: Minimiere das Funktional

2
Ty = / e ((y")? — ) + 6ty dt
0
unter allen C'-Funktionen y = y(t) mit y(0) = —1.

a) Stellen Sie die zugehorige Euler-Lagrange-Gleichung auf, und geben Sie die
natiirliche Randbedingung an.

b) Losen Sie die sich aus Teil a) ergebende Randwertaufgabe.

Losungsskizze:

a) Sei f(t,y,y) = e ?(y? —y?) + 6ty’, dann lautet die Euler-Lagrange-
Gleichung [2 Punkte]

d d
fy— —fy = —2ye % — o [2y'e% + 6t]
= —2ye % — 2y e + 4yl — 6 = 0.

Neben der gegebenen Randbedingung y(0) = —1 ist die natiirliche Rand-
bedingung [1 Punkt]

fy(2,9(2),9(2) =0 = 2/(2)e " +12=0
zu erfiillen. Damit erhalten wir das folgende inhomogene Randwertproblem

y// . 2y/ +y — —3€2t,
y(0) = —1, 7/(2) = —6e.

b) Wir bilden das charakteristische Polynom der homogene DGL:

y//_2y/—|—y:() e )\2—2)\+1:O
— )\nglﬂ:\/l—l:l. [1 Punkt]

Die Losung der homogenen Gleichung lautet daher
yn = ae' + Bte’. [1 Punkt]
Als speziellen Ansatz fiir die partikuldre Losung wéhlen wir

y =7e” =y =2ve¢", y) =4ve*. [1 Punkt]
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Einsetzen in die DGL liefert die Bedingung
4y —2-2v+vy=-3 = v =—-3.[1 Punkt]

Damit gilt
y(t) = ae’ + Bte' — 3e*

sowie
Y (t) = ae’ + B(t + 1)e" — 6e*.

Die Randbedingung y(0) = —1 liefert o =2, [1 Punkt]
die natiirliche Randbedingung fiihrt zu

2
' (2) = 2¢% + 38> — 6e* = —6¢' = B= —5» [1 Punk]

also insgesamt

2
y(t) = 2e" — gtet — 3e*. [1 Punkt]



