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Aufgabe 1:

a) Ermitteln Sie die allgemeine Lösung der Differentialgleichung

y′(t) + 4t y(t) = e−2t2 cos(t) .

b) Bestimmen Sie mittels Laplace-Transformation die Lösung der Anfangs-
wertaufgabe

y′′(t) + y′(t) = h2(t) δ(t− 2)

mit
y(0) = y′(0) = 0 .

Dabei bezeichne δ die Diracsche Delta Distribution.

Lösung:

a) y′(t) + 4t y(t) = e−2t2 cos(t) .

Lösung der homogenen Aufgabe:

dyh

dt
= −4t · yh ⇐⇒

∫

dyh

yh
= −

∫

4t dt ⇐⇒ ln |yh| = −2t2 + k =⇒

yh = c · e−2t2 , c ∈ R [2 Punkte]

Lösung der inhomogenen DGL (Variation der Konstanten)

yp(t) := c(t)e−2t2 DGL
−→ c ′(t)e−2t2 !

= e−2t2 cos(t). [1 Punkt]

Wir erhalten also mit

c ′(t) = cos(t) z.B. c(t) = sin(t), yp(t) = sin(t)e−2t2

und

y(t) = (c + sin(t)) e−2t2 [2 Punkte]

b) Es sei Y = L(y) das Bild von y unter der Laplace-Transformation ( y ◦—•Y ).

Dann gilt y′ ◦—• sY − y(0) = sY ,

y′′ ◦—• s2Y − sy(0)− y′(0) = s2Y , δ(t− 2) ◦—• e−2s

Die Laplace Transformation der Gleichung ergibt also

s2Y (s) + sY (s) = e−2s. [2 Punkte]

Damit ist also

(s2 + s)Y (s) = e−2s ⇐⇒ Y (s) =
e−2s

s(s+ 1)
[1 Punkt]

Partialbruchzerlegung von 1
s(s+1)

:

1

s(s+ 1)
=

a

s
+

b

s + 1
−→ a(s + 1) + bs = 1

s = 0 =⇒ a = 1, s = −1 =⇒ b = −1 . [1 Punkt]



Differentialgleichungen I, WS 2012/2013, 07.02.2013 (Oberle) 3

Wir erhalten also

L−1

(

1

s(s+ 1)

)

= L−1

(

1

s

)

− L−1

(

1

s+ 1

)

= 1− e−t.

Mit der (inversen) Verschiebungseigenschaft der Laplace Transformation,
also

L−1
(

U(s)e−as
)

= ha(t)u(t− a)

ist mit a = 2

y(t) = L−1

(

e−2s

s(s+ 1)

)

= h2(t)
(

1− e−(t−2)
)

[1 Punkt]

ALTERNATIV: z = y ′ , Differentialgleichung erster Ordnung transfor-
mieren, nach der Rücktransformation integrieren und an Anfangswert an-
passen.
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Aufgabe 2:

a) Gegeben ist das Variationsproblem: Minimiere das Funktional

I[y] :=

∫ 1

0

e2t
(

yt−
1

4
(y ′)2

)

dt

unter allen C1 -Funktionen y = y(t) mit y(0) = 0 .

Stellen Sie die zugehörige Euler-Lagrange-Differentialgleichung auf und ge-
ben Sie die natürliche Randbedingung an.

b) Lösen Sie die Randwertaufgabe

y ′′(t) + 2y ′(t) = − 2t ,

y(0) = 0, y ′(1) = 0.

Lösung:

a) Sei f(t, y, y′) := e2t
(

yt− 1
4
(y ′)2

)

, dann gilt

fy = t e2t , fy ′ = e2t
(

−1
2
y ′
)

[1 Punkt]

und
d
dt
fy ′ = e2t

(

−1
2
y ′′

)

+ 2e2t
(

−1
2
y ′
)

. [1 Punkt]

Damit lautet die Euler-Lagrange-Gleichung

fy −
d

dt
fy ′ = e2t

(

t +
1

2
y ′′ + y ′

)

= 0 . [1 Punkt]

Natürliche Randbedingung:

fy ′(1) = e2
(

−1
2
y ′(1)

) !
= 0 =⇒ y′(1) = 0 . [1 Punkt]

b)
y ′′ + 2y ′ = −2t

y(0) = 0, y′(1) = 0.

Die Differentialgleichung kann direkt oder mit der Substitution z = y′

gelöst werden.

Variante A)

Wir bilden das charakteristische Polynom der homogene DGL:

y′′ + 2y′ = 0 =⇒ λ2 + 2λ = 0

=⇒ λ1 = 0 , λ2 = −2. [1 Punkt]

Die Lösung der homogenen Gleichung lautet daher

yh = c1 + c2e
−2t. [1 Punkt]

Als speziellen Ansatz für die partikuläre Lösung wählen wir

yp = t(a + bt) =⇒ y′p = 2bt + a, y′′p = 2b.
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Einsetzen in die DGL liefert die Bedingung

2b+ 2a+ 4bt = −2t =⇒ b = −
1

2
, a =

1

2
. [1 Punkt]

Damit gilt

y(t) = c1 + c2e
−2t +

t

2
−

t2

2
, y′(t) = −2c2e

−2t +
1

2
− t.

Die Randbedingung y(0)
!
= 0 liefert c2 = −c1 , [1 Punkt]

und die Randbedingung y′(1) = 0 führt zu

y′(1) = −2c2e
−2 +

1

2
− 1

!
= 0 =⇒ c2 = −

e2

4
, [1 Punkt]

also insgesamt

y(t) =
e2

4
−

1

4
e−2t+2 +

t

2
−

t2

2
. [1 Punkt]

Variante B)

y′ = z , z′ + 2z = −2t [1 Punkt]

dzh

dt
= −2zh ⇐⇒

dzh

zh
= −2dt ⇐⇒ ln zh = −2t

zh = ke−2t [1 Punkt]

Ansatz: zp := a + bt

Einsetzen in z′ + 2z = −2t liefert:

b+ 2a+ 2bt = −2t ⇐= b = −1, a = 1
2

[1 Punkt]

Damit erhalten wir z = ke−2t − t+ 1
2
= y′ und

y = k
−2

e−2t − t2

2
+ t

2
+ C [1 Punkt]

Bestimmung von k und C analog zu Variante A): [2 Punkte]


