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Wertung nach PO : zus. mit Analysis III Einzelwertung

Ich bin darüber belehrt worden, dass die von mir zu erbringende Prüfungsleistung
nur dann bewertet wird, wenn die Nachprüfung durch das Zentrale Prüfungsamt
der TUHH meine offizielle Zulassung vor Beginn der Prüfung ergibt.

(Unterschrift)

Lösen Sie die 2 angegebenen Aufgaben. Pro Aufgabe werden 10 Punkte vergeben.
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1

2

∑

=



Differentialgleichungen I, SoSe 2015, 28.08.2015 (Gasser/Kiani) 2

Aufgabe 1: 3 + 7 Punkte

a) Bestimmen Sie die Lösung der Anfangswertaufgabe

y′ = − y2 · e−(x−1) , y(1) =
1

3
.

b) Gegeben sei das nichtlineare Differentialgleichungssystem

y =





y1
y2
y3



 , y ′ =





y′1
y′2
y′3



 = f (y ) =









− 4y1 + y22 − 3y3

y21 − 3y2 + y23

2y1 − 4y42 + y3









.

Untersuchen Sie den Gleichgewichtspunkt y ∗ :=





0
0
0



 auf Stabilität.

Lösung:

a)

dy

dx
= − y2 · e−(x−1)

⇐⇒

∫

dy

−y2
=

∫

e−(x−1) dx

⇐⇒
1

y
= − e−(x−1) + C ⇐⇒ y =

1

C − e−(x−1)

y(1) =
1

3
=⇒ C = 4.

b) J f (y1, y2, y3) =







−4 2y2 −3

2y1 −3 2y3

2 −16y32 1







=⇒ A := J f (0, 0, 0) =







−4 0 −3

0 −3 0

2 0 1






[2 Punkte]
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Eigenwertberechnung:

det(A− λE) = det







−4− λ 0 −3

0 −3 − λ 0

2 0 1− λ







= (−3 − λ)det

(

−4− λ −3

2 1− λ

)

=

= (−3 − λ) · [(−4 − λ)(1− λ) + 6)]

= (−3 − λ)(λ2 + 3λ+ 2) . [2 Punkte]

det(A− λE) = 0 =⇒ λ = −3 ∨
(

λ2 + 3λ+ 2 = 0 ⇐⇒ (λ = −1 ∨ λ = −2)
)

Die Eigenwerte von J f (0, 0, 0) sind also

λ1 = −1, λ2 = −2, λ3 = −3. [2 Punkte]

Die Realteile aller Eigenwerte sind negativ. Der stationäre Punkt ist asym-
ptotisch stabil. [1 Punkt]
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Aufgabe 2: Gegeben sei das Differentialgleichungssystem

y ′ =

(

−6 −4
5 2

)

y +

(

2
−3

)

.

a) Bestimmen Sie ein reelles Fundamentalsystem des zugehörigen homogenen
Differentialgleichungssystems.

b) Bestimmen Sie mit Hilfe eines geeigneten Ansatzes eine partikuläre Lösung
des inhomogenen Systems.

c) Bestimmen Sie die Lösung der zugehörigen Anfangswertaufgabe mit

y (0) =

(

1
−2

)

.

Lösungsskizze Aufgabe 2:

a)

det

(

−6− λ −4
5 2− λ

)

= (−3 − λ)2 + 4.

Die Eigenwerte der Systemmatrix sind gegeben durch

(−6 − λ)(2− λ) + 20 = 0 ⇐⇒ λ2 + 4λ+ 8 = 0 .

Quadratische Ergänzung oder pq-Formel liefern

λ1,2 = −2 ± 2i . (2 Punkte)

Zum Eigenwert λ1 = −2 + 2i errechnet man den Eigenvektor
(

−4− 2i −4
5 4− 2i

)

v =

(

0
0

)

⇐⇒ ((−4− 2i)v1 − 4v2 = 0) ∧ (5v1 + (4− 2i)v2 = 0).

Aus der ersten Gleichungen folgt v2 = (−1− i

2
)v1 .

Die zweite Gleichung liefert (erwartungsgemäß) keine weitere Bedingung.

Als Eigenvektor können wir also

v =

(

2
−2− i

)

( 2 Punkte)

wählen und erhalten die zugehörige Fundamentallösung

z[1](t) = e(−2+2i)t

(

2
−2− i

)

= e−2t(cos(2t) + i sin(2t))

(

2
−2− i

)

(1Punkt)

= e−2t

(

2 cos(2t) + i2 sin(2t)
−2 cos(2t)− i2 sin(2t)− i cos(2t) + sin(2t)

)
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und damit die reellen Lösungen (1Punkt)

y [1](t) = e−2t

(

2 cos(2t)
−2 cos(2t) + sin(2t)

)

, y [2](t) = e−2t

(

2 sin(2t)
−2 sin(2t)− cos(2t)

)

.

Die allgemeine Lösung des homogenen Systems lautet

y h(t) = c1 y
[1](t) + c2 y

[2](t) .

b) Zur Lösung des inhomogenen Systems

y ′ =

(

−6 −4
5 2

)

y +

(

2
−3

)

.

machen wir mit konstanten Zahlen a, b den Ansatz y [p] =

(

a

b

)

und

erhalten
(

0
0

)

=

(

−6 −4
5 2

)

·

(

a

b

)

+

(

2
−3

)

⇐⇒

{

0 = −6a− 4b+ 2 ⇐⇒ 4b = −6a+ 2

0 = 5a+ 2b− 3
2b=−3a+1
⇐⇒ 2a− 2 = 0, a = 1, b = −1

(2 Punkte)

y [p] =

(

1
−1

)

ist also eine partikuläre Lösung des inhomogenen Systems.

Die allgemeine Lösung des inhomogenen Systems lautet

y (t) = y h(t) + y [p](t) = c1 y
[1](t) + c2 y

[2](t) + y [p](t) .

c)

y(0) = c1 e
0

(

2 cos(0)
−2 cos(0) + sin(0)

)

+ c2 e
0

(

2 sin(0)
−2 sin(0)− cos(0)

)

+

(

1
−1

)

!
=

(

1
0

)

⇔

(

2c1 + 1 = 1 =⇒ c1 = 0
−2c1 − c2 − 1 = −2 =⇒ c2 = 1

)

y (t) = e−2t

(

2 sin(2t)
−2 sin(2t)− cos(2t)

)

+

(

1
−1

)

. (2 Punkte)


