


Beispiel 5: Der elektrische Schwingkreis (Fortsetzung).

Der Schwingkreis wird modelliert durch eine Differentialgleichung zweiter
Ordnung:

LC
d2UC

dt2
+ RC

dUC

dt
+ UC = U(t)

Typisch ist die Vorgabe einer Wechselspannung, also U(t) = U0 cos(ωt).

Beobachtung: Anfangswertproblem mit Vorgabe von

UC (t0) = C1 und
dUC

dt
(t0) = C2

Es existiert auch eine Darstellung als System erster Ordnung,

y ′1 = y2

y ′2 = −R

L
y2 −

1

LC
y1 +

1

LC
U

wobei y1 := Uc und y2 := dUC/dt.
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Das Richtungsfeld einer skalaren Gleichung erster Ordnung.

Gegeben sei die Differentialgleichung

y ′(t) = f (t, y(t)) mit y(t) ∈ R

Betrachte an jedem Punkt (t, y) ∈ R2 den Richtungsvektor

v = (1, y ′)T

in der Tangentenrichtung y ′ = f (t, y).

Definition: Ein Tripel (t, y , y ′) ∈ R3, das die Gleichung y ′ = f (t, y)
erfüllt, nennt man ein Linienelement der Differentialgleichung.

Beispiele:

Richtungsfeld der Differentialgleichung y ′ = y .

“Erraten” der Lösung aus einer Skizze des Richtungsfelds: Betrachte die
Differentialgleichung

y ′ = − t

y
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Ein Beispiel zum Richtungsfeld.

Die Linienelemente der Differentialgleichung

y ′ = − t

y

sind gegeben durch die Tripel
(
t, y ,− t

y

)
∈ R3.

Der Richtungsvektor v im Punkt (t, y) ist gegeben durch

v = (1, y ′)T =

(
1,− t

y

)T

und es gilt
v ⊥ r = (t, y)T mit dem Ortsvektor r

Die Lösungen sind (geometrisch gesehen) Kreise in der (t, y)–Ebene

y(t) = ±
√
r2 − t2 (−r < t < r)
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Kapitel 1. Gewöhnliche Differentialgleichungen

1.2 Elementare Lösungsmethoden

In diesem Abschnitt wollen wir uns mit einfachen Methoden zur
Berechnung von Lösungen der folgenden einfachen gewöhnlichen
Differentialgleichungen beschäftigen.

Separierbare Differentialgleichungen

Ähnlichkeitsdifferentialgleichungen

Lineare Differentialgleichungen erster Ordnung

Bernoullische Differentialgleichungen

Riccatische Differentialgleichungen

Exakte Differentialgleichungen
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Typ A: Separierbare Differentialgleichungen.

Gegeben sei die Anfangswertaufgabe{
y ′(t) = f (t) · g(y)
y(t0) = y0

in einem Bereich D ⊂ R2 der (t, y)–Ebene.

Gilt g(y) 6= 0, so lassen sich die Variablen t und y trennen:

y ′

g(y)
= f (t)

Integration unter Verwendung der Substitutionsregel ergibt∫ y

y0

dη

g(η)
=

∫ t

t0

f (τ)dτ
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Separierbare Differentialgleichungen.

Bezeichnen wir mit H(y) eine Stammfunktion von 1/g(y), also

H(y) =

∫
dy

g(y)

so folgt wegen ∫ y

y0

dη

g(η)
=

∫ t

t0

f (τ)dτ

gerade

H(y) = H(y0) +

∫ t

t0

f (τ)dτ

Da g(y) 6= 0, ist die Stammfunktion H(y) injektiv und daher invertierbar:

y(t) = H−1

(
H(y0) +

∫ t

t0

f (τ)dτ

)
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Ein Beispiel für eine separierbare Differentialgleichung.

Wir betrachten die Anfangswertaufgabe{
y ′(t) = −t/y
y(t0) = y0

Trennung der Variablen ergibt

y y ′ = −t ⇒
∫ y

y0

ηdη = −
∫ t

t0

τdτ

Damit folgt

y2

2
− y2

0

2
= −1

2
(t2 − t2

0 ) ⇒ y2 + t2 = y2
0 + t2

0 = r2

Wir erhalten also als Lösung einen Kreis um den Ursprung in der
(t, y)–Ebene mit Radius r2.
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Typ B: Ähnlichkeitsdifferentialgleichungen.

Eine Differentialgleichung der Form

y ′(t) = f
(y
t

)
läßt sich mit Hilfe der Substitution

u(t) :=
y(t)

t

auf eine separierbare Gleichung zurückführen. Wir schreiben

f (u) = y ′(t) = (tu(t))′ = u(t) + tu′(t)

Auflösung nach u′(t) ergibt die separierbare Gleichung

u′(t) =
f (u)− u

t
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Ein Beispiel für eine Ähnlichkeitsdifferentialgleichung.

Gesucht ist die Ortslinie aller Punkte, für die der Tangentenabschnitt auf
der y–Achse gleich dem Abstand des Punktes vom Ursprung ist.

Das Problem wird modelliert durch die zugehörige Differentialgleichung

y − ty ′ =
√
t2 + y2 ⇒ y ′ =

y

t
−
√

1 +
(y
t

)2
.

Wir verwenden die Substitution u = y/t:

u′ = −
√

1 + u2

t

Eine Trennung der Variablen liefert zunächst∫
du√

1 + u2
=

∫
dt

t

und damit
ln
(
u +

√
1 + u2

)
= − ln |t|+ C1
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Fortsetzung des Beispiels.

Aus der Beziehung (siehe Skript Analysis II, Seite 37)

arsinh(u) = ln
(
u +

√
1 + u2

)
folgt

u = sinh(− ln |t|+ C1)

und damit durch Rücksubstitution

y

t
=

1

2

(
eC1

t
− te−C1

)
Wählt man C = eC1 , so erhalten wir

2y = C − t2

C

und es ergibt sich als Lösung die Parabelschar

t2 = C 2 − 2Cy
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Typ C: Lineare Differentialgleichungen erster Ordnung.

Lineare Differentialgleichungen erster Ordnung sind von der Form

y ′(t) + a(t)y(t) = h(t).

Man nennt die Funktion h(t) die Inhomogenität der Gleichung.

Die Differentialgleichung heißt homogen, falls h(t) = 0 gilt.

Die allgemeine Lösung läßt sich stets in der Form

y(t) = yp(t) + yh(t)

schreiben.

Dabei ist yp(t) eine spezielle (oder partikuläre) Lösung, und yh(t) ist
die allgemeine Lösung der homogenen Gleichung

y ′h(t) + a(t)yh(t) = 0

Ingenuin Gasser (Mathematik, UniHH) Differentialgleichungen I für Ingenieure 21 / 200





I. Berechnung der allgemeinen Lösung der homogenen
Gleichung.

Eine Trennung der Variablen

y ′h(t) + a(t)yh(t) = 0 ⇒
y ′h
yh

= −a(t)

ergibt mit Hilfe einer Integration∫
dyh
yh

= −
∫

a(t)dt

die allgemeine Lösung

yh(t) = C · exp

(
−
∫ t

t0

a(τ)dτ

)
mit einer beliebigen Integrationskonstanten C ∈ R.
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II. Berechnung einer speziellen Lösung der inhomogenen
Gleichung.

Dazu verwendet man die Methode der Variation der Konstanten

yp(t) = C (t) · exp

(
−
∫ t

t0

a(τ)dτ

)
Einsetzen in die inhomogene Gleichung ergibt

C ′(t) · exp

(
−
∫ t

t0

a(τ)dτ

)
− a(t)yp(t) + a(t)yp(t) = h(t)

Durch Integration der Differentialgleichung für C (t) erhalten wir

C (t) =

∫ t

t0

h(τ) · exp

(
−
∫ τ

t0

a(ξ)dξ

)
dτ
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