
Kapitel 1. Gewöhnliche Differentialgleichungen

1.3 Elementare Lösungsmethoden für Differentialgleichungen
zweiter Ordnung

Typ A: Gegeben sei eine Gleichung zweiter Ordnung der Form

y ′′(t) = f (t, y ′(t))

Beachte: die rechte Seite der DGL hängt nicht von y(t) ab.

Setzen wir z(t) := y ′(t), so erhalten wir eine Gleichung erster Ordnung:

z ′(t) = f (t, z(t))

Läßt sich diese Gleichung lösen, so folgt

y(t) = y(t0) +

∫ t

t0

z(τ)dτ
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Ein Beispiel zu Typ A.

Die sogenannte Kettenlinie ist die Lösung der Gleichung

y ′′(t) = k
√

1 + (y ′(t))2

Die Subtitution z(t) := y ′(t) ergibt die Gleichung erster Ordnung

z ′(t) = k
√

1 + z2(t)

Mittels Trennung der Variablen findet man∫
dz√

1 + z2(t)
= k

∫
dt

und daher
z(t) = sinh(kt + c1)

mit der Integrationskonstanten c1.

Integration von z(t) ergibt die Kettenlinie y(t) in der Form

y(t) =
1

k
cosh(kt + c1) + c2
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1.3 Elementare Lösungsmethoden für
Differentialgleichungen zweiter Ordnung

Typ B: Gegeben sei eine autonome Gleichung zweiter Ordnung

y ′′(t) = f (y(t), y ′(t))

Nimmt man an, dass die Lösung auf einem Intervall streng monoton ist, so
existiert die Umkehrabbildung t = t(y) und

dt

dy
=

1

y ′(t(y))

Die Substitution v(y) := y ′(t(y)) ergibt die Differentialgleichung erster Ordnung

dv

dy
= y ′′(t(y)) · dt

dy
=

1

v(y)
f (y , v(y))

Ist die Lösung v(y) bekannt, so erhält man y(t) durch Auflösen von

dt

dy
=

1

v(y)
⇒ t − t0 =

∫ y

y0

dy

v(y)
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1.3 Elementare Lösungsmethoden für
Differentialgleichungen zweiter Ordnung

Typ C: Betrachte den Spezialfall einer autonomen Gleichung der Form

y ′′(t) = f (y(t))

Man berechnet

y ′y ′′ = f (y)y ′ ⇒ 1

2
(y ′)

2
=

∫
f (y)dy =: F (y) + C

⇒ y ′ = ±
√

2(F (y) + C )

Die Funktion y(t) sei auf einem gewissen Bereich invertierbar

dt

dy
= ± 1√

2(F (y) + C )

Dann erhält man y(t) durch Auflösen von

t = t(y) = ±
∫

dy√
2(F (y) + C )
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Kapitel 2. Theorie der Anfangswertaufgaben

Wir betrachten in diesem Abschnitt stets das Anfangswertproblem{
y′(t) = f(t, y(t))

y(t0) = y0

mit der rechten Seite f : D → Rn, definiert auf der offenen Menge D ⊂ R× Rn,
und dem Anfangswert y0 ∈ D.

Die Fragen, die wir beantworten wollen, sind

1 Existiert eine Lösung y(t) in einer Umgebung |t − t0| < ε der Anfangszeit?

2 Ist die Lösung, falls sie existiert, eindeutig bestimmt?

3 Wie weit lässt sich die Lösung in der Zeit fortsetzen?

4 Wie verändert sich die Lösung bei einer Störung der Anfangsdaten (t0, y0)
oder der rechten Seite f (t, y)?
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Kapitel 2. Theorie der Anfangswertaufgaben

2.1 Existenz und Eindeutigkeit für Anfangswertaufgaben

Beispiel: Wir betrachten das Anfangswertproblem

y ′(t) =
√
|y(t)|, y(0) = 0

Diese Gleichung besitzt beliebig viele Lösungen. Für α, β > 0 sind die Lösungen

y(t) =


− 1

4 (t + α)2 : −∞ < t ≤ −α

0 : −α < t ≤ β
1
4 (t + β)2 : β < t <∞

Man beachte die folgenden Eigenschaften der rechten Seite.

1 Die rechte Seite ist stetig und beschränkt auf D = R× [−a, a], a > 0,

2 Die rechte Seite ist auf D nicht Lipschitz–stetig,

3 Die rechte Seite ist bei y = 0 nicht differenzierbar.
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Der Existenzsatz von Peano.

Satz: (Existenzsatz von Peano (1890)) Die rechte Seite f(t, y) sei auf
einem Gebiet D ⊂ Rn+1 stetig und es gelte (t0, y0) ∈ D.

Dann existiert ein ε > 0, so dass das Anfangswertproblem{
y′(t) = f(t, y(t))

y(t0) = y0

im Intervall |t − t0| < ε eine Lösung besitzt.

Konstruktiver Beweis mittels des Eulerschen–Polygonzug–Verfahrens:

Rekursive Berechnung einer (diskreten) Näherungslösung

ti+1 := ti + hi , yi+1 := yi + hi f (ti , yi )

mit den Startwerten (t0, y0) und den Schrittweiten hi .

Näherungslösungen konvergieren gegen eine Lösung für hi → 0.
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