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Differentialgleichungen

Motivation: Beispiele fiir Systeme von DGLn sind

o Zwei-Massen-Schwingung

I

maaf —kyzy + ka(wa — 1), (1)

ko(x) — x2) — kara, (2)

?TLz(I{zI

wobei 1, 25 Koordinaten des Massepunktes, 1), my die Massen und k), ko, k3
die Federkonstanten.

e Riuber-Beute-System (Lottka-Volterra Gleichungen)

i =k — kexyay, (3)

T; = k3!L‘1.112—k4:B2, (4)

mit 1,22 die Anzahl Spezies (R3uber, bzw. Beute) und k; (i = 1,...,4)
Wachstums- bzw. Mortalitatsraten.

Definition: (Lineares Differentialgleichungssystem 1. Ordnung)
Unter einem linearen Differentialgleichungssystem 1. Ordnung versteht man eine
Gleichung

V(@) = A@)y(@) + 8 A@) = [ag@)]iyo1,.n

wobei die a;;(x) Funktionen sind, und y und g Spaltenvektoren
von n. Komponenten, die von = abhangen.

Ist g = 0, so heiBt das Differentialgleichungssystem homogen,
andernfalls inhomogen.

Bemerkungen:
e Differentialgleichungen k-ter Ordnung lassen sich zu Systemen von k Gle-

ichungen 1. Ordnung reduzieren!

Idee: 2y =¥, 29 = 4, 23 = 3", etc.

e |st n = 1, so handelt es sich um eine lineare DGL.
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mit 1, xo die Anzahl Spezies (Rauber, bzw. Beute) und k; (i = 1,...,4)
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Definition: (Lineares Differentialgleichungssystem 1. Ordnung)
Unter einem linearen Differentialgleichungssystem 1. Ordnung versteht man eine
Gleichung

Y (z) = Al@)y(z) +8, Alz) = [ai;(@)]ij=1,..n

wobei die a;;(x) Funktionen sind, und y und g Spaltenvektoren
von n. Komponenten, die von x abhangen.

Ist g = 0, so heiBt das Differentialgleichungssystem homogen,
andernfalls inhomogen.

Bemerkungen:

e Differentialgleichungen k-ter Ordnung lassen sich zu Systemen von k Gle-
ichungen 1. Ordnung reduzieren!
ldee: 1 =y, zo = v/, x3 = 1", etc.

e |st n = 1, so handelt es sich um eine lineare DGL.



Losbarkeit

Satz: (Losbarkeit linearer DGL-Systeme 1. Ordnung)
Die Elemente a;;(x) der Matrix A(x) und die Komponenten von g seien stetig im

Intervall Ja, b[. Sei weiter zo €]a, b und yo = (Yo1,...,%0n) " beliebig vorgegeben.
Dann hat das Anfangswertproblem

y =A(z)y +8, y(zo) = yo,

genau eine Losung auf ganz Ja, b|.

Satz: (Losungen homogener linearer DGL-Systeme 1. Ordnung)

Sind die Elemente a;;(x) der Matrix A(z) stetig im Intervall |a, b[, dann besitzt das
inhomogene System

y' = A(z)y
auf ]a, b| genau n linear unabhingige Losungen.
Bemerkungen:

e Ein System von n linear unabhangigen Losungen des Systems heiBt
Fundamentalsystem oder Basis von Ldsungen.

e Die Elemente der Basis heiBen Fundamentalldsungen.
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Satz: (Losungen homogener linearer DGL-Systeme 1. Ordnung)
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e Die Elemente der Basis heiBen Fundamentallosungen.



Wronski-Matrix
Wronski-Test

Frage: Hatten wir n Losungen y1,....y, gefunden (a;; stetig),
konnen wir dann entscheiden, ob sie ein Fundamentalsystem bilden?

Definition: (Wronski-Matrix und Wronski-Determinante)
Die Wronski-Matrix Y'(x) wird durch die Spalten des Fundamentalsystems gebildet:

Y(z):=[y1 y2 < ¥Ynl-

Weiter definieren wir die Wronski-Determinante des Funktionensystems y1,...,¥a
von Ldsungen des Systems y’' = A(z)y als

W(x) :=detY(x)

Satz: (Wronski-Test)
Seien y1,...,yn Losungen des Systems y’ = A(z)y auf |a,b|.
Falls a;;(x) stetig in |a, b, dann gilt

1. W(z) = 0 oder W(z) # 0 fiir alle z €]a, b|.

2. Die Losungen y1,...,yy bilden ein Fundamentalsystem auf Ja, b|
genau dann, wenn W (z) # 0.
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Frage: Hatten wir n Losungen yi, ...,y gefunden (a;; stetig),
konnen wir dann entscheiden, ob sie ein Fundamentalsystem bilden?

Definition: (Wronski-Matrix und Wronski-Determinante)
Die Wronski-Matrix Y (z) wird durch die Spalten des Fundamentalsystems gebildet:
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W(z) :=detY(x)

Satz: (Wronski-Test)
Seien y1,...,yn Losungen des Systems y’ = A(z)y auf |a, b|.
Falls a;;(z) stetig in ]a,b[, dann gilt

1. W(x) =0 oder W(x) # 0 fiir alle x €]a, b|.

2. Die Losungen y1,...,y, bilden ein Fundamentalsystem auf |a, b|
genau dann, wenn W (x) # 0.



Gesamtheit der
Losungen

Satz: (Gesamtheit der Losungen)
Durch yi,....¥x sei auf |a, b] ein Fundamentalsystem von

y' = Alx)y

gegeben. Dann Iasst sich jede Losung y auf |, b[ schreiben in der Form

gen von v vy, dennmt

e — A Y ey — ALy,

n
v = qu,—., konst. = ¢; & [® oder T.
i=1
(1

v in der obigen Form heiBt auch allgemeine Losung des homogenen
Differentialgleichungssystems.
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Satz: (Gesamtheit der Losungen)
Durch y1,...,y, sei auf |a, b| ein Fundamentalsystem von

y' = A(z)y

gegeben. Dann lasst sich jede Losung y auf |a, b| schreiben in der Form

n
y = Z CiYi, konst. = c; €R oder C.
1=1

y in der obigen Form heiBt auch allgemeine Losung des homogenen
Differentialgleichungssystems.



Satz: (Losungen von DGL-Systemen mit konstanten Koeffizienten)

Sei A = (a;;) eine konstante n x n-Matrix mit a;; € R, A ein Eigenwert (EW) von
A mit zugehorigem Eigenvektor (EV) v.

Dann ist

y =eMv

eine Losung des homogenen DGL-Systems erster Ordnung y’ = Ay.

Hat die Matrix A die n voneinander verschiedenen EW Ay, ..., \,, mit zugehorigen
EV vy,...,v,, dann bilden die Losungen
yi=e'%v;, i=1,...,n

ein Fundamentalsystem. Durch die Linearkombination

n
y = E c;ie i%v;
i=1

sind samtliche Losungen des homogenen DGL-Systems gegeben.



Bemerkung: Die Linearkombinationen sind Losungen von y’ = A(x)y, denn mit
y = E?:l CiYi g“t:

y' = Z Ciy; = Z&:A(«’B)Yq: = A(z) Zci)’i = A(z)y.
i=1 i=1 i=1



Bemerkungen: (Anwendung der Linearen Algebra)

e Matrizen haben nicht immer paarweise verschiedene EWe, Vielfachheit > 1
moglich. Daher: Fundamentalsystem nur konstruierbar, wenn jeweils alge-
braische und geometrische Vielfachheit ubereinstimmen.

e Falls die zum EW Ay gehorige algebraische Vielfachheit o < n mit der
geometrischen Vielfachheit tibereinstimmt, so gibt es o linear unabhangige
zugehorige EV vy, , ..., v, , und damit oy, linear unabhangige Losungen

AT AT
Y, =€ Vi, ooy Yk, =€ VE,

e In diesem Fall lassen sich also zu m verschiedenen EW A4, ..., A,, mit Vielfach-
heiten o1,...,0., n linear unabhangige Losungen (Fundamentalsystem)

Ak T _ _Akx _
ykl_ekvkp"'9ykak_ekvkak7 (k_lv"'vm)7

konstruieren, denn > 7 0% = n.



Satz: (Hauptvektorlosungen) Sei A ein Eigenwert der n x n-Matrix A mit der alge-

braischen Vielfachheit o und v1, ..., Vv, linear unabhangigen Losungen des linearen
Gleichungssystems

(A—AE)°v =0.

Dann sind

J :
ykzeAkme(A—)\E)Jvk (k=1,...,0)

linear unabhangige Losungen des DGL-Sytems erster Ordnung y’ = Ay.
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