
LAPLACE-Transformation

Buch Kap. 11.8

Definition 11.6 (Faltung)
Unter dem Faltungsprodukt der Funktionen f ,g : R→ R wollen wir
allgemein

(f ∗ g)(t) :=
∫ ∞
−∞

f (t − τ)g(τ)dτ, t ∈ R

verstehen. Dabei sei die Existenz des uneigentlichen Integrals
vorausgesetzt.
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LAPLACE-Transformation

Buch Kap. 11.8

Bemerkung
Für f ,g : [0,∞)→ R und t ≥ 0 gilt

(f ∗ g)(t) =
∫ ∞
−∞

f (t − τ)g(τ)dτ

=

∫ t

0
f (t − τ)g(τ)dτ

sowie (f ∗ g)(t) = 0, wenn t < 0.
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LAPLACE-Transformation Buch Kap. 11.8

Beispiele (Faltung)
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LAPLACE-Transformation Buch Kap. 11.8

Beispiele (Faltung)
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LAPLACE-Transformation

Buch Kap. 11.8

Satz 11.18 (Faltungsregel)
Die Funktion f sei in R stetig, die Funktion g stückweise stetig. Beide
seien von exponentieller Ordnung γ, und es gelte f (t) = g(t) = 0 für
t < 0. Dann existiert die LAPLACE-Transformierte der Faltung f ∗ g für
Re s > γ und es gilt

L[(f ∗ g)(t)] = L[f (t)] · L[g(t)] ,
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LAPLACE-Transformation Buch Kap. 11.8

Beispiele (Faltung und Laplace-Transformation)
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LAPLACE-Transformation Buch Kap. 11.8

Beispiele (Faltung und Laplace-Transformation)
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LAPLACE-Transformation

Buch Kap. 11.6

Satz 11.19 (LAPLACE-Transformation einer T -periodischen
Funktion)
Sei f : [0,∞[→ R eine T -periodische, stückweise stetige und
beschränkte Funktion. Dann gilt für Re s > 0

L[f (t)] = 1
1− e−Ts

∫ T

0
e−suf (u)du .
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LAPLACE-Transformation Buch Kap. 11.6

Beispiele
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LAPLACE-Transformation Buch Kap. 11.6

Beispiele
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LAPLACE-Transformation

Buch Kap. 11.6

Satz 11.20 (LAPLACE-Transformation eines Produktes mit einer
Potenzfunktion)
Sei g(t) = (−1)ntnf (t) und f LAPLACE-transformierbar sowie
F (s) = L[f (t)] die LAPLACE-Transformierte von f . Dann gilt

L[(−1)ntnf (t)] = F (n)(s) .
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LAPLACE-Transformation Buch Kap. 11.6

Beispiele
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LAPLACE-Transformation Buch Kap. 11.8

Satz 11.21 (Verschiebungssatz, Transformation eines plötzlichen
Einschaltvorgangs)
Sei g(t) eine stückweise stetige Funktion und a eine positive Zahl.
Dann gilt

L[θ(t − a)g(t − a)] = e−asL[g(t)] .

ta

g(t-a)

Abbildung 11.7: Aktivierung einer Störung g(t − a) zum Zeitpunkt
t = a Differentialgleichungen I 20th December 2018 130 / 139



LAPLACE-Transformation Buch Kap. 11.8

Laplace-Transformation und Differentialgleichungen
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LAPLACE-Transformation Buch Kap. 11.8

Laplace-Transformation und Differentialgleichungen

Differentialgleichungen I 20th December 2018 132 / 139



LAPLACE-Transformation Buch Kap. 11.8

Laplace-Transformation und Differentialgleichungen
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LAPLACE-Transformation

Buch Kap. 11.8

Laplace-Transformation - Definition - Rechenregeln

L[f (t)] = F (s) :=
∫∞

0 f (t)e−st dt , F : D → C

Transformation von f ′ L[f ′(t)] = sF (s)− f (0)

Transformation von f (n) L[f (n)(t)] = snF (s)−
∑n

k=1 sn−k f (k−1)(0)

Transformation des Integrals L[
∫ t

0 f (τ)dτ ] = 1
s F (s)

Dämpfung/Verschiebung L[e−at f (t)] = F (s + a)
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LAPLACE-Transformation
Buch Kap. 11.8

Laplace-Transformation - Definition - Rechenregeln

L[f (t)] = F (s) :=
∫∞

0 f (t)e−st dt , F : D → C

Streckung L[f (at)] = 1
aF ( s

a)

Faltungsregel L[(f ∗ g)(t)] = L[f (t)] · L[g(t)]

Produkt mit tn L[(−1)ntnf (t)] = F (n)(s)

Einschaltvorgang bei t = a L[ha(t)f (t − a)] = e−asF (s)

y ′′ + ay ′ + by = 0 s2F (s)− sy0 − y1
+asF (s)− y0 + bF (s) = 0

y(0) = y0, y ′(0) = y1 L[y(t)] = F (s) = y0+y1+sy0
s2+az+b
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Stabilität
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Stabilität

Pendel
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Stabilität

Gleichgewicht
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Stabilität

Definition (Stabilität eines Gleichgewichts
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