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Richtungsfelder Buch Kap. 6.3

Abbildung 6.1: Richtungsfeld der Differentialgleichung
ẋ(t) = sin(t) cos(x(t))
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Allgemeine Begriffe Buch Kap. 6.2

Lösung einer gewöhnlichen Differentialgleichung
Seien U0,U1, . . . ,Un−1 ⊂ Rn offen, sei I ⊂ ein Intervall und sei

f : I × U0 × · · ·Un−1 × Rn

eine Funktion.
Eine n-mal differenzierbare Funktion x : J → Rn heißt Lösung von

x(n)(t) = f (t ,x(t), ẋ(t), ẍ(t), ...,x(n−1)(t)), (1)

wenn J ⊂ I ein Intervall ist, für alle t ∈ J gilt

x(t) ∈ U0, ..., x(n−1)(t) ∈ Un−1,

und (1) gilt für alle t ∈ J.
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Allgemeine Begriffe Buch Kap. 6.2

Lösung eines Anfangswertproblems
Seien U0,U1, . . . ,Un−1 ⊂ Rn offen, sei I ⊂ ein Intervall, sei t0 ∈ I, sei

f : I × U0 × · · ·Un−1 × Rn

eine Funktion, und seien x0 ∈ U0,..., xn−1 ∈ Un−1.
Eine n-mal differenzierbare Funktion x : J → Rn heißt Lösung des
Angangswertproblems

x(n)(t) = f (t ,x(t), ẋ(t), ẍ(t), ...,x(n−1)(t)),

x(t0) =x0, . . . ,x(n−1)(t0) = xn−1,
(2)

wenn J ⊂ I ein Intervall mit J ⊂ I, für alle t ∈ J gilt

x(t) ∈ U0, ..., x(n−1)(t) ∈ Un−1,

und (2) gilt für alle t ∈ J.
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Transformation auf erste Ordnung Buch Kap. 6.2

Differentialgleichung erster Ordnung
Betrachte das Anfangswertproblem

x(n)(t) = f (t ,x(t), ẋ(t), ẍ(t), ...,x(n−1)(t)),

x(t0) =x0, . . . ,x(n−1)(t0) = xn−1,
(3)

und setze

y(t) =


y1(t)
y2(t)

...
yn(t)

 :=


x(t)
ẋ(t)

...
x(n−1)(t)

 .

Dann gilt

d
dt


y1(t)
y2(t)

...
yn−1(t)

yn(t)

 =


ẋ(t)
ẍ(t)

...
x(n−1)(t)

x(n)(t)

 =


y2(t)
y3(t)

...
yn(t)

f (t , y1(t), y2(t), y3(t), ..., yn(t))

 .
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Existenz- und Eindeutigkeit Buch Kap. 6.3

Definition (LIPSCHITZ-Bedingung)
Gegeben sei eine Funktion f : Df → Rn mit Df := I × U, wobei

I ⊂ R ein offenes Intervall.
U ⊂ Rn offen,

Dann sagt man, f erfüllt die LIPSCHITZ-Bedingung, wenn für jedes
(t0,x0) ∈ Df , eine offene Menge U(t0,x0) ⊂ Df mit (t0,x0) ∈ U(t0,x0)

existiert, so dass

|f (t ,x1)− f (t ,x2)| ≤ L|x1 − x2|

für alle (t ,x1), (t ,x2) ∈ U(t0,x0).

Satz
Wenn die Funktion f : Df → Rn mit Df := I × U stetig partiell
differenzierbar ist, dann erfüllt sie die LIPSCHITZ-Bedingung.

Differentialgleichungen I October 25, 2018 23 / 36



Existenz- und Eindeutigkeit Buch Kap. 6.3

Definition (LIPSCHITZ-Bedingung)
Gegeben sei eine Funktion f : Df → Rn mit Df := I × U, wobei

I ⊂ R ein offenes Intervall.
U ⊂ Rn offen,
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Existenz- und Eindeutigkeit Buch Kap. 6.3

Satz 6.1
Das Anfangswertproblem

ẋ(t) = f (t ,x(t)), x(t0) = x0

mit (x0, t0) ∈ Df := U × I besitzt mindestens eine Lösung, falls f (·, ·)
auf Df stetig ist.
Erfüllt die Funktion die LIPSCHITZ−Bedingung, dann ist die Lösung
eindeutig.
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