Differentialgleichungen II , SoSe 2009, 26.08.2009 (Hinze/Kiani) Version B

Aufgabe 1:
Gegeben ist die Anfangswertaufgabe

u+ (u+1u, =0 teR" zeR,
u(z,0) = x+1 reR.
a) Bestimmen Sie die Losung der Anfangswertaufgabe mit Hilfe der Charak-
teristikenmethode.

b) Sind die Charakteristiken Geraden? Begriinden Sie bitte Ihre Antwort.
c) Skizzieren Sie die Charakteristiken durch die Punkte (z(,0) mit
2= —2, —1,0.
Losung zu 1:

a) Erweitertes Problem  U;+ (u+ 1)U, +0-U, = 0 ergibt:

Z—f =u+1, % =0 = [2 Punkte]
u= C, [1 Punkt]
de = (C+ 1)dt
— ()= Ct+t+D
—D=x—(u+1)t. [1 Punkt]

D= f(C) = z— (u+1)t=f(u)

Anfangswerte liefern :

r= flz+1) = flyy=y—1 [2 Punkte]
r—(u+1)t = f(u) =u—1 = z—t+1 =u(l+t) = u(z,t) = %
[1 Punkt]
b) Auf den Charakteristiken gilt

% =0 — u ist also konstant. Auflerdem gilt

dx . dx .
i +1 —> also ist 7 konsant entlang der Charakteristik. D.h.
die Steigung der Charakteristiken ist konstant. Es handelt sich um Geraden.

[1 Punkt]

c) Die Charakteristiken durch die Punkte (xy,0) mit zy = —2, —1,0 sind
Geraden mit den Steigungen (dx/dt) 0, 1 und 2.

SKIZZE: [2 Punkte]
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Aufgabe 2:

Losen Sie die folgenden Anfangsrandwertprobleme.

a)

Vp — Vg = 28in(m2) x €(0,2),t e R,
v(z,0) = sin(mx) + 2sin(27x) z €10,2],
v(0,t) =v(2,t) =0 teRT.
b)
Ut — Ugy = 2sin(mx) z € (0,2),t e RT,
u(z,0) = sin(rz) + 2sin(27x) + « xz €[0,2],
w(0,t) =0, u(2,t)=2 teR".

Hinweis : Beachten Sie Teil a) der Aufgabe.

Losung zu 2:

a) Wir zerlegen die Aufgabe in zwei Teile:

Die homogene Dgl. mit den vorgegebenen Anfangs— und Randdaten

vf — vk, =0 z e (0,2),t e RT,
v*(x,0) = sin(rz) + 2sin(27x) z €10,2],
v*(0,t) =v*(2,t) =0 teR*.

und die inhomogene Dgl. mit homogenen Anfangs— und Randdaten

vt — vkt = 2sin(mx) x€(0,2),t e R,
v*(z,0) =0 z € (0,2),
v*™*(0,t) =v™(2,t) =0 teRT.

Mit w =% und ¢ =1 lautet die Losung des ersten Problems

ro|

vi(x,t) = Z ap e ¥ sin(kwa) [1 Punkt]
k=1

wobei die a; = %fOQ (sin(rz) + 2sin(2rz)) sin(ZLx)de

die Fourierkoeffizienten von sin(rz) + 2sin(27z) sind. Es gilt also
as = 1 und as =2 und ar =0 sonst [1 Punkt]

und damit

v*(x,t) = e ™t sin(nx) + 2e 4 sin(27) . [1 Punkt]
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Fiir v machen wir den Ansatz:

> o kw
vt = Z vg(t) 8111(7:16) : v(0) =0
k=1

Einsetzen in die Dgl ergibt:

Z [vk(t) + k; vk(t)] sin(%rx) = 2sin(mrz)
k=1

Damit erhalten wir vg(t) =0 fiir £ # 2 und die gewohnliche Dgl

Do (t) + Tue(t) = 2 [1 Punkt]
fiir vy. Die Losung der zugehorigen homogenen Gleichung lautet
vop(t) = Ce ™

2
Der Ansatz vy(t) = k liefert k= — . [1 Punkt]
77

2 2
v(t) = Ce ™'+ = und mit v5(0) = 0 folgt ¢ = ——5 [1 Punkt]
m

2
2 2
ve(t) = — (1 —e " t)
*% 2 —m2t .
v (z,t) = — (1 —e ) sin(mx) [1 Punkt]

und damit gilt

2
v(z,t) = v (z, )+ (z,t) = e ™ ! sin(rz) +2e 4 sin(2nx) + — (1 — e_”2t> sin(mx)
T

b) Mit
x—0
v(x,t) =u(x,t) — 0 — 5 0(2 —0) = u(z,t) — x [1 Punkt]
erhdlt man fiir v
Vp = Up, Uggp = Ugs, ©0(2,0)=u(x,0)—x [1 Punkte]

und damit fiir v das Problem aus Teil a). Es gilt also

2
w(z,t) = v(z, )+ = z+e ™ sin(rz) +2e 4 sin(27rz) + — <1 — e’”2t> sin(mz).
m
[1 Punkte]



