Differentialgleichungen II, WiSe 2009/10, 09.02.2010 (Hinze/Kiani)
Aufgabe 1:

a) Bestimmen Sie die Losung der folgenden Anfangswertaufgabe

up — 4e Fu, = —1 reR,t>0,
u(z,0) = x z €R.

b) Losen Sie das folgende Anfangswertproblem und zeichnen Sie die Charak-
teristiken durch die Punkte (z,t) = (1,0) und (x,t) = (2,0).

zuy — tu, = 0 reR,t>0.
u(z,0) = 1+1x2 r e R.
Losung:
a)
Z—j = —4e™", % = -1 = [1 Punkt]

u=—t+C = C=u+t [1 Punkt]

e'dr = —4dt = e" = —4t+ D = D =e" +4t. [1 Punkt]
C=f(D) = u+t= f(e"+4t)

Anfangswerte liefern :

u(z,0) — 0= f(e*) =2z = f(y) = In(y) = u(x,t) = —t +In(e” + 4t)

[2 Punkte]
b)
d t
d—f = -~ 2#0 [1Punkt]
7 ok N o o
xdx:—tdt:5:—§+§:k::02x + . [1 Punkt]

u(z,t) = f(C) = f(z* +17) [1 Punkt]

Anfangswerte liefern :

= )= = u(e )=
= — u(z,t) = ———
1+ 22 Y= 11y AR GRS
Die Charakteristiken sind Halbkreise mit Mittelpunkt Null. Fiir 2z = 0
besteht die Charakteristik nur aus einem Punkt.

[2 Punkte]

u(@,0)-0 = f(a?) =
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Aufgabe 2:

Bestimmen Sie die Losung der folgenden Anfangsrandwertaufgabe

Uy = gy x € (0, %), t >0,
u(z,0) = 2z + sin(27x) z€0,3],
u(x,0) = 222 — x z€0,1],

w(0,t) = 0 t>0,

u(3,t) =1 t>0.

Hinweis: Homogenisieren Sie zuerst die Randbedigungen.

Losung: Definiere v =u —0 — ;—5(1 —0) = u—2x.

u ist genau dann Losung, wenn folgende Beziehungen gelten:
Vit = Uty  VUpx = Ugg,
v(z,0) = sin(27x), vi(x,0) =222 — 2, v(0,t) =v(m t)=0

Zu l6sen bleibt also die Wellengleichung mit den obigen Anfangswerten fiir v und
homogenen Randwerten.

Fourierentwicklung von v(z,0) und v;(z,0) nach den Funktionen

sin(kwr) = sin(k - 7 -x) = sin(k - 55 - v) = sin(2kmr)

ergibt
v(z,0) = sin(27z) = Y oo, apsin(2kmz) = a; =1, ai = 0 sonst.

v(2,0) =222 —x = >0 b sin(2kmr) =
0.5
by = = (22 — ) sin(2kmx)dz
0

4 4 0.5
= 5 cos(2kmx)(22? — x) 8'5 + %r J, (4dx — 1) cos(2kmx) dx
I 0.5 1 o5
= 132 sin(2knz)(4x — 1)[,° — 2 . 4sin(2knz) dz
4 05 2 0 k gerade
= ———cos(2kmx = cos(km) — 1) = ’
2k373 ( ) 0 k373 (cos(km) —1) {kg,—fg k ungerade.
L
Nach der allgemeinen Formel aus der Vorlesung gilt mit A, = ay, By = Tbk
ckm
> ckm ckm k
t) = A —t By sin(——t) | sin(—
v(x,t) 521 [ & cos( 7 ) + By sin( 7 )} sin( 7 )
0.5 1
Hier also mit B, = —b, = —1b;,

3km 6km
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v(x,t) = cos(6mt) sin(2mx) + Z W sin(6(2k —1)7t) sin(2(2k — 1)7z) -

Die Losung des urspriinglichen Problems lautet dann v = v + 2x.



