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Kapitel 2:  Partielle Differentialgleichungen 1. Ordnung
2.1 Die Methode der Charakteristiken

u»f— tx= o Wir betrachten zunachst eine skalare quasilineare PDE 1. Ordnung
" V) =0 gegeben durch
21 Tmmr_ﬂ;(mwm /ZZ uv at @k - . .
Do esawt < Uy = Clwy 2 s =0, ke
v 9o A « '+ i=1

arakteristikenmethode berechnet werden, wo-
bei wir zunachst den homogenen und linearen Fall betrachten.
Definition: Das autonome System gewohnlicher Differentialgleichungen

@) = a(x()
heiBt das charakteristische Differentialgleichungssystem einer
homogenen linearen PDE
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Beispiel: Wir betrachten die PDE in drei Variablen

zuz +guy + (@2 L yPu: =0
<, a3 @y
Das charakteristische System lautet dann

@ =gz =99
P=y ™
PR I

und besitzt die allgemeine Lésung
z(t) = eret
u(t) = epe'
() = HE+B +

Man nennt diese Lésungen auch die charakteristischen Kurven.
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Quasilineare ir gene Differentialgleichungen
Die Methode der Charakteristiken laBt sich auf Gleichungen der Form .
n g wos: Lo
3 ai(x, u)ug, = b(x, u), xeR" .
= I L‘*""’f’_‘
tbertragen. Kjﬁ
Man betrachtet dazu das erweiterte Problem
n
Y a0, +b(x,u)Uy =0,  x€R" g“““’" N/
= ooy *

mit der unbekannten Funktion /' = U (x, u) von (n+1) unabhangigen Variablen

x und u.
Dann gilt: Ist U(x,u) eine Losung mit U, # 0, so ist durch
implizit eine Lésung u = u(x) des Ausgangsproblems gegeben.

6/&\ b L\J FL« U= uk)
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Beweis:

Gilt U7, 7 0, so 1aBt die Funktion U/ (x, u) nach dem Satz ber implizite Funktio-
nen nach u(x) auflésen. Wegen U(x, u) = O gilt dann U X ,\ﬂ&\ =0

Uy, + Uit = 0 o / <
Ferner haben wir = - UU U, '
3 ailx, 11)@+ b(x, u)Uy =0

i=1

und daraus folgt

- (i u;(x.u)u:‘) Uy + b(x,u)Uy, =0 :Z:jdl; V.(‘ ““LJU!«:O

i=1
Wir erhalten also mit I7;, = 0 die Differentialgleichung

n

3 ailx, W, = b(x,u)

i=
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Beispiel: Gesucht ist die allgemeine Lésung der quasilinearen Gleichung

Y
(Q+u—1+vuyy=v-—=z C’ﬁ&u&
Das erweiterte Problem lautet dann

(LU = (Lt 9y + (y —2)Uu =0

Das charakteristische DTﬁerenlia\gleichu ngssysrerﬁsl
d = & =142 =a, @V %(
() = 5 = —(4w) = '
T = y—=x ~ 2y
mit der allgemeinen Lésung
z(t) = qe/ -1
y(t) = cpef-1

u(t) = e3—cpe ' —epe
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Wir verfahren wie im letzten Beispiel und l6sen das charakteristische
System auf:
P S
c y+1

= @E+D@H1)=c-co=c<R
und

u=c3-(c+1)-(y+1) = utcty=deR
Wieder bestimmen alleine die beiden Konstanten ¢ und d das
Lésungsverhalten.
Daraus folgt die allerdings implizite Losungdarstellung

e+ D+ 1D.u+z+y)=0

mit einer beliebigen c1~Funktion ® : B2 — R.

Beachte: |Im Gegensatz zu linearen Gleichungen erhalt man bei
quasilinearen Gleichungen keine explizite Losungsdarstellung und die
Lésung existiert gegebenenfalls nur lokal.
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Ein typisches Beispiel ist die Transportgleichung aus Kapitel 1:
‘u +a- Vu=0 inR"x (0,00)
u=ug auf R™ x {t = 0}
mit dem konstanten Vektor a € R™.
Verwenden wir hier die Methode der Charakteristiken, so erhalten
wir zunachst die (n 4 1) Differentialgleichungen
> f=7"
dt 1 dx
— =1, —=a
dr = ar  — _ng‘ o
und wir kénnen ohne Einschrankung ¢ = 7 annehmen. d¥
Die Loésung der zweiten Gleichung lautet dann e ; he=q
sy
x(t)=xo+a-c/ ///
mit einer Anfangsbedingung x(0) = xo. A 22

Die charakteristischen Kurven sind also gerade Geraden, die zur Zeit
t = 0 den Punkt xq durchlaufen und in Richtung a laufen.
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Beispiel: Wir betrachten das Anfangswertproblem Q= ‘Q(Q/HL/ = )OL
up +tzuy =0 inR x (0, 00) /QMZL‘/\
u=sinz auf R x {t =0}

Die charakteristische Gleichung lautet dann

& =tx, z(0) =xo d 1
Al e d2
und besitzt die Lsung LERI = T <

2 L
1(!):IOEXD(5) = Y =U ()(, e °

Daraus folgt die Lésungsdarstellung des Anfangswertproblems:

=t

u(ax,t) = sin
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