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Proposition:
Sei u € C2(0), U c R" offen. Dann gilt fiir alle Punkte x € U die Beziehung

um) = [ (@~ )2 —p )y ~x))dS(y)

_t'i” ? (?_

—f‘b(.v —x)Au(y)dy
I
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Beweis:
Nach obiger Proposition hatten wir die Lésungsdarstellung

du obd
ux) = [ (@(y—x)5- () —u¥) (v —x))dSE) - [ (v —x) Au(y)dy
. dn dn i
Das Problem dabei war, dass uns beim Dirichlet—Problem die Randdaten
von du/On nicht bekannt sind.

v X
Nach den Greenschen Formeln gilt aber ?z@’ X.) R& (L‘ '7’
4% vty f > AUy = [ U T - d:-“‘(v)—(v)dsw)
0 =0 U ”f au 7"
und daher

aPb*

[ "0 as ) = f S7(y) Du(y)dy + f u(¥)

au

(}’)dS(}’)
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Die Greensche Funktion fir den Halbraum Rti-_: y
Allgemein ist die Greensche Funktion gegeben durch /‘dﬂ
G(x,y) = &(y —x) — d*(y)

Dabei ist @ (x, y) die Fundamentallésung und ®*(y) die Lésung von

ADPT = 0 in ]R”_i_
T = d(y—x) auf {x = (xq,...,2,)7 : 2, =0}
Flar einen Punkt z = (xq,...,x,) € R”+ definieren wir die Reflektion an der

Ebene r‘leii-_ mittels

Z = (I‘l, sy Bn_1, —In)
Wir betrachten nun die Funktion _M
U (y) =d(y—-X)=®P(y1 —*1,.. -, ¥n-1 — Tn-1,Yn + 2n) (z,y € RY)
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Man berechnet nun

oG od oP -
—(xy) = —FG-x)-—((G-X%
ayn( ) ﬂyn( ) ayﬂ( )

. —1 [yn—xﬂ_yn-l‘:ﬁn

na(n) |ly — x| |y —x["

|



Satz: (Dirichlet-Problem fir die Laplacegleichung)

Die Losung des Randwertproblems O
Au = 0 in R} f
T
u = g auf {x=(zq,...,2n)" : x, =0}

ist gegeben durch die Poissonsche Integralformel

2xn 9(y) veo U
_ d A
u() =70 =y ( u <A W
R" ny
Insbesondere ist die Losung u(x) wegen 53 -

..--"'""-______-.
f K(x,y)dy =1 &
ﬂ[Rj_
beschrankt, falls g beschrankt ist, Man kann weiter ZEigEn, dass die
LﬁSUﬂg sogar unendlich oft differenzierbar ist.
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Die Greensche Funktion fur die Einheitskugel B(0,1):
Firx € R™\ {0}, bezeichnet der Punkt

X
[x]2
den dualen Punkt von x beziglich 9B(0, 1).
Damit ist die Losung des Korrekturproblems

X =

AdDT = in B9(0,1) := {x e R"| |x| <1} =M
®* = &(y—x) aufdB(0,1)

gegeben durch



/]fowmﬂ W Ehef\izg, L\«o'ﬂx oele.

Uy Uy Seren éff'», W= U-4,
av =0 @\ﬂ U
W = O WI—ZOU

O =~ fgu SU dx = glou/l?o& + gu\?umolj
i/
J

U @/\/

> VWU =0 W~ U 7
= Y= lrst U .
= W 34 e{’\ljo s, Rod (w € C<U/)

= Ww=0
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Kapitel 5: Die Warmeleitungsgleichung
Wir suchen explizite Lésungen der Warmeleitungsgleichung
u = Aqzu
Hier ist ¢ > O die Zeitvariable und x « U, U < IR" offen, die Ortsvariable.

Anfangswertproblem: (Cauchy—Problem)

SeiU =R"™:
uy = Au in B™* x (0,T]
u = g auf R" x {t = 0}
Anfangs—Randwertproblem: ‘T {’ﬁ
Sei U < R™ beschranki: Ut
ug = Au in Up:=U x (0,7T] P
u = g auf Ty :=Up\ Ur @
2
Bode. + H@hJE/Q_ 7 D

AR TS s
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5.1 Losungen mittels Produktansatzen
Gegeben sei das eindimensionale Anfangs—Randwertproblem

Ut = Uzxx . 0<z<m,0<t<T
A u(x,0) = wug(x) c0< < '«ffh
L3 | u0,t) = a(t), u(mt) =b{t)\o 0<t<T

N - S
Wir suchen eine Lésung mittels des Produktans ;

u(x,t) = p(x) - q(t)

Einsetzen in die Warmeleitungsgleichung ergibt

p(x)q(t) = q(t)p" (z)

und damit die Beziehung

q(t) _ p"(x)
g(t)  p(x)

(p(x) # 0, ¢(t) # 0)
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Beispiel:
Gegeben sei das eindimensionale Anfangs—Randwertproblem

Uy = Ugx L 0<e<m, 0<t<T
u(z,0) = sinx t0<z<
u(0,t) = 0, u(mt)=0 : 0<t<T

Aufgrund der vorgegebenen Randbedingungen fallen grundsatzlich die
ersten beiden Lésungsklassen aus. Es bleibt also

u(zx,t) = cg e 0. (e1 sin(Vdz) + ¢5 cos(Véx))
Wegen der Vorgabe u(z,0) = sin z erhalten wir die Lésung  §= ¢, =< =]

u(z,t) =e 'sinz €= ©
_ _ _ , +
Das Beispiel sieht etwas kunstlich aus, ist es aber nicht!
(A
94
o oX
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