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Kapitel 6: Die Wellengleichung /f/} Q

In diesem Kapitel untersuchen wir die Wellengleichung ~
ut — Au =20
sowie die inhomogene Wellengleichung der Form
) >
uy — Au = f “ /X
in Verbindung mit geeigneten Anfangs— und Randbedingungen. A
Hier bezeichnet t > 0 die Zeitvariable und =z € 2, 2 — R offen, ELr';r

die Ortsvariable.

Wir suchen also eine Funktion v : © x [0,>) — R, u = u(x,t), wobei der
Laplace—Operator auf die Ortsvariable x = (zq...., Ty) Wirkt.

¥ x

For die inhomogene Gleichung bezeichnet die rechte Seite eine gegebene
Funktion f: Q x [0,x) — R.
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so erhalten wir eine Transportgleichung mit kostanten Koeffizienten:

ve(x,t) + ve(z, t) =0
Die Lésung dieser Gleichung lautet .‘ /
6

v(z,t) = alz —t) Vit Ve (] €2l

und erfollt die Anfangsbedingung

v(z,0) = a(x)
Wegen
v(z,t) = (% - %) u(x,t)

ist w(x, t) demnach die Lésung der inhomogenen Transportgleichung

u — uyr = alx —t)
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Nach den Methoden aus Kapitel 2 erhalten wir

t
u(x,t) = fa(:r+(t—3)—s)ds+u(m+t,0)

) 4+t {i }ijjj v
- % f a(y)dy +f K [0,1)> [x+7) ij
r—t
1
= 5 / a(y)dy /AL
r—ti

Diese Losung soll nun noch die Anfangsbedingung

u(z,0) = h(x)

erfdllen.



Beispiel zur Formel von d’Alembert:
Wir betrachten das Cauchy—Problem
{utt—uﬂ=0 inR x [0, 00)
u=sinz,uy =cosz aufR x {t =0}
Nach der Formel von d'Alembert ergibt sich:

x4+t
w(z.t) = %(EIn(m+t)+5in(m—t))+% | costwydy

-

- %(Em(m +1) +sin(z — 1))

v, -|-%(sin{g: +t) —sin(xz —t))
 anean foit ey i x==T +%
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Die Reflektionsmethode fir den Halbraum R = {z > 0}:
Wir betrachten das Anfangsrandwertproblem auf dem Halbraum R :
uy —uzr =0 INR4 x (0,00)
u=g, ut=h aufRy x {t =0}
u=0 auf{z=0} x(0,00)
mit vorgegebenen Funktionen g und h mit g(0) = h(0) = 0.

Idee:

Erweitere das Halbraumproblem auf ein Ganzraumproblem und verwende die
Formel von d’ Alembert.

Definiere eine Funktion #(z,t) firz € R und ¢t > 0 durch

i t)*_{u(:r,t) (z > 0,t>0)
=1 —u(—z,t) (z<0,t>0)
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Flr =z > 0 haben wir gerade die Losung des Ausgangsproblems, i.e.

u(z,t) = u(x,t)
Fallunterscheidung: /
1)Istz >t > 0, so folgt z — t > 0 und daher .

o4t

u(z, 1) %@(m+z)+§(m-t))+% [ Ry
r—i

. 1 =41
= 5 (@ +1) +g(x—1) +§J-‘—[r h(y)dy

denn flr positive Argumente stimmen die Funktionen g und g
beziehungsweise h und h Gberein.
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2) Ist 0 < z < t, so folgt x — ¢ < O und daher /M

r+t

w@ ) = Z (@ +0+a@-0)+= [ F)dy
1 1 0 1 r—+t
= E(g(m+t)—g(—(m—t)))+§ ft ECy)dy+§ D/ h(y)dy
t—r -+t

~ (oG +1) — gt ) — ! Ry +5 [ Ay

0

. 1 x4t
— §(g(m+z)—g(t—m))+§t_f h(y)dy

12



13



Te,ome ot b g ol ﬁosvzai_
i HH ¢ TUHH

Do, Nl Uni M
< vof wnn

TQ,J‘\._') b..\.oA'.

14



15



	Seite 1: Jun 9-11:45
	Seite 2: Jun 9-11:52
	Seite 3: Jun 9-11:59
	Seite 4: Jun 9-12:05
	Seite 5: Jun 9-12:11
	Seite 6: Jun 9-12:11
	Seite 7: Jun 9-12:20
	Seite 8: Jun 9-12:24
	Seite 9: Jun 9-12:28
	Seite 10: Jun 9-12:31
	Seite 11: Jun 9-12:33
	Seite 12: Jun 9-12:34
	Seite 13: Jun 9-12:37
	Seite 14: Jun 9-12:45
	Seite 15: Jun 9-12:45

