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Beispiel:
Wir betrachten das Randwertproblem

2
—% =z, O0<z<l1
u(0) = 0 -
\ )-c:’
w(1) = 0 . ci 4
™

Die exakte Losung lafit sich durch Integration berechnen:

2 3
u’(:r):—%-l—a = u(m):—%-}-am—}-b

Mit den Randbedingungen «(0) = «(1) = O folgt:

3
@)= -Z ez Lo o) < S A0 )
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\
Beispiel: \
Wir betrachten das Randwertproblem
\
d2u
— =z, 0«<zx<l1
dz? .
u(0) = 0
‘ ,){
‘H-(].) = 0 % %
N 4
Die exakte Losung laBt sich durch Integration berechnen: "
2 3

u'(z) = —%+a = u(z)= —%+am+b
Mit den Randbedingungen «(0) = u(1) = 0 folgt:
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die Beziehungen

?(m,t} i ﬂ(t) sin (m; )

ot = dt
F O
d—u(m,t) = Y an(®)™E cos (ﬂ)
T — l [
n=1
92u ) nlnr? nmwT
—F(z,t - - sin [ ——
52> t) n; 2 ( : )

Daraus folgt

v s — Z (da.,,, w2 in (mrm) é/)

n=1

und wir erhalten durch Gleichsetzen mit der Fourier-Reihe von f(x,t)

@’):F(“ﬁ* fc S “‘)

hWea
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ein System gewohnlicher Differentialgleichungen der Form

2.2

%(t) +aﬂ(t)'-"1£;r = en(t) haAl .- - oo

Die Anfangsbedingungen aq(0), a»(0), ... ergeben sich aus der
Anfangsbedingung u(x,0) = g(x):

U(}:’,cﬂ - g(z) = §1 bp SIN (ngﬂ) , bp= %jg(m) sin (”Iﬂ) dx
"= 0

und daher

Damit haben wir ein Anfang_s-_wertprublem flr ein lineares System
gewdohnlicher Differentialgleichungen, das zudem entkoppelt ist.




Die Losung lant sich also direkt angeben:

2_2 t 2 2
an(t) = by exp (—HI;T . t) + [ exp (—HI;T - (t — 3)) cn(s) ds
0

Beispiel:
Wir betrachten das homogene Anfangsrandwertproblem

" /
Uy = Ugpy " DC:I{SD,U{LET

u(z,0) = 5—4fz—25 : 0<xz<50 \/
u(0,t) = wu(50,t)=0 : 0<t<T /5

xf

Die Berechnung der Fourier—Koeffizienten von g(z) = 5 — %|.’r — 25| ergibt

50
1 1 nmwe 40 nmw



Da wir eine homogene Warmeleitungsgleichung betrachten, folgt

40 nmw n?mn?
on(®) = T390 () & (5555

und die Losung als Fourier—Reihe lautet

u(z, t) = f 20 _sin (nr) exp no sin (mm;) Y
T P 2 2500 50
— k-.._..--'-"v——-—")
Beobachtung: 122 °

1) For festes T' > 0 fallen die Fourier-Koeffizienten a,,(t) der Losung
exponentiell schnell fir n — oc ab. Hohere Werte fur n
beschreiben gerade die hoheren Frequenzen in der Losung.

2) Fur festes n fallen die Fourier—Koeffizienten exponentiell schnell flr
t — oo ab. Der Abfall ist umso schneller, je gréBer n ist. Fir groBe

Zeiten beschreiben also wenige Terme der Fourier—Reihe die
exakte Losung sehr gut. b
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Beispiel:
Wir betrachten das inhomogene Anfangsrandwertproblem
Ut — Ugr = T c0<xe<1,0<t<T
u(z,0) = 0 s 0<z<1
u(0,t) = uw(l,t) =0 : 0<t<T
Dann gilt mit den Bezeichnungen von oben

b, = 0
—1 n+1
Cn(t) = cﬂ=2¥
nmw
und damit
t T 71
ﬂn(.ﬂ) — 2/E—n?rrz(i—ﬂ)£ ds = 2(_1—)-}-1 (1 N E_ﬂ?ﬂ.?t)
0 nm n3x3
y J# =

PR P 140
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Die Fourier—Reihe
o0

u(x,t) = Z an(t)sin (HEE)

n=1
kann keine Losung sein, denn unabhangig von den (zeitabhangigen)
Koeffizienten gilt dann stets

u(0,t) = u(l,t) =0 {

Die im Problem vorgegebenen Randbedingungen

u(0,t) = 0, uz(l,t) =0
werden zum Beispiel durch die Funktion _é ‘E[k ;: ~J

u(x,t) = sin (%)

erfalt.
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Mit dem Lésungsansatz

o (2n — 17z
u(z, t) = Z an(t) sin ( 5 )

n=1
erhalten wir durch Einsetzen in die Warmeleitungsgleichung und
Koeffizientenvergleich mit der Fourier—Reihe von g(x) die Gleichungen

day, " (2n — 1)%?& _ 5 . lg_
dt 4.502 " T
n=12,....
Die Losung dieser Differentialgleichung lautet dann U
(2n — l)gw?t 0\
ﬂn(t) = bne 10000
>
-
Gﬂ 146
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